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Introduction

T HE general framework of this dissertation is thtedy of distances to spaces of functiansl

its applications to the study of compactness, Banach spaces, separat&yaas functions,
selection theorems, etc. Given arbitrary functidng € Z* from a topological spac¥ to a metric
space(Z,d) the distance that we deal with is teandard supremum metrgiven by

d(f,g) = supd(f(x),9(x))

XeX

that is allowed to take the valuew. If % C ZX is some space of functions we consider, as usual

d(f,ﬁ):gig;d(f,g): inf supd(f(x),g9(x)).

9eF xeX

The spaces of functiong that we will consider are the space of continuous functi©gs, Z),
the space of Baire one functioBs(X,Z) and the space of measurable functidh§t, E) where
(Q,Z,u) is a probability space. In the same context, if we consider a Banach Epand its
bidual spacé&** as subspaces of functions over the dual Bgall, thestandard supremum metric
coincides with the norm of the bidual space.

E study “quantitative” versions of many of the classical compactness resultheir relatives.

A bit of the history behind these classical results that we will quantify follbelsw. In 1940
Smulian [Smu40] showed that weakly relatively compact subsets of a Bapace are weakly
relatively sequentially compact. He also proved that if a Banach dpdwesw*-separable dual
then a subsetl of E is weakly relatively countably compact if, and onlyld,is weakly relatively
sequentially compact. Dieudonné and L. Schwartz [DS49] extended thisekdt to locally
convex spaces with a coarser metrizable topology. The converse of Srthdzrem was obtained
by Eberlein [Ebe47] that proved that relatively countably compact setsetatively compact sets
for the weak topology of a Banach space. Grothendieck generalizesl tbsults to locally convex
spaces that are quasicomplete for its Mackey topology. This result id bpse a similar one for
spacegC(K), 1p) over continuous functions on a compact spkcendowed with the pointwise
convergence topology. Fremlin’s notion of angelic space and some ofritegaences can be
used for proving those results in a clear way (see [FI080]). Orihuei@TPshowed in 1987 that
spaceqC(X), 1p) with X a countable&-determined space (or more general spaces) are angelic.
Similarly, for space$B1(X), 1p) of Baire one functions with the pointwise convergence topology,
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Rosenthal showed that relatively countably compact sets are relatwelpact sets. Bourgain,
Fremlin and Talagrand [BFT78] showed that in féBi(X), Tp) is angelic.

In a different framework, Srivatsa [Sri93] proved in 1993 th&t ifX — & (E) is a set-valued
map from a metric spack¥ into a Banach spacE that is upper semicontinuous for the weak
topology ofE, thenF has a Baire one selector, i.e. there exists a Baire one funttioX — E
such thatf (x) € F(x) for x € X. In particular, if f : X — E is aw-continuous function, therf
is a|| - [|-Baire one function. This result is also true when we repldeav) by (C(K), 1) for
a compact spack. From this result, the classical Namioka's theorem [Nam74] about depara
and joint continuity can be deduced: Xf is a complete metric spac&, a compact space and
f: X x K — R a separately continuous function, then there exi€g dense selD C X such that
f is continuous in eacfx, k) € D x K. Saint-Raymond [SR83] and Bouziad [Bou90] proved some
generalizations of Namioka’s theorem.

A S said previously the goal of this dissertation is to offer, among others titptare versions
of the above results: to do so we use distances to spaces of functionssastpd at the
beginning of this introduction. Note that in recent years, segrahtitativecounterparts for some
other classical results such as Krein-Smulian, Grothendieck, etc., kavepioven. These new
versions strengthen the original theorems and lead to new problems dithtgps in topology
and analysis: see, for instance, [CMR06, FHMZ05, Gra06, GHS®65GS07a]. Along this
line, our results offer quantitative versions of results by Orihuela, Gastiera Grothendieck,
Rosenthal, Namioka, Saint-Raymond, Bouziad, etc.

The original results included in this dissertation are contained in our @seapers [ACh],
[ACa], [ACN], [Ang] and [ACR], the latter still in preparation.

We next summarize the content of this work.

Chapter 1. Preliminary results

This auxiliary chapter is devoted to prove some known results that will ketingbe remain-
ing chapters. In the first two sections we provide a formula to measure cistdan spaces of
continuous functions. In Section 1.1 we prove that distances to spacestaofuous functions can
be computed with oscillations for functions from a normal spade.t@his result was known for
bounded functions but this condition is not needed.

Theorem 1.1.9. Let X be a normal space anddRX. Then

d(f,C(X)) = %osqf).

In fact, Theorem 1.1.9 characterizes normal spaces

Corollary 1.1.12. Let X be a topological space. The following assertions are equivalent:

() X is anormal space,
(i) forall f € RX, there exist g= C(X) such thatdf,g) = %osc(f),
(i) forall f € RX, d(f,C(X)) = %osc(f),
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(iv) for all non continuous function & RX, d(f,C(X)) < osq f).

In Section 1.2 we study some properties about paracompact spaces &tnitrary metric space
(Z,d) we can also compute distances from a functianz* to C(X, Z) in the case when the space
X is paracompact.

Theorem 1.2.19 ([CMRO06]). Let X be a paracompact space and Z a convex subset of a normal
space E. Then for each:X — Z

Josd(f) <d(1,C(X,2)) < osd ).

The rest of the chapter contains several results that will be usefulifatais dissertation:
separation of convex sets, principe of local reflexivity, Ptdk Lemma antegroperties about
good partitions. We include proofs for the sake completeness.

Chapter 2. Distance to spaces of continuous functions

The kind of problems that we study in this chapter are illustrated
in Figure 1. TakeX a topological space and I€(X) be the space of
real-valued continuous functions definedXnConsideiC(X) C RX
as in Figure 1. In order to fix ideas we start with a pointwise bounded
setH ¢ C(X) (in general we allowH to be a subset dk* as in the

figure): Tychonoff’s theorem says thiat" " is Tp-compact. Therefore
- in order forH to betp-relatively compact ir€(X) the only thing we

< . _ X ~ i
cx) po must worry about is to havd" C(X). Letd be theworstdistance
_ | X

— fromH" to C(X). Since uniform limits of continuous functions are

RX od o R X
: continuous functionsy = 0 if, and only, ifH C(X) if, and only
Figure 1 . . . . < .
if, H is tp-relatively compact irC(X). In generald > 0 gives us a
measure of nom,-compactness for relative toC(X). Hence one

question that naturally arises is:

(A) are there useful estimates fdithat are equivalent to qualitative properties of
the sets H's?

Here is a simplified case in the framework of (A) also pictured in Figure 1HCdte the set of
__wX
those elements i that are cluster points of sequenceslifHC is likely to be strictly smaller
X

thanHRx). If p is theworstdistance fronH® to C(X), the inclusionH® C " clearly implies
p < d. We will study the existence of a universal constishsuch that for all pointwise bounded
setsH ¢ RX we have thatl < Mp. In fact we study inequalities sharper than the previous one.

In [CMRO6] Cascales, Marziscewski and Raja studied the distdnslen X is a compact
space. For this study they introduced the notior-@riterchange of limits. This notion was first
considered by Grothendieck in [Gro52], foe= 0. Fore > 0, this concept has also been used, in
the framework of Banach spaces in [AT90, FHMZ05, KP01] amongsrsth
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Definition 2.1.1Let(Z,d) be a metric space, X a set aad> 0.
(i) We say that a sequencéy,)m in ZX e-interchanges limits with a sequeneeg), in X if

d(li[]n Iinrp fm(xn),linrp IiLn fm(Xn)) <&

whenever all limits involved do exist.

(i) We say that a subset H of*Zs-interchanges limits with a subset A of X, if each sequence
in H e-interchanges limits with each sequence in A. Whea 0 we simply say that H
interchanges limits with A.

We begin this chapter studying the tools developed in [CMRO06] for compectesK. The
proofs that we give here of the results from [CMRO06] are differeoinf the proofs given in the
cited paper. IH is a subset o€(K,Z) we denote

¥k (H) := sup{e > 0 : He-interchanges limits with }.

In terms of, if H is a uniformly bounded subset 6fK) andK is compact, Corollary 2.6 in
[CMRO6] reads as A A
d(H,C(K)) < % (H) < 2d(H,C(K)).

In the main result of [CMRO6] the authors studied the relation between thedéstaand the
distanced whenH is replaced by its convex hull coM): if K is a compact set and c R is a
uniformly bounded set, then

K —

d(conv(H)" ,C(K)) < 5d(H™",C(K)).

If H C C(K) in the previous inequality constant 5 can be replaced by 2. For this ineqtredity
used thee-interchange of limits and some ideas from the proof of the Krein-Smulianehear
Kelley and Namioka'’s book [KN76, Chapter 5, Section 17]. The prodfieegive here is original
and it is based on the proof of Krein-Smulian theorem due to Ptak [Pt&&i8fy his combinatorial
lemma together with the-interchange of limits notion as Fabian, Hajek, Montesinos and Zizler
[FHMZ05] did for Banach spaces.

Next we introduce the notion below.

Definition 2.4.5 ([ACD]). Let X be a topological space, I€Z,d) be a metric space and H a subset
of ZX, we define
ck(H) := supd(clustx(¢),C(X,2)),
peHN
whereclustx(¢) denotes the set of all cluster points of the sequenirethe product space’®

By definition infd= +c0 so if H is not relatively compact ikl then cK0) = +c. The index ckH)

is smaller than the distangthat we included in Figure 1. Observe thatifis a rp-relatively
countably compact subset@fX, Z) then cKH) = 0. The following result says something about
the approximation of points in thg-closure ofH by sequences frotd and about the quantitative
difference betweem,-compactness anmg-countable compactness idfrelative toC(K).
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Corollary 2.4.9 (JAChb]). Let K be a compact space and let H be a uniformly bounded subset of
C(K). Then

ck(H) < d(A™ C(K)) < 2¢k(H). )
If f e ﬁRK, there exists a sequenc¢é,), in H such that

sup|f(x) —g(x)| < 2ck(H)

xeK

for all cluster point g of( f,), in RX.

In particular, if the uniformly bounded subsétis a 1p-relatively countably compact set in
C(K) then, it is tp-relatively compact and each point in tlig-closure ofH is the limit of a
sequence dfl. Infactthe spac@C(K), 1p) is angelic. Therefore, Corollary 2.4.9 is the quantitative
version of the angelicity ofC(K), 1) spaces. We provide the Example 2.4.10 that shows that
constant 2 in inequality (A) is sharp.

In Section 2.5 we extend Corollary 2.4.9 to the case of sp@¥s whereX is countably
K-determined. By doing so we provide a quantitative version of the angelitityese kind of
spaces proven by Orihuela in [Ori87]. We use the following notatioa:= (a;, a, ...) € N and
if n€ N, thena|n:= (aj,ay,...,a,). LetZ be a subset dfi™ and let{A, : a € =} be a family of
non-void subsets of the s¥t Givena = (a3, a,...) € Z andn € N we write

Cain = J{As : B € ZandB|n=a|n}.

As usual, for a given s& C X and a sequendgn)n in X we say thatx,)n is eventually inC
if there ism € N such thatx, € C for n > m. The following lemma is the main technical tool of
Section 2.5.

Lemma 2.5.5 ([ACb]). Let(Z,d) be a separable metric space, X a set and H a subset of the space
(ZX,1p) ande > 0. We assume that:

(i) there isZ ¢ NY and a family{A, : a € £} of non-void subsets of X that covers X;
(i) foreverya = (ag,ay,...) € Z the set He-interchanges limits in Z with every sequerigg),
in X that is eventually in each set(q, me N.

_7X
Then for any fe H” there exists a sequenc¢é,)nen in H such that

supd(g(x), f(x)) < &

XeX

for any cluster point g of fn)nery in ZX.
We use the lema to prove:

Theorem 2.5.6 and 2.5.7 (JACb])Let X be countably K-determined spa¢#,d) a metric sepa-
rable space and H a relatively compact subset of the spa€er,). Then

ck(H) < d(H?",C(X,Z)) < 3ck(H) +2d(H,C(X,Z)) < 5ck(H).
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_ 77X
If f e H” , there exists a sequen¢§,), in H such that

supd(g(x). f(x)) < 2ck(H) +2d(H,C(X,Z)) < 4ck(H)
xeX
for each cluster point g off,,) in ZX.

Note that ifX and(Z,d) are as in previous result ahtlC C(X, Z) is relatively compact irZ*
then the following conditions are equivalent:

(i) ck(H) =0,
(i) His a rp-relatively countably compact subset aCZ),
(iii) His a 1p-relatively compact subset of &, Z).
Whereas (i3> (i) is obvious and (iig=(iii) was known [Ori87], the implication (i (ii) seems
to require indeed the inequalities in Theorem 2.5.7.

Section 2.6 is devoted to studying other kinds of spacés which estimates as those that we
have presented in the two previous sections can be proven. The mdirofdhis section is the
following one:

Corollary 2.6.4 ([ACDb]). Let X be a topological space, E a Banach space and t§-gelatively
compact subset of’E

() If X is a metric space, then
ck(H) < (A" ,C(X,E)) < 2ck(H).

(i) If X is a normal space with countable tightness ane-RR, then

To finish this chapter, in Section 2.7 we obtain a quantitative version of theiRdaineo-
rem about the uniform approximation of a pointwise limit of a sequence cantinfunctions by
elements of the convex hull of the sequence. We use this result in Chapter 4

Theorem 2.7.1 (JACN]). Suppose that X is a countable compact space,@and (f,), C RX is
a uniformly bounded sequence such that for eaehXthere exists anysuch that

if n > ny, then|fy(X) — f(x)| <a,

(i.e. [ fa(x) — f(x)| <a eventually in n). Then for each> O, there exists g conV{ f, : n € N}
such that

lg— fllo <2d+a+e.
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Chapter 3. Distance to Banach spaces

In Chapter 2, using the distances to spaces of continuous functionsweestudied how far
a subset 0€(X, Z) is from beingrp-relatively compact. For a Banach spd€eve can also use a
similar argument: iH is a bounded subset & and we consider the*-closure ofH in E** we
canmeasurenow farH is from beingw-relatively compact using the distance

k(H)=dH" ,E).

Observe that k is a measure of weak noncompactness, see Definitior\deadures of noncom-
pactness or weak noncompactness have been successfully appliestdtoogheory, differential
equations and integral equations, see for instance [AT90, TBL97 2BRE&n06, Kry04, KP01]
and [KPS00]. We deal here with the following non-negative functiori;idd on the family of
bounded setll of Banach spaces, see Definitions 3.3.2, 3.3.10 and 3.3.12:

» y(H) is the worst distance between iterated limits for sequencklsand sequences in the
dual unit ballBg-,

» ck(H) is theworstdistance toE of the sets of weakcluster points in the bidudt™ of
sequences iHl,

» w(H) is the worst distance frod to weakly compact sets .

The functionw was introduced by de Blasi [Bla92] as a measure of weak noncompadhads
can be regarded as the counterpart for the weak topology of the elasisiosdorff measure of
norm noncompactness. The functipalready appeared in [AT90] and in [KPO01]: in the latter the
sup is taken over all the sequences in the convex hull Hoimstead of sequences only ki, as
we show in this chaptegr(H) = y(convH) which says that our definition fgris equivalent to the
one given in [KP0O1]. The index k has been used in [CMR06, FHMZ0%06]. Whereaso and
y are measures of weak honcompactness in the sense of the axiomatic dejin@ioim [BM95]
the function k fails to satisfy fconvH) = k(H), that is one of the properties required in order to
be a measure of weak noncompactness in the sense of [BM95]. Nomsstheks well ay and
w does satisfy the conditionK) = 0 if, and only if,H is relatively weakly compact i&.

In Section 3.1 we prove a result of [CMRO06] that says the results obtairtedms of distances
for spaces of continuous functions over a compact set can be speditdinbtain the correspond-
ing results in Banach spaces. As a consequence of this proposition, itheesigts of [FHMZ05]
and [Gra06] follow directly from the results obtained in the previous chiapte

In Section 3.2 we study some type of Banach sp&cebere each bounded d¢tc E satisfies
that
k(convH) = k(H).

This equality holds for Banach spaces witirangelic dual ball (or more generally, Banach spaces
that has property [Gra06], see Definition 3.2.1) and Banach spaces whose dual Epabees
not contain an isomorphic copy éf [FHMZ05].

Section 3.3 is devoted to studying different relations between the measwregalononcom-
pactness k, cky andw. As a consequence of results in the previous chapter we prove:
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Corollary 3.3.16 ([ACa]). Let H be a bounded subset of a Banach space E. Then
ck(H) <k(H) <y(H) <2ck(H) < 2k(H) < 2w(H). (B)
y(H) = y(conyH)) andw(H) = w(conv(H)).
For any x* € ﬁw*, there is a sequende)n in H such that

X =yl < y(H)
for any cluster point ¥ of (xp)n in E**.
We show using several examples that all constants involved in inequaligréBharp.

Recall that a Banach spaEds said to have the Corson propeéyf each collection of closed
convex subsets @& with empty intersection has a countable subcollection with empty intersection.
It is shown in [Pol80] that the Banach spdedas the property if, and only if, wheneveA C E*
andx® € KW, there is a countable sub&of A such thak* € convC” . In particular Banach spaces
with w* angelic dual unit ball have Corson propegty To finish this section we prove that the
equality ck= k holds for the class of Banach spaces with Corson progerfthe Example 2.4.10
shows us that the last equality does not hold in general.

Theorem 3.3.18 (JACa]).If E is a Banach space with Corson propeétythen for every bounded
set HC E we haveck(H) = k(H).

In Section 3.4 we prove that for each bounded suBset ¢y, the following equalities holds:
w(H) =y(H) =k(H) =ck(H),

see Corollary 3.4.3. The equality(H) = y(H) follows from [KPS00, Theorem 2.9]: for com-
pleteness we include the proof of this theorem, see Theorem 3.4.2. Theeqtradities follow
from the tools developed in this memoir.

Section 3.5 is devoted to studying the relationship between the different reeasfuwveak
noncompactness ih;(u) wherep is a finite measure. Apell and De Pascale proved that the
measure of weak noncompactness of de Blasian be computed using Rosenthal’s modulus of
uniform integrability.

Theorem 3.5.2 ([AP84]).Let H be a bounded subset of(lu). Then

w(H)ZCiSQBSup{/Em]du:he H,E € Ty u(E) < 3}.

Using this result, Kryczka and Prus proved in [KP01] thatlifs a bounded subset &f (i)
then
y(H) = 2w(H) = 2y(H),
where
Y(H) =sup{d(zLi(u)) : zis a cluster point of a sequence in coRy }.



Introduction e

Using the tools developed in previous sections we obtain the following result.
Theorem 3.5.4.Let H be a bounded subset of(lu). Then

y(H) =2w(H) =2ck(H) = 2k(H).

In Section 3.6 we prove a quantitative version of a Gantmacher theorentHduselorff measure
of norm noncompactness is defined for boundedidat$ Banach spaces as

h(H) :=inf{e > 0:H C K¢+ eBg andK, C X is finite}.

A theorem of Schauder states that a continuous linear opératbr— F is compact if, and only
if, its adjoint operatoil * : F* — E* is compact. A quantitative strengthening of Schauder’s result
was proved by Goldenstein and Marcu§ {AT90, p. 367]) who established the inequalities

1 *
Sh(T(Be)) < h(T"(B+)) < 2h(T (Bg)). ©)
For weak topologies Gantmacher established that the opdréagaweakly compact if, and only if,
T* is weakly compact. Nonetheless, the corresponding quantitative vers{@) tehere h is re-
placed byw fails for general Banach spaces ([AT90]). On the positive side weegoa quantitative
version of Gantmacher result fgr
Theorem 3.6.6 (JACa)).Let E and F be Banach spaces; E — F an operatorand T: F* — E*
its adjoint. Then

y(T(Be)) < y(T"(Br-)) < 2y(T(Bg)).

From the last theorem we get the following corollary.

Corollary 3.6.8 ([AT90]). The measures of weak noncompactneasd w are not equivalent.

To finish this chapter, in Section 3.7 we give another application of the taobsigye have
developed here:

Theorem 3.7.1 (JACa]). Let K be a compact space and let H be a uniformly bounded subset of
C(K). Then we have
W (H) < y(H) <2y (H).

Note that this result clearly implies that suchtdns weakly compact if, and only it is a 7p-
compact and norm bounded (Grothendieck). Our proof does nadhadeebesgue Convergence
theorem as the classical proof does: it is purely topological.

Chapter 4. Distance to spaces of Baire one functions

In this chapter we study the distances to spaces of Baire one functioall Bext a function
f: X — Zis said to be a Baire one functionfifis the pointwise limit of a sequence of continuous
functions(fn)n € C(X,Z2). If E is a Banach space, since uniform limits of Baire one functions are
Baire one functions, Proposition 4.0.1L € B1(X,E) if, and only if, d(f,B1(X,E)) = 0. So, as
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in the case of spaces of continuous functions, when we restrict oesstlscalar-valued func-
tions, a pointwise bounded ddtC B1(X) is 1p-relatively countably compact B, (X) if and only
A X
d(H]R ,B1(X)) = 0. We start this chapter by giving an answer to the following question.

(A) for which kind of topological spaces X and metric spaces Z can we theahgtic

compute ¢f,B1(X,Z))?

For this we use the concept of fragmented anffagmented maps. Recall that a function

f: X — (Z,d) is said to bee-fragmented for some > 0 if for each nonempty sdét C X, there
exists an open sé&l C X such thatU NF # 0 and dianif (U NF)) < &. The functionf is &-
o-fragmented byclosed set# there exists a closed countable cov¥p), of X such thatf|x, is
e-fragmented for each € N.

Definition 4.1.2 ([GS06] and [ACN]). Let X be a topological spacéZ,d) a metric space and
f € ZX a function. We define:

frag(f) :=inf{e > 0: f is e-fragmented,
o-frag:(f) :=inf{e > 0: f is e-o-fragmented by closed séts

where by definitioninf@® = +oo.

Obviously o-frag:(f) < frag(f). We prove that ifX is a hereditarily Baire space we have
the equalityo-frag:(f) = frag(f), see Proposition 4.1.3. Our indexfrag:(f) can be used to
compute distances.

Theorem 4.1.6 (JACN]). If X is a metric space, E a Banach space and & EX then
%a—fragc(f) <d(f,B1(X,E)) < o-frage(f).
In the case E= R we have the equality

d(f,Bi1(X)) = %o—fragc(f).

In particular, ifX is a complete metric space,

di(f, By(X)) = Sfrag(f).
This last equality extends [GS06, Proposition 6.4.], where the abovditggsi@nly proven forX
Polish.

As in Chapter 2 we can study how far a BetC B1 (X, E) is from beingrp-relatively countably
compact using
cks, (H) := supd(clustx(¢),B1(X,E)).
peHN
Using this index, in Section 4.2 we prove the following quantitative result athmudifference
betweenr,-relative compactness amg-relative countable compactness with respe&#ox, E).
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Corollary 4.2.3 (JACN]). Let X be a Polish space, E a Banach space and If,-@elatively
compact subset of’ £ Then

cke, (H) < d(AE ,By(X,E)) < 2ckg, (H).

In the particular case when E R we have

dA™ ,B1(X)) = cka, (H).

In particular, under the assumptions of Corollary 4.23s 1p-relatively countably compact
if, and only if, H is tp-relatively compact (Rosenthal [Ros74]), so Corollary 4.2.3 stremifie
result of Rosenthal. Observe now, as we did in the case of spacestofuzmis functions, that we
get as a corollary that il C B1(X, E) then the following conditions are equivalent:

(i) ckg,(H) =0,
(i) His arelatively countably compact subset(& (X,E), Tp),
(iii) H is a relatively compact subset 0B1(X,E), Tp).

The goal in Section 4.3 is to get a quantitative version of the Srivatsa’seiime[sri93] that
says that ifK is a compact set anfl: X — C(K) is a continuous function for thg, topology in
C(K), thenf is a|| - ||».-Baire one function. Observe thkt: X — (C(K), 1) is continuous if,
and only if, for eactk € K, 1§ o F is continuous where the function : C(K) — R is defined as
h~- h(k). We also know by Theorem 1.1.9 that distances to spaces of continuai®fis can be
computed using oscillations. The question here is hov fer from being a Baire one function if
we replacer,-continuity by bounded oscillation afi o F for all k € K. We prove the following:

Theorem 4.3.2 and Corollary 4.3.3 ([ACN]).Let X be a metric space, K a compact space and
F : X — RK a function. Then

d(F,B1(X,C(K))) < §suposc(F(x)) + 2suposq i o F).
2xeX keK

If E is a Banach space and FX — E** a function, then

d(F,Bi(X,E)) < §suposqF(x)) +2 sup osaXx oF),

xeX X*€Bgx

where KX) is considered a function ofBg-,w*).

This theorem can be used to prove a quantitative version of the Namiolemseth about
separate continuity and joint continuity. On the other hand, this quantitatigeweof Namioka'’s
theorem can be proved under more general conditions and with betstantsusing topological
games. We do so in Section 4.4 usiogB-unfavorable spaces that are defined using topological
games, see Definition 4.4.4. Examples of this kind of spaces are sepaeildespBaces, locally
compact spaces, complete metric spaces or more generally, coudtatsiycomplete spaces.
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Theorem 4.4.6 (JACN]).Let f: X x K — R be a map, where X isa-£-unfavorable space and K
is a compact space. Then there existsgd8nse subset D of X such that, for edgtk) € D x K,

osq f, (y,k)) < 6suposq fx) 4+ 8suposq f¥).
xeX keK

If X is also a normal space, the constant 8 can be replaced by 7, see @otalld: In this
section we also us# (A, L)-a-favorable compact spaces. Examples of this kind of spaces are
Valdivia compact spaces.

Corollary 4.4.14 ([ACN]). Let X be a Baire space, let K be4(A, L)-a-favorable compact space
for some dense subset L ofK, and let f: X x K — R be a map. Then there exists g @ense
subset D of X such that, for ea¢h k) € D x K we have

osq f, (y,k)) < 7suposq ) 4+ 6 suposq f¥).
xeX keK

If L=K x K, the constant 7 can be replaced by 2 and the constant 6 can be rdpjateske
Theorem 4.4.15.

We end the chapter with Section 4.5 and we prove the following quantitatigoneof a
theorem of Rudin, see [Rud81].

Theorem 4.5.1. Let (X,d) be a metric space, Y a topological space, E a normed space and
f: X xY — E afunction such that

(i) osdfY)<oforallyeY.

(i) osq fx) < € for all x € D where DC X is a dense subset.
Then there exist a sequence of functionsX x Y — E such that

(i) osqfy) < eforallneN.
(if) For each(x,y) € X xY there existsgie N such that if n> ng then|| fo(x,y) — f(X,y)|| < o
(i.e. [[fa(x,y) — f(X,y)|| < 6 eventually in n).

Theorem 4.5.1 can be used to prove a quantitative version of Srivatseethesee Theo-
rem 4.5.4. It was the first method we used, but the result obtained is Wa@se heorem 4.3.1.
Thus we have preferred to present the proof we have finally included.

Chapter 5. Multifunctions and distances to other spaces

In Section 4.3 we proved a quantitative version of the Srivatsa’s the@oesingle-valued
maps. But as we have said at the beginning of this introduction, Srivétte@sem is more general:
all set-valued maps from a metric spac@to a Banach spade that arew-upper semicontinuous
have a Baire one selector [Sri93].

The first goal in this chapter is to extend the Corollary 4.3.3 obtained in Settdto the
framework of set-valued maps and consequently to provide a quantitatig@®n of the above
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mentioned Srivatsa result for set-valued maps. For this, in Section 5.1 wduot the notion of
d-t-semioscillation for a set-valued functién: X — Z(Y).

Definition 5.1.1 ([Ang]). Let X be a topological space, 1€¢¥,7) be a topological space, d a
metricinY and E X — Z(Y) a set-valued map. We say that the map F hasskmioscillation
(r-semioscillation if d is tacitly assumed) smaller thaim x € X if for eacht-open subset \ Y
suchthafzeY :d(z F(x)) <&} CV, there exists a neighborhood U of xin X such thetlFC V.
Then we denote

d-osG (F,x) = inf{€ > 0 : F hast-semioscillation in x smaller thaa}.

The d1-semioscillation is defined as

d-o0s¢G (F) = suposg (F, x).

XeX

We denot®sc (F,x) = d-o0s¢ (F,x) andosg (F) = d-os¢ (F) when d is tacitly assumed.
This notion has the following properties wheiis stronger thar:

(i) If F is a T-upper semicontinuous map then the-gdemioscillation is O.
(i) If 1 is a vector topology in a normed space an@xJ-is T-compact for xc X then F is
T-upper semicontinuous if and only if, dsemioscillation is 0, see Proposition 5.1.4.
(i) If F is single-valued then F is continuous if and only if,rdsemioscillation is O.
(iv) IfFis single-valued and is the topology induced by the metric, then the-demioscillation
is equal to the usual notion of semioscillatiosc (F, x).

If F is single-valued andY, 1) is the bidual space of a Banach space withwhi¢opology or a
space of functions with the, topology, thed-T-semioscillation coincides with the supremum of
the “pointwise semioscillations”:

Proposition 5.1.7 ([Ang]). Let X be a topological space, E a Banach spacg,tBe bidual space
of E and f: X — E** a function. Then, for every X

0sG,(f,x) = sup osc(y o f,x).
y*€Bgx

Proposition 5.1.8 ([Ang]).Let X be a topological spaceexX,Y asetand fX — RY afunction.
Then

osq (f,x) = suposc (g0 f,x)
yeY

where the maps, : RY — R is given by hw h(y).

It is well-known that if a set-valued map : X — Z(Y) from a first countable space into a
topological space is upper semicontinuous whenever for each segQ@hecthat converges to
somex € X if z, € F(x,), n € N, we have

{zo:neN}NF(x) #0.
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The following proposition gives a similar characterization for thsemioscillation.

Proposition 5.1.9 ([Ang]). Let X be a first countable spaceexX, (Y, 1) a topological space, d
ametriconY and E X — Z(Y) a set-valued map. Given:a 0 the following statements are
equivalent:

(i) for each sequencex,)n that convergesto g X, z, € F(x,) and & > a
{zo.neENF N{zeY:d(zF(x) <a} #0,

(i) osg(F,x) <a.

Using the notion ofi-t-semioscillation, in Section 5.2 we get the following quantitative ver-
sion of Srivatsa theorem. $€l) denotes the set of selectors of the set-valued Fhap

Theorem 5.2.2 ([Ang]).Let X be a metric space, E a Banach space afidtke bidual space. If
F:X— Z(E*) is a set-valued map then

d(SelF),Bi(X,E)) < :—;sup{osa: ze F(X)}+2o0sq.(F)

where zc F(X) C E** is considered a function ofBg-,w").

In the following Theoremt = o (E, B) whereB C Bg- is a boundary (i.e. for eache E there
existsb € B such tha(b) = ||x||) and theo (X, B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. This happens Brthe set of extreme points of the dual ball (see [BT80]),
for any boundarnB whenE = C(K) for some compact sé& (see [CG98]) or for any boundary
when(Bg-,w") is angelic (see [CV95]).

Theorem 5.2.4 ([Ang]). Let X be a metric space, let E be a Banach space ardo(E,B)
where BC Bg- is a boundary such that the(X, B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. If E X — Z(E) is a set-valued map then

d(SelF),B1(X,E)) <20sG(F).

Theorem 5.2.2 tell us that F : X — Z(E) is a map from a metric space into a Banach space
such that osp(F) = 0 or os¢,.(F) = 0 then

we do not know ifF has a Baire one selector. On the other hanH,ig w-upper semicontinuous
thenF has a Baire one selector. In Theorem 5.2.6 we prove tRabifly satisfies that og¢F) =0
but requiring thafF takes closed values thénhas a Baire one selector.

Theorem 5.2.6 ([Ang]).Let X be a metric space, E a Banach space afdtke bidual space. Let
F:X— Z(E)Cc Z(E™) be a set-valued map withsg,. (F) = 0. If F(x) is closed for all xc X,
then F has a Baire one selector.

Theorem 5.2.6 also holds when we consider topologiew (E, B) whereB C Bg- is a bound-
ary such that ther (X, B)-relatively countably compact bounded setswaneelatively compact.
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Corollary 5.2.8 ([Ang]). Let X be a metric space, let E be a Banach space ardo(E,B)
where BC Bg- is a boundary such thatr(X, B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. Let FX — Z7(E) be a set-valued map such thadc (F) = 0. If F(x) is
closed for all xe X, then F has a Baire one selector.

The dissertation concludes with Section 5.3 that is devoted to the study ofodistarspaces of
measurable functiord (u, E) whereE is a Banach space a@, %, 1) is a probability space. The
first objective of this section is to provide a formula to measure distanceatespf measurable
function. To this end we introduce the following definition.

Definition 5.3.2. Given fc X%, we define
measgf) :=inf{e >0: forallAc " exists Be £, such thabsdf|g) < &}.

We use the conventionf(0) = +oco.
It is known thatf € M(u,E) if, and only if, meagf) = 0. We prove that in fact, distances to
M(u,E) can be computed using mé&s.

Theorem 5.3.3 (JACR]). Let f € E. Then:
%meafgf) <d(f,M(u,E)) < measf).
Moreover, if E= R, then

d( 1. M(u, E)) = Smeasf).

The rest of the section is devoted to the study of a quantitative version wiyBio property.
Bourgain property has been used as a very nice and powerful toidy imtegration for Banach
valued functions, see [RS85], [GGMS87], [CMV97] and [CRO5]. fIf Q — E is a bounded
function, the Bourgain property of the set

{X*of:x €Bg}CR®

characterizes the Birkhoff integrability df
Definition 5.3.6. Given HC E9, we define

#(H)=inf{e >0: forall AeZ" there existB,...,B, € =1

such thatsup min diamf(B;) < €}.
heH 1<1<n

H has the Bourgain property #8(H) = 0. Bourgain property has interesting properties that
we can quantify. Bourgain proved that#(H) = 0 andf € H'™® then there exists a sequer(dg)n
in H that converges td in u-almost everywhere (see [RS85]). We obtain a quantitative version
of this result:
Proposition 5.3.8 ([ACR]). Let H c E? and g¢ WEQ. There exists a sequenge,), in H such
that
lim sup||n(x) —g(3)|| < 2- #(H)
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for u-almost every point x Q.

If H is a uniformly bounded family thes8(aconH)) = 0 when#(H) = 0. On the other
hand, it is not true in general for non-bounded families. The versianwhaget of this result is
the following one that finish this section and the disertation.

Proposition 5.3.14 ([ACR]). Let H ¢ R? be a pointwise set. #8(acon(H)) < +oo, then

PBH) = AB(acon(H)).

Research papers

We finish this introduction with the summaries of the research papers thatweenrdten
with material included in this dissertation.

Title: The quantitative difference between countable compactness and coegsctn
Authors: C. Angosto and B. Cascales.
Submitted.

Abstract: We establish here some inequalities between distances of pointwise bounded
subsetdd of RX to the space of real-valued continuous functi@(X) that allow us

to examine the quantitative difference between (pointwise) countable ctmegac
and compactness ¢ relative toC(X). We prove, amongst other things, thaXif

is a countablyk -determined space theorstdistance of the pointwise closuke of

H to C(X) is at most 5 times thevorst distance of the sets of cluster points of se-
quences irH to C(X): here distance refers to the metric of uniform convergence in
RX. We study the quantitative behavior of sequenceld iapproximating points in

H. As a particular case we obtain the results known about angelicity for @gXe
spaces obtained by Orihuela. We indeed prove our results for spéxeg) (hence

for Banach-valued functions) and we give examples that show whegstimates are
sharp.

Title: Measures of weak noncompactness in Banach spaces.
Authors: C. Angosto and B. Cascales.
To appear in Topology Appl.

Abstract: Measures of weak noncompactness are formulaeghantify different
characterizations of weak compactness in Banach spaces: we dealitlerDe
Blasi's measurev and the measure of double limijsinspired by Grothendieck’s
characterization of weak compactness. Moreover for boundedHsefsa Banach
spaceE we consider thevorstdistance kH ) of the weak-closure in the biduaH of
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H to E and theworstdistance ckH) of the sets of weakcluster points in the bidual
of sequences iAl to E. We prove the inequalities

ck(H) 2 k(H) < y(H) € 2cK(H) < 2k(H) < 20(H)

which say that ck, k andg are equivalent. £ has Corson propertg then (1) is
always an equality but in general constant 2 in (Il) is needed: we thgezvide an
example for which kH) = 2ck(H). We obtain quantitative counterparts to Eberlein-
Smulyan’s and Gantmacher’s theorems ugingince it is known that Gantmacher’s
theorem cannot be quantified usingwe therefore have another proof of the fact
thaty and w are not equivalent. We also offer a quantitative version of the classical
Grothendieck’s characterization of weak compactness in sgd&esusingy.

Title: Distances to spaces of Baire one functions.
Authors: C. Angosto, B. Cascales and I. Namioka.
Submitted.

Abstract: Given a metric spack¥ and a Banach spacg, || - ||) we use an index of
o-fragmentability for mapg € EX to estimate the distance 6fo the spac®, (X,E)

of Baire one functions fronX into (E, || - ||). WhenX is Polish we use our estimations
for these distances to give a quantitative version of the well known RuséEnresult
stating that irB; (X, R) the pointwise relatively countably compact sets are pointwise
compact. We also obtain a quantitative version of a Srivatsa’s resulttdiats shat
wheneverX is metric any weakly continuous functione EX belongs toB; (X, E):

our result here says that for an arbitrdérg EX we have

d(f,Bi(X,E)) <2 sup osdx o f),

X* EBE*

where os¢x* o f) stands for the supremum of the oscillationsxob f at all points

x € X. As a consequence of the above we prove that for functions in twoblesia
f: X x K — TR, X complete metric anl compact, there exists@s-dense seb C X
such that the oscillation of at each(x,k) € D x K is bounded by the oscillations of
thepartial functionsf, and fK. A representative result in this direction, that we prove
using games, is the following: X is a o-f-unfavorable space arifl is a compact
space, then there exists a de@esubseD of X such that, for eacty,k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 6suposd ) +8suposq fK).
xeX keK
When the right hand side of the above inequality is zero we are dealing \piinagely
continuous functiond : X x K — R and we obtain as a particular case some well-
known results obtained by the third named author in the mid 1970's.
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Title: Distances from selectors to spaces of Baire one functions.
Author: C. Angosto.
To appear in Topology Appl.

Abstract: Given a metric spac¥ and a Banach spacg, || - ||) we study distances
from the set of selectors S€l) of a set-valued map : X — Z(E) to the space
B1(X,E) of Baire one functions fronX into E. For this we introduce the-t-
semioscillation of a set-valued map with values in a topological sP4ce also
endowed with a metrid. Being more precise we obtain that

d(SelF),B1(X,E)) <20s¢,(F)

where os;(F) is the|| - ||-w-semioscillation of=. In particular wherfF takes closed
values and osgF) = 0 we get that therfr has a Baire one selector: we point out
that if F is weakly upper semicontinuous then H&€) = 0 and therefore our results
strengthen a Srivatsa selection Theorem whetakes closed set. We also obtain
similar results wherm is the topology of convergence on some bound&oy 7 is the

w* topology of a bidual Banach space.
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Notation and terminology

Most of the notation and terminology is standard, otherwise it is either exgldiree or
whenever it is needed. All topological spaces we consider are Heélispaces. We denote by the
symbolsN, R the set of natural numbers and the set of real numbers respectivegn &setX,
Z(X) denotes the set of all the subsets<of

By lettersX,Y,... we denote sets or topological spaces. We denot&hy) a metric spaceq
if d tacitly assumed). With* we denote the set of all the the functions frdo Y. In particular,
XN is the set of sequences ¥ We denote byX(V) the set of all the finite sequencesXf The
domain of a arbitrary functiofi is denoted by doiff). The spac&* is equipped with the product
topologyt,. We also consider in the spafé thestandard supremum metribat abusively is also
denoted byd and that we allow to take the valuex, i.e.

d(f,g) =supd(f(x),g(x)) for f,gez*.

xeX

By (E,| - ||) we denote a normed spacg {f | - || is tacitly assumed). IEEX we consider the
supremum norm
| fllo =sup||f(x)|| for feEX
xeX

that is allowed to take the valugco.

The (closed) unit ball of a normed spagdas denoted byBe. If x belongs to a metric space
(Z,d) ande > 0 we denote bz (x, €) (or B(x, €) if we know the metric in the spac# the closed
ball of Z with centerx and radiuss. If A, B are two subsets of the metric spatandx € Z we
denote

d(x,B) = infd(x,b),
beB

d(A,B) = {Lrew}ld(a, B)

and

d(A,B) = supd(a, B).

acA

The diameter oA\ is denoted by
diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.

If Ais a subset of a topological spat¥, 7), we denote by inA the interior ofA and byA the

closure ofAin X. Sometimes, we pu@x to specify the topological space where the closure is
taken orA" to specify the topology we are using.dfis a sequence of the topological spaceve
denote by clust(¢) the set of all the cluster points ¢fin X. A subsetA C X is a.%, setifAis a
countable union of closed setsXf Ais a¥s set if Ais the intersection of a countable family of
open sets oX.
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All vectorial space¥ that we consider here are real spaces. ForAd&s” V andr € R, we
putA+B={a+b: ac A beB}andrA={ra: ac A}. For eachSc V, by the symbols
spanS), conS) and aceS) we denote the linear span 8fthe convex hull oSand the absolute
convex hull ofSrespectively, i.e.

convS) = {_i)\ixi : X €S A €]0,1], _i)\i = 1}

and . .
acqS) = {_Zlmq X €S AR, _;w < 1}.

If E is a normed space, we denote its algebraic dual space (the set of akltvaltesd lineal
applications ork) by E’ and its topological dual space (the subset of the algebraic dual of eontin
uous and lineal functions) iy*. We denote byv the weak topology of a normed spa€eand by
w* the weak star topology of a dual spdee If B C E* we denote by (E, B) the topology of the
pointwise convergence .

If I is a nonempty set we write

lo(T) = {f €R": ||f]|oo :surp\f(y)] < +oo},
ye
Co(lM) ={f €lu(l"): thesefye :|f(y)| > &} is finite for eache > 0}.

If ' =N we denotd«(N) = /., andco(N) = co.

If (Q,%, ) is a space of finite measure, the vectorial space of all the real-valuedirabkes
and p-integrable functions of is denoted by#i(u). The set;(u) is the Banach space of the
equivalent classed (andg are equivalent iff (w) = g(w) p-a.e.) of the elements o#;(u), with
the norm||f||1 = [, |f| du.

The space of continuous maps frofto Y is denoted byC(X,Y). As usual,C(X) is the
corresponding space of real-valued functions. Recall that afmap— Y is a Baire one function
if it is equal to the pointwise limit of a sequenc¢é,), of C(X,Y). The set of all the Baire one
maps fromX into Y is denoted byB;(X,Y) or by Bi(X) if Y =R.
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Introduccion

E L marco general de trabajo de esta memoria esteldio de distancias a espacios de funciones
y sus aplicaciones al estudio de compacidad, espacios de Banadhn&mseparadamente
continuas, teoremas de seleccion, etc. Dadas funciones arbitfagiasZ* de un espacio topo-
l6gico X a un espacio métricZ,d) la distancia que vamos a estudiad@sétrica estandar del
supremadada por

d(f,g) = supd(f(x),g(x))

xeX
que puede tomar el valereo. Si.# C ZX es algln espacio de funciones, consideraremos como es
usual
d(f,#) = inf d(f,g) = inf supd(f(x),g(x)).

ge7 g€ xeX
Los espacios de funcioneg que vamos a considerar son el espacio de funciones continuas
C(X,Z), el espacio de funciones de la primera clase de Baj(X,Z) y el espacio de funcio-
nes medibleM (i, E) donde(Q,Z, 1) es un espacio de probabilidad. En el mismo contexto, si
consideramos un espacio de Ban&cl su espacio bidudt™* como subespacios de funciones
sobre la bola dudg-, la métrica el supremaoincide con la norma del espacio bidual.

E STUDIAMOS versiones “cuantitativas” de varios resultados clasicos sobre corapacictla-
cionados. A continuacion exponemos parte de la historia detras de eatiades clasicos
de los que daremos versiones cuantitativas. En 1940 Smulian [Smu40] mstids subconjun-
tos débilmente relativamente compactos de un espacio de Banach son déhigfaivienente
sucesionalmente compactos. Ademas probo que si el espacio de Batiemd duaw*-separable
entonces un subconjuntbde E es débilmente relativamente numerablemente compacto si, y sélo
si, H es débilmente relativamente sucesionalmente compacto. Dieudonné y L.r&dingd9]
extendieron este Ultimo resultado a espacios localmente convexos con alogi@mas gruesa
metrizable. La implicacion reciproca del teorema de Smulian fue obtenida poeBYEbe47]
gue probd que los conjuntos relativamente numerablemente compactokteamente compac-
tos para la topologia débil de un espacio de Banach. Grothendieclalihestos resultados a
espacios localmente convexos cuasicompletos para su topologia de Mestkagsultado se basa
en uno similar para espaci¢S(K), 1p) de funciones continuas sobre un espacio compaaton

la topologia de la convergencia puntual. La nocién de angelicidad de Freai{jnryas de sus con-
secuencias se pueden usar para probar este resultado de unaldoanteéase [FIo80]). Orihuela
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[Ori87] mostro en 1987 que los espaci@%X), Tp) conX numerablementi€-determinado (de he-
cho en algunos espacios mas generales) son angélicos. De forma semdaspaciotB: (X), Tp)
de funciones de la primera clase de Baire con la topologia de la conviergemtual, Rosenthal
mostro que los conjuntos relativamente numerablemente compactos y los cemglatoamen-
te compactos son los mismos. Bourgain, Fremlin y Talagrand [BFT78] molware de hecho
(B1(X), Tp) es angélico.

En un contexto diferente, Srivatsa [Sri93] prob6 en 1993 qie:sX — Z(E) es una apli-
cacion multivaluada de un espacio métri€éca un espacio de Banad¢h que es superiormente
semicontinua para la topologia débil He entonced- tiene un selector de la primera clase de
Baire, es decir, existe una funcion de la primera clase de BaireX — E tal quef(x) € F(x)
parax € X. En particular, sif : X — E es una funciémw-continua, entonces es una funcién de
la primera clase de Baire para la norind| de E. Este resultado también es cierto cuando reem-
plazamogE,w) por (C(K), Tp) para un espacio compadto De este resultado, se puede deducir
el teorema clasico de Namioka [Nam74] sobre continuidad separada yudatinconjunta: si
X es un espacio métrico completd,un espacio compacto f: X x K — R una funcién sepa-
radamente continua, entonces existe un conj@talensoD C X tal quef es continua en cada
(x,k) € D x K. Saint-Raymond [SR83] y Bouziad [Bou90] probaron algunas génac@ones del
teorema de Namioka.

C oMo hemos dicho anteriormente, el objetivo de esta memoria es ofrecer, easecosas,
versiones cuantitativas de los resultados mencionados: para ello usataosids a espa-
cios de funciones como hemos dicho al principio de esta introduccion. Nstgo®en los Ul-
timos afos, varias versionesiantitativasde resultados clasicos como los teoremas de Krein-
Smulian, Grothendieck, etc., han sido probadas. Estas nuevas versi@j@an los teoremas
originales y llevan a nuevos problemas y aplicaciones en topologia y anééiaise por ejem-
plo [CMR06, FHMZ05, Gra06, GHS04, GS06, GS07a]. Siguiendo esta limuestros resultados
ofrecen versiones cuantitativas de resultados de Orihuela, Gantm@cbirendieck, Rosenthal,
Namioka, Saint-Raymond, Bouziad, etc.

Los resultados originales de esta memoria estan contenidos en nuestubesgNCb], [ACa],
[ACN], [Ang] y [ACRY], el dltimo todavia en preparacion.

A continuacién resumimos el contenido de este trabajo.

Capitulo 1. Preliminares

Este capitulo auxiliar esta dedicado a mostrar algunos resultados conge@ssran usados
mas adelante. En las dos primeras secciones, proporcionamos una fpamautaedir distancias
a espacios de funciones continuas. En la Seccion 1.1 probamos quddasidisa espacios de
funciones continuas pueden ser calculadas usando oscilacioneximés de un espacio normal
aR. Este resultado es conocido para funciones acotadas, pero detakgltmomo ponemos de
manifiesto esta condicion no es necesaria.

Teorema 1.1.9.Sea X un espacio normal y sea fRX. Entonces

d(f,C(X)) = %osqf).
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De hecho, el Teorema 1.1.9 caracteriza los espacios normales.
Corolario 1.1.12. Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes

(i) X es normal,

(i) paratoda funcion fe RX, existe g= C(X) tal que d f,g) = %osc(f),
(iii) paratoda funcion fe R* se tiene que (f,C(X)) = %osc(f),
(iv) para toda funcion no continua ¢ R* se tiene que (f,C(X)) < osq f).

En la Seccion 1.2 estudiamos algunas propiedades de los espaciosmmetos. Ademas, si
(Z,d) es un espacio métrico, podemos aproximar la distancia de una fuheét® aC(X,Z2)
cuandoX es paracompacto.

Teorema 1.2.19 ([CMRO06]). Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto convexo
de un espacio normado E. Entonces para cada aplicaciol £ Z tendremos

Jos(f) <d(f,C(X,2)) < osq(f).

El resto del capitulo contiene varios resultados que seran utiles mastadatael resto de
esta memoria: separacién de conjuntos convexos, principio de reflxiladal, lema de Ptak y
algunas propiedades sobre buenas particiones. Incluimos demostspara hacer este trabajo
autocontenido.

Capitulo 2. Distancia a espacios de funciones continuas

El tipo de problemas que vamos a estudiar en este capitulo estan
ilustrados en la Figura 1. Tomem&sun espacio topolégico y sea
C(X) el espacio de las funciones continuas definidaX eue toman
valores reales. Consideren@&X) C RX como en la figura. Para fijar
Lo ideas empezamos con un conjunto puntualmente acétadd(X)

) (en general permitimos qu¢ sea un subconjunto d&* como en la

X
=T figura): el teorema de Tychonoff nos dice qu% es Tp-compacto.
po Por lo tanto para saberldiest,-relativamente compacto €{X) so-
I X
S lo tenemos que ver si se cumple Cl'tllﬂé C C(X). Observemos que si

RX od o ~ ) ) 7]R>< L. )
d eslapeordistanciaH = aC(X), como los limites uniformes de fun-
Figura 1 ciones continuas son funciones continuas se tienelgu® si, y solo

X
Si, HY C C(X),loque ocurre si, y solo s} estp-relativamente com-
pacto erC(X). En generatl > 0 es una medida de ng-compacidad
paraH relativa aC(X). Una pregunta que se nos plantea de forma natural es:

(A) ¢existen estimaciones Utiles dque sean equivalentes a propiedades cuali-
tativas de los conjuntos H?
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Mostramos ahora un ejemplo simple de (A) ilustrado en la Figura 1HSes conjunto de
los elementos d&l™ que son puntos de aglomeracién de sucesioné$ @ puede ser estrlc-

tamente mas pequefio qu ) Si p es lapeordistancia deH® aC(X), la inclusiénH® C qe
claramente implica qu@ < d. Estudiamos la existencia de una constante univitgal que para
todo conjunto puntualmente acotadoc R* tengamos quefg Mp. De hecho estudiamos una
desigualdad mas fina que la previa.

En [CMRO06] Cascales, Marziscewski y Raja estudiaron la distahcisndoX es un espacio
compacto. Para ello introdujeron la nociéng@tercambio de limites. Esta nocién fue primero
considerada por Grothendieck en [Gro52] para 0. Paras > 0, este concepto ha sido también
utilizado, en el campo de los espacios de Banach en [AT90, FHMZO05! [kdpre otros.

Definicién 2.1.1Sea(Z,d) un espacio métrico, X un conjuntcy> 0.

(i) Diremos que una sucesidrim)m en Z* e-intercambia limites con una sucesiog), en X
Si
A o -
d(IlrEnllmm fm(xn),llnr]nllrr]n fm(xn)) <&

cuando los limites involucrados existan.

(i) Diremos que un subconjunto H de&‘ Z-intercambia limites con un subconjunto A de X, si
toda sucesion en H-intercambia limites con cada sucesion en A. Cuaado0 simple-
mente diremos que H intercambia limites con A.

Empezamos el capitulo estudiando las herramientas desarrolladas en§OpéiROespacios
compactoK. Las pruebas que damos aqui de los resultados de [CMR06] somthfeide las
dadas en dicho articulo. 8i es un subconjunto d&(K,Z) denotamos

wk (H) :=sup{e > 0 : He-intercambia limites coK }.

En estos términos, $i es un subconjunto uniformemente acotad&d€), el Corolario 2.6 de
[CMRO06] se puede leer como

d(H,C(K)) < y(H) < 2d(H,C(K)).

En el principal resultado de [CMRO6] los autores estudiaron la relacite & distancial
y la distanciad cuando se reemplaz# por su envoltura convexa cofit): si K es un conjunto
compacto yH ¢ RK es un conjunto uniformemente acotado, entonces

K ~

d(convH)" ,C(K)) < 5d(A™",C(K)).

SiH c C(K), en la desigualdad anterior la constante 5 se puede reemplazar porana 2118,

los autores usaron etintercambio de limites y algunas ideas de la prueba del teorema de Krein-
Smulian que aparece en el libro de Kelley y Namioka [KN76, Chapter 5, $etTp La prueba

que damos aqui es original y se basa en la prueba del teorema de KrnaliarSdebida a [Pta63],
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usando su lema combinatorio juntocintercambio de limites como Fabian, Hajek, Montesinos
y Zizler [FHMZO05] hicieron para espacios de Banach.

A continuacion introducimos la siguiente nocion.

Definicion 2.4.5 ([ACb]). Sea X un espacio topoldgicZ,d) un espacio métrico y H Z%,
definimos
ck(H) := supd(clustx(¢),C(X,2)),
peHN
dondeclustx (¢) denota al conjunto de puntos de aglomeracién de la sucegién el espacio
producto Z.

Por definicioninfd = 4o asi que si el conjuntbl no es relativamente compacto h conside-
ramos ckH) = +. El indice cKH) es menor que la distanciaque incluimos en la Figura 1.
Obseérvese que Bl es un subconjunto,-relativamente numerablemente compactGe, Z) en-
tonces ckH) = 0. El siguiente resultado nos habla de la aproximacion de puntosrgelausura
deH por sucesiones dd y de la diferencia cuantitativa entrg-compacidad yr,-compacidad
numerable déi relativa aC(K).

Corolario 2.4.9 ([ACb]). Sea K un espacio compacto y H un subconjunto @)@niformemente
acotado. Entonces R
ck(H) < d(H™,C(K)) < 2ck(H). (A)

K
SifeH" , entonces existe una sucesidn)n en H tal que

sup|f(x) —g(x)| <2ck(H)

xeK

para todo punto de aglomeracion g ¢i& ), enRRK.

En particular, si el conjunto uniformemente acotati@s 1p-relativamente numerablemente
compacto eil(K) entoncedd estp-relativamente compacto y cada punto de la clausura puntual
de H es el limite de una sucesion di&. De hecho, el espaci(C(K), 1) es angélico. Por lo
tanto, el Corolario 2.4.9 es una version cuantitativa de la angelicidad depasies(C(K), 7).
Presentamos ademas el Ejemplo 2.4.10 que muestra que la constante 2 erukddbebi@\) es
optima.

En la Seccion 2.5 extendemos el Corolario 2.4.9 al caso de esg2ipsiondeX es numera-
blementeK-determinado: asi obtenemos una version cuantitativa de la angelicidad tpade
espacios probada por Orihuela en [Ori87]. Usamos la siguiente notatir: (a,ap,...) € NY
y sinc N, entoncesr|n:= (a,a,...,an). SeaZ un subconjunto d&" y sea{A, : a € =} una
familia de los subconjuntos no vaciosXeDadoa = (a1,ay,...) € Zy n € N denotamos

Chh1::LJ{A% :BeZyBin=ain}

Como es normal, dado un conjur@oC X y una sucesiofix,), en X diremos qugX,)n esta
eventualmente €@ si existeme N tal quex, € C para cada > m. El siguiente lema es la principal
herramienta técnica de la Seccion 2.5.
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Lema 2.5.5 (JACDb]). Sea(Z,d) un espacio métrico separable, X un conjunto, H un subconjunto
del espaciqZX, 1,) y € > 0. Supongamos que:

(i) existeZ ¢ NYy una familia{Ay : a € =} de subconjuntos no vacios de X que cubre X;
(i) paracadaoa = (aj,ay,...) € Z el conjunto He-intercambia limites en Z con cada sucesion
(Xn)n €n X que esta eventualmente en cada conjugtg,@n e N.

__7X . .z
Entonces para cada ¢ H” existe una sucesidf,)nen €N H tal que

supd(g(x), f(x)) < &

XeX

para cualquier punto de aglomeracion g (i )ney en Z¥.
Usamos el lema anterior para probar:

Teorema 2.5.6y 2.5.7 ([ACb])Sea X un espacio numerablemente K-determingdlal) un espa-
cio métrico separable y H un subconjunto relativamente compacto detieszx, Tp). Entonces

ck(H) < d(AZ",C(X,2)) < 3¢ck(H) + 2d(H,C(X,Z)) < 5ck(H).

77X
Si fe H® existe una sucesidf,)n en H tal que

suxpd(g(x), f(x)) <2ck(H)+2d(H,C(X,Z)) < 4ck(H)
Xe
para cualquier punto de aglomeracion g () en Z¥.
Obsérvese que 3 y (Z,d) son como en el resultado previddyC C(X,Z) es relativamente
compacto eiZX, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) ck(H) =0,
(i) H esun conjuntap-relativamente numerablemente compactC€ge, Z),
(iif) H es un conjunta,-relativamente compacto @X,Z).
Mientras (ii}=-(i) es obvio y (iik=(iii) era conocido [Ori87], la implicacion (8>(ii) parece que
requiere efectivamente las desigualdades del Teorema 2.5.7.
La Seccién 2.6 esta dedicada a estudiar otro tipo de espagiasa los que estimaciones del

tipo que hemos presentado en la seccion anterior pueden ser prdbladesiltado principal de
esta seccion es el siguiente:

Corolario 2.6.4 ([ACb]). Sea X un espacio topoldgico, sea E un espacio de Banach y sea H un
subconjuntarp-relativamente compacto de’E

(i) SiX es un espacio métrico, entonces
ck(H) < d(AF,C(X,E)) < 2ck(H).

(i) Si X es normal conightnesshumerable y E= R, entonces

—RX

d(H ,C(X))=ck(H).
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Para terminar este capitulo, en la Seccién 2.7 obtenemos una version cuarteéhteorema
de Mazur sobre aproximacion uniforme de un limite puntual de funciondgoas por elemen-
tos de la envoltura convexa de dicha sucesion. Necesitaremos estedesudis adelante en el
Capitulo 4.

Teorema 2.7.1 (JACN]).Sea X un espacio numerablemente compacte Oay (f,)n € R* una
sucesion uniformemente acotada tal gigx) — f (x)| < a eventualmente en n, es decir, para cada
X € X existe ptal que

sin> ny, entoncegfy(x) — f(x)| <a

Entonces para cada > 0, existe gc conV{ f, : n € N} tal que

19— flle <2d+a+e.

Capitulo 3. Distancia a espacios de Banach

En el Capitulo 2, usando las distancias a espacios de funciones continoess estudiado
como de lejos esta un subconjunto@eX, Z) de sertp-relativamente compacto. Para un espacio
de Banacte podemos usar un argumento similarHses un subconjunto acotado Hey consi-
deramos lav*-clausura déd enX** podemosnedircomo de lejos estdl de semw-relativamente
compacto usando la distancia

k(H)=d®E" ,E).

Observemos que k es una medida de no compacidad débil, véase la Defiriicioras medidas
de no compacidad o de no compacidad débil han sido usadas con éxitaiardeoperadores,
ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales, véase por ejefl [FBBL97, Bla92, Fan06,

Kry04, KP01] y [KPSO00]. Nos encontramos aqui con las siguientesdars no negativas defini-
das sobre la familia de conjuntos acotatiode espacios de Bana&h véanse Definiciones 3.3.2,
3.3.10y 3.3.12:

» y(H) es la peor distancia entre limites iterados de sucesionksyesucesiones en la bola
unidad duaBg-,

» ck(H) es lapeordistancia & de los conjuntos de puntos dé-aglomeracion en el espacio
bidualE** de sucesiones d,

» w(H) es la peor distancia d¢ a conjuntosv-compactos dé&.

La funciénw fue introducida por de Blasi [Bla92] como una medida de no compacidad déb
gue puede ser considerada como contraparte para la topologia déhilasda medida de Haus-
dorff de no compacidad. La funcidnya aparecié en [AT90] y en [KPO01]: en este Ultimo articulo,
el sup se toma sobre todas las sucesiones en la envoltura convekheomez de sucesiones solo
enH. Como mostramos en este capityttl) = y(convH) lo que nos dice que nuestra definicion
paray es equivalente a la dada en [KPO1]. El indice k ha sido usado en [CMARIBZ05, Gra06].
Mientraswy y son medidas de no compacidad débil en el sentido de la definicion axioméataa da
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en [BM95], la funcion k no cumple queg &onvH) = k(H), que es una de las propiedades reque-
ridas para ser una medida de no compacidad débil en el sentido de [BM®&mbargo, tanto k
comoyy w cumplen la condicion ) = 0 si, y sélo siH es débilmente relativamente compacto
enE.

En la Seccion 3.1 probamos un resultado de [CMRO06] que nos dice quesldsados obte-
nidos en términos de distancias para espacios de funciones contintes@ojontos compactos
pueden ser aplicados para obtener los resultados correspondigeigsaeios de Banach. Como
consecuencia de esta proposicion, los principales resultados de [65]MZGra06] se obtienen
directamente de los resultados obtenidos en el capitulo anterior.

En la Seccion 3.2 estudiamos algunos tipos de espkdaioside cada conjunto acotabdoc E
cumple que

k(convH) =k(H).

Esta igualdad se cumple para espacios de Banach con bola'daagélica (o mas generalmente,
espacios de Banach que tienen la propiedld@ra06], véase Definicion 3.2.1) y espacios de
BanachE tales que el espacio dual no tiene una copia isomorfa de [FHMZ05].

La Seccibn 3.3 esta dedicada a estudiar las diferentes relaciones enteslidas de no com-
pacidad débil k, cky y w. Como consecuencia de los resultados del capitulo previo probamos:

Corolario 3.3.16 (JACa]). Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Entonces
ck(H) <k(H) <y(H) <2ck(H) <2k(H) < 2w(H). (B)

y(H) = y(conv(H)) y w(H) = w(conH)).

Ademas, para cadaxe HW, existe una sucesidix,), en H tal que

X —y™[ < y(H)
para cada punto de aglomeracioii'yde (x,)n en E™.

Mostramos mediante varios ejemplos que todas las constantes involucrdaaesigualdad (B)
son Optimas.

Recordemos que se dice que un espacio de Bahdene la propiedad de Corson si cada
coleccion de subconjuntos cerrados convexoE den interseccién vacia tiene una subcoleccién
numerable con interseccién vacia. En [Pol80] se demuestra que eloedpd@anacte tiene la
propiedad? si, y solo si, cuandé C E* y x* € KW, existe un conjunto numerabde A tal que
x* € comC" . En particular, los espacios de Banach con bola unidadwi+ahgélica tienen la
propiedad? de Corson. Para terminar esta seccion probamos que la desiguatd&dsekda para
la clase de los espacios de Banach con la propié¢dselCorson. El Ejemplo 2.4.10 sirve para ver
gue dicha igualdad no se da en general.

Teorema 3.3.18 (JACa]).Si E es un espacio de Banach con la propiedade Corson, entonces
para cada conjunto acotado K E tenemos quek(H) = k(H).
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En la Seccién 3.4 probamos que para cada conjunto acbtatia, se tiene que

véase el Corolario 3.4.3. La desigualda@ ) = y(H ) se tiene en [KPS00, Theorem 2.9]: para una
mejor compresion incluimos la prueba, véase el Teorema 3.4.2. Las otridagemse obtienen
de las herramientas desarrolladas en este trabajo.

La Seccion 3.5 esta dedicada a estudiar la relacion entre las medidas depacictad débil en
L1(u) dondeu es una medida finita. Apell y De Pascale probaron que la medida de no ddatpac
débil de De Blastw se puede calcular usando el médulo de integrabilidad uniforme de Rdsentha

Teorema 3.5.2 ([AP84]) Sea H un subconjunto acotado dg1). Entonces

W(H)Z;QBSUD{/E\h]du:hE H,E €Sy u(E) < 8.

Usando este resultado, Kryczka y Prus probaron en [KP01] ddi@siun subconjunto acotado
deli(u) entonces
y(H) =2w(H) = 2y(H),

donde
y(H) =sup{d(z L1(u)) : zes un punto de aglomeracion de una sucesion en(EQnv

Usando las herramientas desarrolladas en las secciones anterioresrase! siguiente resulta-
do:

Teorema 3.5.4Sea H un subconjunto acotado dg ). Entonces
y(H) =2w(H) =2ck(H) = 2k(H).

En la Seccién 3.6 probamos una version cuantitativa del teorema de Gaetnmacmedida de
Hausdorff de no compacidad en norma esta definida para conjuntosl@xhbitale espacios de
BanachE como

h(H) :=inf{e > 0:H C K+ eBg y K¢ C X es finitg.

Un teorema de Schauder dice que un operador lineal y conifinltb— F es compacto si, y sélo
si, su operador adjunfd* : F* — E* lo es. Una mejora cuantitativa de este resultado fue probada
por Goldenstein y Marcuf, [AT90, p. 367]) estableciendo las desigualdades

1
Sh(T(Be)) < h(T"(B+)) < 2h(T (Bg)). ©)
Para topologias débiles, Gantmacher demostro que el opdradatébilmente compacto si, y sélo
si, lo es su operador adjunfo’. Sin embargo la correspondiente version de (C) reemplazando h
por w no se puede demostrar en general ([AT90]). Por otro lado nosatobsuimos una version
cuantitativa del teorema de Gantmacher en términos de la medida de
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Teorema 3.6.6 (JACa]).Sea T: E — F un operador lineal y continuo entre dos espacios de
Banach. Entonces

y(T(Be)) < y(T"(Br-)) < 2y(T(Bg)).

De este ultimo teorema se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.6.8 ([AT90]). Las medidas de no compacidad débjl w no son equivalentes.
Para terminar este capitulo, en la Secciéon 3.7 damos otra aplicacion de laagélasarrolla-
das aqui:
Teorema 3.7.1 ([ACa]).Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente aco-
tado de GK). Entones

Y(H) < y(H) <2y (H).

Observemos que este resultado claramente implica que tal cobfiegaébilmente compacto si,
y solo si,H estp-compacto y acotado en norma (Grothendieck). Nuestra prueba nbteseeena
de la convergencia dominada de Lebesgue tal como se hace en la pasba @s puramente
topoldgica.

Capitulo 4. Distancia a espacios de funciones de la primerdase de Baire

En este capitulo estudiamos distancias a espacios de funciones de la plaserdecBaire.
Recordemos que una funcidn X — Z es de la primera clase de Bairefses el limite puntual de
una sucesion de funciones contind&s)n € C(X,Z). SIiE es un espacio de Banach tenemos que
los limites uniformes de funciones de la primera clase de Baire son de la prilmsgade Baire,
Proposicion 4.0.1, y por lo tantd, € B1(X,E) si, y s6lo si,d(f,B1(X,E)) = 0. Asi que, como
en el caso de espacios de funciones continuas, cuando nos restsrajioaso de funciones con
valores reales, un conjunto puntualmente acotddo B (X) es tp-relativamente compacto en

~ X
B1(X) si, y sélo si,d(H]R ,B1(X)) = 0. Empezamos el capitulo dando una respuesta a la siguiente
cuestion.

(A) ¢ para qué tipo de espacios topoldgicos X y espacios métricos Z podaltasc
d(f,B1(X,2))?

Para ello usamos el concepto de aplicaciones fragmentadasagmentadas. Recordemos
que unafunciorf : X — (Z,d) se dice que es-fragmentada para algi@t> 0 si para cada conjunto
no vacioF C X, existe un conjunto abiertd C X tal queU NF # 0y diam f(UNF)) <e¢. La
funcion f ese-o-fragmentada poronjuntos cerradosi existe un cubrimiento cerrado numerable
(Xn)n deX tal quef|x, ese-fragmentada para cadee N.

Definicién 4.1.2 ([GS06] y [ACN]).Sea X un espacio topoldgicZ,d) un espacio métrico y
f € ZX una funcion. Definimos:

frag(f) :=inf{e > 0: f ese-fragmentad¢,
o-frag:(f) :=inf{e > 0: f ese-o-fragmentado por conjuntos cerradgs
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donde por definicionnf® = +o.

Obviamenter-frage(f) <frag(f). SiX es un espacio hereditariamente de Baire probamos que
se tiene la igualdad-frag:(f) = frag(f), véase la Proposicion 4.1.3. Podemos wsdrag;( f)
para calcular distancias.

Teorema 4.1.6 (JACN]).Si X es un espacio perfectamente paracompacto, E un espacio dedBanac
y f € EX entonces

%o-fragc(f) <d(f,B1(X,E)) < o-frage(f).

En el caso E= R tenemos la igualdad

d(f,Bi(X)) = %o—fragc(f).

En particular, sX es un espacio métrico completo,

d(f,B1(X)) = %frag(f).

Esta ultima igualdad extiende [GS06, Proposition 6.4.], donde esta probladzasa espaciox
polacos.

Como en el Capitulo 2 podemos estudiar como de lejos esta un corjuntd; (X, E) de ser
Tp-relativamente numerablemente compacto utilizando el indice

ckg,(H) := supd(clustx(¢),B1(X,E)).
peHN

Usando este indice, en la Seccion 4.2 probamos la siguiente resultado tivardtitare la dife-
rencia cuantitativa entre compacidad y compacidad numerable relatiga @0 E), Tp).

Corolario 4.2.3 (JACN]). Sea X un espacio polaco, E un espacio de Banach y H un subconjunto
Tp-relativamente compacto de‘EEntonces

cke, (H) < d(AE ,B1(X,E)) < 2cke, (H).
En el caso particular E= R, tendremos

(A B1(X)) = cke, (H).

Q,

En particular, bajo las hipétesis del Corolario 4.2H3es 1p-relativamente numerablemente
compacto si, y sélo si, eg,-relativamente compacto (Rosenthal [Ros74]): asi el Corolario 4.2.3
mejora este resultado de Rosenthal. Obsérvese ahora que como hicinheasmae funciones
continuas, obtenemos como corolario quélsi B1(X, E) las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
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(i) ckg,(H) =0,
(i) H esun conjunto relativamente numerablemente compactBdX, E), 1),
(iif) H es un conjunto relativamente compactoBe(X,E), 1p).

El objetivo de la Seccién 4.3 es obtener una version cuantitativa defrtaate Srivatsa [Sri93]
que dice que ¥ es un espacio compactdy X — C(K) es una funcion continua para la topologia
Tp enC(K), entonced es una funcion de la primera clase de Baire para la ngriia enC(K).
Obsérvese quE : X — (C(K),Tp) es continua si, y solo si, para cakl& K, m,o F es continua
donde la funciorm : C(K) — R esté definida comb ~~ h(k). Por otro lado, por el Teorema 1.1.9
sabemos que las distancias a espacios de funciones continuas puedianseamediante oscila-
ciones. La cuestién ahora es saber como de lejodedtaser una aplicacion de la primera clase
de Baire si reemplazamag-continuidad por las oscilaciones acotadasgdeF para todk € K.
Teorema 4.3.2 y Corolario 4.3.3 ([ACN]).Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto y
F : X — RK una funcion. Entonces

d(F,B1(X,C(K))) < gsuposqF(x)) +2suposq i o F).
keK

xeX

Si E es un espacio de Banach y K — E** a una funcién, entonces

d(F,Bi(X,E)) < gsuposc(F(x)) +2 sup osdx oF),

xeX X*€Bgx

donde consideramos(k) como una funcién e(Bg-,w").

Este teorema se puede usar para probar una versién cuantitativareleldate Namioka sobre
continuidad separada y continuidad conjunta. Por otro lado, esta versadiitativa del teore-
ma de Namioka se puede probar también bajo condiciones mas generalesignulatenejores
constantes usando juegos topoldgicos. Esto es lo que hacemos en |la Setcisando espacios
o-B-desfavorables, véase la Definicion 4.4.4. Ejemplos de este tipo de espadis espacios de
Baire separables, espacios localmente compactos, espacios métricos@snoptie forma mas
general, espacios numerableme@igeh-completos.

Teorema 4.4.6 (JACN]).Sea f: X x K — R una aplicacion, donde X es un espacig3-desfa-
vorable y K es un espacio compacto. Entonces existe un conjyntieiiso D de X tal que para
cada(y,k) € D x K,

osd f, (y,k)) < 6suposd fy) + 8suposd fK).
xeX keK

Si X es ademas normal, podemos reemplazar la constante 8 por un 7, véassagi@€4.4.8.
En esta seccion también utilizamos espacios comp&itasl )-a-favorables. Ejemplos de este
tipo de espacios son los compactos de Valdivia.

Corolario 4.4.14 (J[ACN]). Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compaol )-a-fa-
vorable para algun subconjunto denso L deK, y sea f: X x K — R una aplicacion. Entonces
existe un subconjunto3denso D de X tal que para cadg k) € D x K se tiene que

osq f, (y,k)) < 7suposq fy) 4+ 6 suposq f¥).
xeX keK
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SiL =K x K, podemos reemplazar la constante 7 por un 2 y la constante 6 por undglvéas
Teorema 4.4.15.

Terminamos este capitulo con la Seccion 4.5 donde probamos la siguiente ceemiditativa
del teorema de Rudin, véase [Rud81].

Teorema 4.5.1.Sea(X,d) un espacio métrico, Y un espacio topolégico, E un espacio normado
f: X xY — E una funcién tal que

(i) osqfY) < o paratodoyeY.

(i) osqfy) < € paratodo x D con DC X denso.
Entonces existe una sucesion de funciopesXfx Y — E tales que

(i) osq fn) < € paratodo ne N.

(i) Paratodo(x,y) € X xY existe p € N tal que si n> ng entonceg| fr(x,y) — f(X,y)|| <  (es

decir, || fa(Xx,y) — f(X,y)|| < 0 eventualmente en n).

El Teorema 4.5.1 se puede usar para probar una version cuantitdtteardena de Srivatsa,
véase el Teorema 4.5.4. De hecho este fue el primer método que usambagaresto, pero de
tal forma, el resultado que se obtiene es peor que el obtenido en enf@dr3.1. Por ello hemos
preferido presentar la prueba finalmente incluida.

Capitulo 5. Multifunciones y distancias a otros espacios

En la Seccion 4.3 hemos probado una version cuantitativa del teoremivaliségpara apli-
caciones univaluadas, pero como comentamos al principio de esta imi@duel teorema de
Srivatsa es mas general: todas las multifunciones de un espacio mé&itan espacio de Ba-
nachE w-superiormente semicontinuas tienen un selector de la primera clase deB&i83. [

El primer objetivo de este capitulo es extender el Corolario 4.3.3 obtenitboS#ccion 4.3
en el campo de las multifunciones y por lo tanto obtener una version cuaatitialiveorema de
Srivatsa para multifunciones. Para ello, en la Seccion 5.1 introducimositannaed-7-semios-
cilacion para multifuncioneB : X — 2(Y).

Definicién 5.1.1 ([Ang]). Sean X €Y, 1) espacios topoldgicos, sea d una métrica en Y y sea
F : X — Z(Y) una multifuncion. Decimos que F tienerdsemioscilaciong-semioscilacion si se
sobrentiende quien es d) menor quen xe X si para cada subconjunto-abierto VC Y tal que

{zeY:d(z,F(x)) <&} CV,
existe un entorno U de x en X tal quéUF) C V. Denotamos entonces
d-os¢ (F,x) =inf{e > 0 : F tienet-semioscilacion en x menor qg¢.
La d-t-semioscilacion de F se define como

d-o0s¢ (F) = suposg (F, x).

xeX
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Denotamos simplementsg (F, x) = d-0s¢ (F,X) y os¢ (F ) = d-os¢ (F ) cuando se sobrentienda
quién es d.

Esta nocion tiene las siguientes propiedades cuando la topologia asodiasanads fuerte
quer:

() Si F es una multifunciém-superiormente semicontinua entonces su-gemioscilacion es
0.

(i) Si 1 es una topologia vectorial en un espacio normado(y)Fes 7-compacto para x X,
entonces F eg-superiormente semicontinua si, y sélo si, sa-demioscilaciéon vale 0,
véase la Proposicion 5.1.4.

(i) Si F esunivaluada, entonces F es continua si, y solo si, laskmioscilacion es 0.

(iv) SiF esunivaluaday es latopologia inducida por la métrica, entonces la-demioscilacion
coincide con la nocion usual de semioscilacast (F, x).

SiF una funcién univaluada @', 1) es el espacio bidual de un espacio de Banach con la topologia
w* 0 es un espacio de funciones continuas con la topolggia d-r-semioscilacion coincide con
el supremo de las “semioscilaciones puntuales”:

Proposicion 5.1.7 ([Ang]).Sea X un espacio topoldgico, E un espacio de Banathebbidual
de E y f: X — E** una funcion. Entonces, para cadaxX

0sG, (f,x) = sup osc(y o f,x).
y*€Bg+

Proposicion 5.1.8 ([Ang]).Sea X un espacio topoldgicoexX, Y un conjunto y f X — RY una
funcion. Entonces

osq (f,x) = suposc' (0 f,x) (0.1)
yeY

donde la aplicaciom, : RY — R esta definida por k-~ h(y).

Es bien conocido que X cumple el primer axioma de numerabilidad, entonces una multifun-
cionF : X — Z(Y) es superiormente semicontinua cuando para cada su¢gsjpaue converge
aalgunx € X siz, € F(x,), n€ N, se tiene que

{zo:ne N}NF(x) #0.

La siguiente proposicién da una caracterizacion similar parsskamioscilacion.

Proposicion 5.1.9 ([Ang]).Sea X un espacio que cumple el primera axioma de numerabilidad,
x € X, (Y, T) un espacio topoldgico, d una métricaenY yX — 22(Y) una multifuncién. Dado
a > 0 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) para cada sucesiofx,), convergente ax X, z, € F(x,)yd >a
{zo:neEN} N{zeY:d(zF(x) <a} #0,

(i) osg(F,x) <a.
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Usando la nocién déd-t-semioscilacion, en la Seccion 5.2 obtenemos la siguiente version
cuantitativa del teorema de Srivatsa. Por{B&ldenotamos el conjunto de selectored-de

Teorema 5.2.2 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach*ysH espacio
bidual. Si F: X — Z2(E**) es una multifuncion entonces

d(SelF),B1(X,E)) < gsup{osa: ze F(X)}+2o0sq.(F)

donde se esta considerande £ (X) C E** como una funcion e(Bg-,w").

En el siguiente teorema,= o(E, B) dondeB C Bg- es una frontera (es decir, para cadak
existeb € B tal quex(b) = ||x||) tal que los conjuntowr (X, B)-relativamente numerablemente
compactos somv-relativamente compactos. Esto ocurre cuaBdes el conjunto de los puntos
extremos de la bola dual (véase [BT80]), para cualquier froBecaandoE = C(K) para al-
gun conjunto compactl (véase [CG98]) o para cualquier frontera cuafBe.,w*) es angélico
(véase [CV9I5]).

Teorema 5.2.4 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach-yo(E,B) donde
B C B+ es una frontera tal que los conjuntos acotadns(, B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. SKF— Z(E) es una multifuncion entonces

d(SelF),By(X,E)) < 20s¢ (F).

El Teorema 5.2.2 nos dice queksi X — Z?(E) es una aplicacion de un espacio métrico en
un espacio de Banach tal que R8€) = 0 u os¢,. (F) = 0 entonces

d(SelF),B1(X,E)) =0;

sin embargo no sabemosksitiene un selector de la primera clase de Baire. Por otro lade, si
esw-superiormente semicontinua, entonéetiene un selector de la primera clase de Baire. En
el Teorema 5.2.6 probamos queFsis6lo cumple que 0ggF) = 0 pero afiadimos que tome
valores cerrados, entoncédiene un selector de la primera clase de Baire.

Teorema 5.2.6 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banachi*ysk espacio
bidual. Sea F X — Z(E) ¢ £ (E**) una multifuncién corosg,.(F) = 0. Si F(x) es cerrado
para todo xe X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

El Teorema 5.2.6 sigue siendo valido cuando consideramos topolpgias(E,B) donde
B C Bg- es una frontera tal que los conjunt@éX, B)-relativamente numerablemente compactos
sonw-relativamente compactos.

Corolario 5.2.8 ([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Barracho (E, B) donde

B C Be- es una frontera tal que los conjuntos acotadns(, B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. Sed F 22(E) una multifuncion cowsc (F) = 0.

Si F(x) es cerrado para todo % X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

Esta memoria concluye con la Seccion 5.3 que esta dedicada al estudiadie®gp funcio-
nes medibled/(u, E) dondeE es un espacio de Banach@, Z, i) es un espacio de probabilidad.
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El primer objetivo en esta seccion es obtener una formula para medir distanespacios de
funciones medibles. Para ello introducimos la siguiente definicion.

Definicion 5.3.2.Dada f € E® definimos
meagf) :=inf{e > 0: paratodo Ac " existe Be =, tal quediamf (B) < ¢},

donde por definiciomnf = +oo.
Es conocido qué € M(u,E) si, y solo si, mead) = 0. Probamos que de hecho la distancia
aM(u,E) puede calcularse con méas.

Teorema 5.3.3Sea fe E®. Entonces:
%mea$f) <d(f,M(u,E)) < measf).

Ademas, si E= R, entonces 1
d(f,M(y,E)) = émea$f).

El resto de la seccidn esta dedicada al estudio de una version cuanti@ati@goropiedad de
Bourgain. La propiedad de Bourgain ha sido usada como una herramietate en el estudio
de la integracion de funciones con valores en un espacio de Banade #S85], [GGMS87],
[CMV97] y [CRO5]: por ejemplo, sif : Q — E es una funcién acotada, la propiedad de Bourgain
del conjunto

{Xof:x €Bg}CR®

caracteriza la integrabilidad de Birkhoff de
Definicion 5.3.6.Sea HC R®, se define

#(H) =1inf{e > 0: paratodo Ac=" existen B,...,B, €
I in diamf(B;) <
tales queﬁequlrSnllgndlam (Bi) < €},

donde consideramos qiief @ = +oo.

H tiene la propiedad de Bourgain cuangH) = 0. La propiedad de Bourgain tiene pro-
piedades interesantes que vamos a cuantificar en esta seccion. Bpuopdimue siZ(H) =0
y f € H™ entonces existe una sucesi@), enH convergente & en p-casi todo punto (véase
[RS85]). Obtenemos una versiéon cuantitativa de dicho resultado:

_EQ
Proposicion 5.3.8Sea HC E® yge HE . Entonces existe una sucesi®m), en H tal que

limsup|hn(x) —g(x)|| < 2- B(H)
N—oo
para p-casi todo punto x Q.
Si H es una familia uniformemente acotada entonggacon{H)) = 0 cuandoZ(H) = 0.
Por otro lado, esto no es cierto en general para familias no acotadasrdiénvque obtenemos
aqui, y que cierra la seccion y la tesis, es
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Proposicion 5.3.14Sea HC R®? puntualmente acotado. $#(acon(H)) < -+, entonces

HB(H) = A(acon(H)).

Articulos

Terminamos la introduccion con los resimenes de los articulos que henitts@stmaterial
incluido en esta tesis.

Titulo: The quantitative difference between countable compactness and corggactn
Autores: C. Angosto y B. Cascales.
Enviado.

Abstract: Establecemos aqui algunas desigualdades entre distancias de conjuntos
puntualmente acotadds de R* al espacio de funciones real€$X) que nos per-
miten examinar la diferencia cuantitativa entre la compacidad numerable (Pyntua
la compacidad dél relativa aC(X). Probamos, entre otras cosas, qu¥ sis un es-
pacio numerablementé-determinado, Ipeordistancia de la clausura puntudlde

H aC(X) es como mucho 5 veces feeor distancia del conjunto de puntos de aglo-
meracion de sucesiones Bina C(X): aqui con distancia nos referimos a la métrica
de la convergencia uniforme é. Estudiamos el comportamiento cuantitativo de
sucesiones eH aproximando puntos &d. Como caso particular obtenemos los re-
sultados conocidos sobre angelicidad de estos espagi¥s obtenidos por Orihue-
la. Efectivamente probamos nuestros resultados para es@dias) (y por lo tanto
para funciones con valores en un Banach) y damos ejemplos que mursiraio
nuestras estimaciones son optimas.

Titulo: Measures of weak noncompactness in Banach spaces.
Autores: C. Angosto y B. Cascales.
Aparecera en Topology Appl.

Abstract: Las medidas de no compacidad débil son formulasayaentificandife-
rentes caracterizaciones de la compacidad débil en espacios de Basaobs aqui
la medida de De Blasb y la medida del limite doblg inspirada por la caracteriza-
cion de Grothendieck de la compacidad débil. Ademas, para conjuntos@sidtde

un espacio de Banadh consideramos lpeor distancia KH) de la débit-clausura
en el biduaH deH aE y la peordistancia ckH) de los conjuntos de los puntos de
débil-aglomeracion en el bidual de sucesioneslexE. Probamos las desigualdades

ck(H) £ k(H) < y(H) © 2ck(H) < 2k(H) < 26o(H)
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que dicen que ck, k y son equivalentes. &i tiene la propiedad de Corson entonces

() es siempre una igualdad pero en general la constante 2 en (lIgesani&: presen-
tamos un ejemplo para el cuglHk) = 2ck(H). Obtenemos contrapartes cuantitativas

a los teoremas de Eberlein-Smulyan y Gantmacher uspndomo es conocido que

el teorema de Gantmacher no puede ser cuantificado usangmemos otra prue-

ba de que/y w no son equivalentes. Ademas ofrecemos una versidn cuantitativa de
la caracterizacion clasica de Grothendieck de la compacidad débil ericespe)
usandoy.

Titulo: Distances to spaces of Baire one functions.
Autores: C. Angosto, B. Cascales e I. Namioka.
Enviado.

Abstract: Dado un espacio métricdy un espacio de BanacE, || - ||) usamos un in-
dice deo-fragmentabilidad para aplicacionés E* para estimar la distancia deal
espacid; (X, E) de funciones de la primera clase de BaireXde(E, || - ||). CuandoX
es polaco usamos nuestras estimaciones de esas distancias para dasiGnauan-
titativa del bien conocido resultado de Roshental que dice qu& @O R) los con-
juntos puntualmente relativamente compactos son relativamente compactogside
obtenemos una version cuantitativa del resultado de Srivatsa que afiem@iando
X es métrico, cualquier funcién débil continfiee EX pertenece &, (X, E): nuestro
resultado aqui dice que para una funcion arbitrardaE* tenemos que

d(f,B1(X,E)) <2 sup osqx o f),

X*€Bgx

donde ostx* o f) es el supremo de las oscilacionesxie f para todos los puntos
x € X. Como consecuencia de lo anterior probamos que para funciones eari@ns
blesf : X x K — R, conX métrico completo YK compacto, existe un conjunt®s
densoD C X tal que la oscilacion dé en cada(x,k) € D x K esta acotada por la
oscilacion de las funciongsarciales f y fX. Un resultado representativo en esta di-
reccién, que probamos usando juegos topolégicos, es el siguieKtessin espacio
o-[-desfavorable K es un espacio compacto, existe un conjudsodensoD de X
tal que, para cadg, k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 6suposq fy) 4+ 8suposq f¥).
xeX keK

Cuando el lado derecho de la desigualdad anterior es cero estamdganitiabeon
funciones separadamente continfia¥ x K — R y obtenemos como caso particular
algunos resultados bien conocidos obtenidos por el tercer autor a mediados
setenta.

Titulo: Distances from selectors to spaces of Baire one functions.
Autor: C. Angosto.
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Aparecera en Topology Appl.

Abstract: Dado un espacio métricd y un espacio de Banadlk, | - ||) estudiamos
distancias del conjunto de selectores(Béglde una multifunciorF : X — Z(E) al
espacid; (X, E) de funciones de la primera clase de BaireXdeE. Para ello introdu-
cimos lad-t-semioscilacion de una multifuncién con valores en un espacio topoldgico
(Y, 1) dotado ademas de una métriteSiendo mas precisos obtenemos que

d(SelF),B1(X,E)) <20s¢,(F)

donde osf;(F) es la]| - ||-w-semioscilacion d&. En particular cuandé toma valo-

res cerrados y 0§€F ) = 0 obtenemos que entondeégiene un selector de la primera
clase de Baire: observamos qud-sés débilmente superiormente semicontinua en-
tonces osf(F) = 0y por lo tanto nuestro resultado mejora un Teorema de seleccion
de Srivatsa cuande toma valores cerrados. Ademas obtenemos resultados similares
cuandoar es la topologia de convergencia sobre algunas fronBeoases la topologia

w* del bidual de un espacio de Banach.
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Notacion y terminologia

La terminologia empleada a lo largo de este trabajo es estandar, en otrcsiZzasgpticada
agui o cuando sea necesaria. Todos los espacios topolégicos queskkeren seran Hausdorff.
Los simbolosN, R denotan el conjunto de los nimeros naturales (enteros positivos) gjehtm
de los numeros reales respectivamente. Dado un conjyrebsimboloZ?(X) denota el conjunto
de todos los subconjuntos de

Por las letraX,Y, ... denotamos conjuntos o espacios topoldgicos. Denotamo&Zpd)y a
un espacio métrico (@ si d esta asumida). Escribimog® para denotar el conjunto de todas
las funciones definidas ef con valores eiy. En particularX™ es el conjunto de sucesiones en
X. Denotamos poX ™ al conjunto de las sucesiones finitasX¥nEl dominio de una funcion
arbitrariaf se representa como d@f. El espacior* esta dotado de la topologia produatp
En el espaci@* consideramos lenétrica estandar del suprengue también denotamos poty
que permitimos que tome el valeo, es decir,

d(f,g)=supd(f(x),g(x)) para f,geZ*.
xeX
Denotamos pofE, || -||) a un espacio de normadg cuandd| - | esta asumida). EB* denotamos
la norma del supremoomo

If]le=supllf(x)|| para feEX
xeX

que también permitiremos que tome el vaior.

La bola unidad (cerrada) de un espacio normgdee denota poBg. Si x es un elemento
de un espacio métric@,d) y € > 0 denotamos pdBz(x, €) (0 simplementd(x, €) cuando esté
claro en qué espacio métrico estamos) a la bola cerradaldecentrak y radio€. Si A, B son dos
subconjuntos del espacio métriéy x € Z denotamos

d(x,B) = infd(x,b),

d(A;B) = ;Qid(a, B)

d(A,B) = supd(a, B).

acA

El didmetro deA se denota como
diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.

Si A es un subconjunto de un espacio topolégi¥or), denotamos por i el interior de
Ay por A la clausura d&\ en X. En ocasiones, para evitar confusiones especificamos el espacio
Lo X . —T . ..
topolégico sobre el que se toma clausura A0ro la topologia coA . Si ¢ es una sucesién del
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espacio topologicX denotamos por clugt¢ ) al conjunto de los puntos de aglomeraciorpden

X. Se dice qué\ C X es un conjuntgZ, si se puede poner como una unién numerable de cerrados
de X. Se dice qué es un conjunt&s si A es una interseccién numerable de conjuntos abiertos
deX.

Todos los espacios vectorialgsconsiderados en esta memoria son reales. Dados dos con-
juntosABCV yr cR, escribimosA+B={a+b: acA beB}yrA={ra: acA}. Para
cadaS C V, utilizamos los simbolos sp&9), con\S) y acq’S) para denotar, respectivamente, el
subespacio vectorial dé generado po§, la envoltura convexa dey la envoltura absolutamente
convexa des, es decir,

convS) = {_i)\ix; : X €S A €]0,1], _i)\i = 1}

acqS) = {ii)\ixi X €S A €R, i—iMi' < 1}.

Si E es un espacio normado, denotamos su dual algebraico (el conjunto ajditasiones
lineales deE enR) comoE’ y su dual topoldgico (el subconjunto del dual algebraico de aplica-
ciones lineales y continuas) pgf. Denotamos pow la topologia débil de un espacio normdelo
y porw* la topologia débil estrella de un espacio dial SiB C E* denotamos poo (E,B) a la
topologia de la convergencia puntualn

Seal” un conjunto no vacio. Escribimos

lo(T)={f €R": ||f] = surp|f(y)| < oo},
ye
Co(lM) ={f €lw(l"): elconjunto{y el :|f(y)| > €} es finito para cada > 0}.

Cuandd™ = N se denota simplementg (N) = /s y Co(N) = Cp.

Dado un espacio de medida finit@, %, ), el espacio vectorial de todas las funciones reales
medibles yu-integrables definidas e se denota potZ;(u). EscribimosL, () para represen-
tar el espacio de Banach formado por todas las clases de equivalebignidas identificando
funciones que coincidep-a.e.) de elementos d&;(u), con la normd| f||y = [o|f| du.

El conjunto de las funciones continuas del espacio topoldgien el espacio topoldgico se
denota poC(X,Y). Como es normalC(X) es el correspondiente espacio de funciones continuas
con valores reales. Recordemos que una aplicatid— Y es de la primera clase de Baire si es
el limite puntual de una sucesiéfy), deC(X,Y). El conjunto de aplicaciones de la primera clase
de Baire deX enY se denota poB;(X,Y) o porB;(X) cuandoY = R.
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dos mas adelante. En las dos primeras secciones, proporcionamosmula fdara medir

distancias a espacios de funciones continuas. El resto del capituloneowtigos resul-
tados que seran Utiles mas adelante: separacion de conjuntos copvaasio de reflexividad
local, lema de Ptak y algunas propiedades sobre buenas particioreisndrscalgunas demostra-
ciones para hacer este trabajo autocontenido: algunos resultadosrsicngé laboriosos y las
referencias dificiles de encontrar.

E STEcapitulo auxiliar estd dedicado a mostrar algunos resultados preliminaresrqueisa-

1.1 Oscilaciéon y distancia a espacios de funciones continuas en espa-
cios normales

En esta seccién estudiamos cémo medir la distancia de una fuhei@® al espacio de fun-
ciones continua€(X) conX un espacio normal, véase Teorema 1.1.9. Notese que este resultado
aparece en [BLOO, Proposition 1.18] con demostracién para espacmsopnpactos cuandoes
acotada . En la pagina 23 de [BL0O] se comenta la validez del Teorema ara.8gpacios norma-
les. Esta seccion esta dedicada a proporcionar de forma autoconteaidamostracion de este
hecho comprobando ademas que la hipétesis dd gea acotada no es necesaria. Recordemos la
definicién de espacio normal.

Definicion 1.1.1. Un espacio topoldgico X se dice que es regular si para todo conjuntaderr
A C X y para todo xc X existen dos conjuntos abiertos disjuntod/Uz X con ACcU y xe V.
Se dice que X es normal si para cada par de conjuntos cerrados yithsjiB C X , existen dos
conjuntos abiertos y disjuntos M C X con ACU,BC V.

Los espacios normales estan caracterizados por el siguiente Teorema.
Teorema 1.1.2Lema de Urysohn, véase [Eng77, Theorem 1.5.13&a X un espacio topolégico.

X es un espacio normal si, y sélo si, para cada par de subconjuntosdey®Bcerrados y disjuntos
existe una funcion continua: X — [0,1] tal que fla=0y f|g = 1.
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Definicion 1.1.3. Sea X un espacio topoldgico y seaX — R una funcién. Diremos que f es
superiormente semicontinua si para cadaR tenemos que la antimagen fte+~) mediante f
es un cerrado de X.

Obsérvese que una funcion es superiormente semicontinua si, y solsuigehfo

S(f):={(xt): f(x) >t}

es cerrado eX x R, véase la figura 1.1

Figura 1.1: Funcién superiormente semicontinua: subgrafo

Definicion 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico y seaX — R una funcion. Diremos que f es
inferiormente semicontinua sif es superiormente semicontinua, es decir, si para cad®tse
cumple que la antiimagen de-,t] es un cerrado de X.

Equivalentementsf, es inferiormente semicontinua si el epigrafo

U(f) i={(xt): f(x) <t}

es cerrado eX x R, véase la figura 1.2.
Si f y g son dos funciones superiormente semicontinuas (resp. inferiormenteosgmias),

entonces su sumi+ g es una funciéon superiormente semicontinua (resp. inferiormente semi-
continua). Mas en general, 6f,)n €s una sucesion de funciones superiormente semicontinuas

(resp. inferiormente semicontinuas) de forma que la sekey,_; f, converge uniformemente
en X, entoncesf es superiormente semicontinua (resp. inferiormente semicontinua). Adgmas,
{fi 11 €1} es una familia de funciones superiormente semicontinuas (resp. inferiersemi-
continuas) se tiene que la funcidx) := inf{ fj(x) : i € |} es superiormente semicontinua (resp.
la funcién f(x) := sup{fi(x) : i € |} es inferiormente semicontinua). Ses finito se tiene tam-
bién queg(x) := sup{ fi(x) : i € |} es superiormente semicontinua (regfx) := inf{fi(x) :i e 1}
inferiormente semicontinua).



1.1 Oscilacion y distancia a espacios de funciones continuas en espaciosnal @

Figura 1.2: Funcién inferiormente semicontinua: epigrafo

Ejemplo 1.1.5. Sea X un espacio topolégico y F un subconjunto cerrado de X, entontes la
cion caracteristicayr que toma el valor 1 en F y 0 en el resto es una funcién superiormente
semicontinua ya que la antimagen mediate de [t,) o es el conjunto vacio, o es F o to-
do el espacio X. Analogamente, si U es un conjunto abierto de X, estgpces una funcion
inferiormente semicontinua.

El siguiente teorema se va a usar en la demostracion el Teorema 1.1.9 gleeladérmula
que permite calcular la distancia de una funciéa R* a C(X). En la prueba vamos a usar la
siguiente notacion: dadas dos funciorfeg : A — R con A un conjunto cualquiera, denotamos
por f vga la funcién

fvg(a) =max{f(a),g(a)} paraac A,

y denotamos pof A g a la funcion
f Ag(a) =min{f(a),g(a)} paraac A.

Teorema 1.1.§[Jam74, Theorem 12.16]B5ea X un espacio topolégico normal y searcff, dos
funciones reales definidas en X tales qued superiormente semicontinuayek inferiormente
semicontinua. Entonces existe una funcion contingsC{ X) tal que

f1(x) < f(x) < f2(X)
para todo xe X.

Demostracion.Si ¢ : R — (0,1) es un homeomorfismo estrictamente creciente, entapods

es superiormente semicontinga, f, es inferiormente semicontinuagpe f1 < @o fo. Si f es una
funcion continua tal quepo f; < f < @o fp, entoncesp 1 f es continua yf; < @~1f < f,. Asi

que podemos suponer qiigy f, toman valores ef0,1).

Vamos a demostrar la siguiente afirmacion
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AFIRMACION.- Para cada > 0 existe una funcion continua d¢al que
fi—e<g<fate.

Tomemom € N tal que% < ¢, paracadke {1,2,...,n} sea

A = {xeX: lﬁ( < f1(x)},
B« = {xeX:fax) < %}-

Entonces, debido a quig < f, tenemos quéy y By son conjuntos disjuntos y confa es supe-
riormente semicontinua ¥» es inferiormente semicontinua, tenemos que ademas son conjuntos
cerrados. Por el Lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, existe una furaidinwagy : X — [0,1] tal
quegk|a, = 1y gk, = 0. Definamos entonces

1
gszﬁ(gl+---+gn)-

Tenemos entonces qge es una funcion continua. Fijadoes X, existek € {0,1,2,...,n— 1} tal

que
k ki1
S h < i

Sik > 1tenemos que € A para todd < ky por lo tanto,g;(x) = 1 para toda < k por lo que

1 k

Esta claro que estas desigualdades también se dan clianBoDe forma similar tenemos que
existel € {1,2,...,n} tal que
|—71 < fz(X) < l
n n
Sil < n, tenemos entonces que para | +1,x € Bj y entoncegj(x) = 0. Asi que

I 1
<-<f —.
Ge(X) < - < fa()+ -
De nuevo, claramente esto también es cierto para. Con esto la AFIRMACION queda probada.
Por la AFIRMACION, existe una funcion contintm tal que
2 2
fi—=—<h < fr+-.
1mz=Mm= 2+ 3

Supongamos que hemos construido funciones contimubs, . .., h, tales que

2\ K 2\ K 2\ K
—(Z2) <h < = — w<|=
f1 <3) _hk_f2+<3> y |k — b _(3>
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para todd € {1,2,...,n}. Comof; < hy+ (3)", hy < f+ (4)"y f1 < f, tenemos que
n

2
favh, < (faoAhp)+ (3) ,
es decir L /oD L /oD
| = < i e
(f1Vhp) 5 (3> < (faAhp)+ 5 <3>
Comofy Vv h, es superiormente semicontinudgy\ h, es inferiormente semicontinua, por la AFIR-
MACION tenemos que existe una funcion contira; tal que

2 n+1 2 n+1
(fl\/hn)* <3) §hn+1§(f2/\hn)+<3>

y por lo tanto

2 n+1 2 n+1 2 n+1
f1—<3> <hn+1<f2+<3> Y [P —hofle < <3> .

Tenemos entonces qub,), €s una sucesion de Cauchy @iX),] - |l») por lo que converge a
una funcion continud que claramente cumple qde< f < fo. O

U(fo) ={(xy):y> fa(x)}

/'

fo

f

e S(f1) = {(xy) 1y < 1))

Figura 1.3: Existencia de funcién continua dada en el Teorema 1.1.6

De hecho, el Teorema 1.1.6 nos proporciona una caracterizacion dsgasios normales,
como vemos en el siguiente corolario.
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Corolario 1.1.7. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:

() X esnormal,

(i) para cada par de funciones realeg € f, definidas en X tales que &s superiormente
semicontinua yJfes inferiormente semicontinua, existe una funcion contingaCtX) tal
que f(x) < f(x) < fa(x) para todo xe X.

Demostracion.La implicacion (iy=-(ii) nos la da el Teorema 1.1.6. Para ver la implicacior£ii)
vamos a usar el Lema de Urysohn. Séay B dos conjuntos cerrados y disjuntos. Tenemos que
entonced C X\Ay por lo tanto

XB < Xx\A-

ComoB es un conjunto cerrado X\A es abierto, tenemos tal como vimos en el Ejemplo 1.1.5
que xg es superiormente semicontinugy,  inferiormente semicontinua. Asi que por hipétesis,
existef € C(X) tal que

X < f < Xx\a

y por lo tanto,f|[g =1y f|a = 0. Por el Lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, concluimosxjes
normal. O

Definicion 1.1.8. Sea X un espacio topolégico ¥,d) un espacio métrico. Para ¢ Z¥ y x € X
se define la oscilacion de f en X como

osq f,x) = inf supd(f(y),f(2)

U e y,zeU

y la semioscilaciéon de f en X como

0C (1,%) = nf supd((). (<)

dondeZ4 es el conjunto de entornos de x en X. Se define la oscilacion de f (erekjgssilacion
de f (en X) como

osq f)=suposqf,x) y osc(f)=suposc(f,x).

XeX xeX

Cuando tengamos ¢ Z* e Y C X denotaremos la oscilacion y semioscilacién de f en'Y por

osdq f,Y)=suposqf,x) y osc(f,Y)=suposc(f,x).

xeY xeY

Claramente tenemos las siguientes desigualdades

osc(f,x) < osqf,x) < 2osc(f,x),
osc(f) < osqf) < 2osc(f).

El siguiente teorema muestra la relacién entre la oscilacion de una funcioéristdadia de
esta al espacio de funciones continuas. Como se ha comentado antess@tielo aparece en
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[BLOO, Proposition 1.18] bajo condiciones mas restrictivdes paracompacto ¥ es acotada.
Recordemos que la distancia que consideramos entre dos funcionesstariaia uniforme, es
decir, sif,g € RX, entonces

d(f,g) = supd(f(x),9(x)).

XeX

Teorema 1.1.9.Sea X un espacio normal y sea fR*. Entonces
1
d(f,C(X)) = éosc(f).

Demostracion.Probemos primero quey f,C(X)) > Josq f). Sid(f,C(X)) es infinita, tenemos
que se da la desigualdad. Supongamos entoncesd gué(f,C(X)) es finita. Fijemos >0y

x € X. Existeg € C(X) tal qued(f,g) < d+ ¢/3. Comog es continua, existe un entorno abierto
U dextal que dianjg(U)) < €/3. Entonces, g,zc U,

d(f(y), f(2)) <d(f(y),a(y)) +d(g(y),9(2) +d(9(2), f(2)) <2d + ¢

asi que osd,x) < 2d + . Como podemos hacer esto para t@do 0 podemos concluir que
osq f,x) < 2d.

Probemos ahora qui f,C(X)) < %osc(f). Si os¢ f) = 4o claramente se da la desigualdad
asi que supongamos qude= %osc(f) es finito. Parax € X denotemos pofZ al conjunto de
entornos de € X y denotemos

Yy ={U € % : diam(f(U)) < osq )+ 1}.

Claramente’s es una base de entornosxdgpara cadd) € 7, f|y esté superior e inferiormente
acotada. Entonces

> pu— 1 i = 1 i
20 > osqf,x) Ulgg;xdlam(f(U)) U|21‘de|am(f(U))
= inf sup(f(y)—f(z
nf sup(f(y) -~ 1(2)

> inf  sup (f(y)—f(z
> ot sup (1)~ (2)

inf supf(y) — supinf f(2).
am §€uup v) Suplnf (2)

Por lo tanto, si definimos
f1(x) = inf supf(z) — o
U€e%% zeU

f2(x) :UseugzlgfJ f(z)+ 0

tenemos qud; < f,. Ademas,f; es superiormente semicontinudyes inferiormente semiconti-
nua. Por lo tanto, por el Teorema 1.1.6, existe una funcion conticiefinida enX tal que

f1(x) <h(x) < fa(x)
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para todax € X. Claramente
fo(x) =0 < f(xX) < f1(X) + 0

asi que
h(x) — 0 < fa(x) — 0 < f(x) < f1(x)+ 0 < h(x)+ 9,

por lo qued(f,h) < & lo que prueba la desigualdad y con ello terminamos la prueba. [

To X =10,1]

Figura 1.4: Distancia a espacio de funciones continuas

Observacion 1.1.10.Si seguimos la segunda parte de la prueba anterior podemos obsprear
realmente obtenemos que dada RX, existe gc C(X) tal que

d(f,g) =d(f,C(X)).

En otras palabras, si consideramos el espacio de funciones contausadas (X) dentro de
U (X), el subespacio gX) es proximinal para el espacio de Bana@,, || - ||« )-

Observacion 1.1.11.0bservemos que siguiendo la primera parte de la prueba anterior, & X e
un espacio topoldgico arbitrariqZ, d) un espacio métrico y £ ZX, entonces

d(f,C(X,2)) > %osc(f).

La validez del Teorema 1.1.9 de hecho caracteriza a los espacios hormales

Corolario 1.1.12. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes
(i) X es normal,
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(ii) paratoda funcion fe RX, existe g C(X) tal que d f,g) = %osc(f),
(iii) para toda funcion fe RX se tiene que ¢f,C(X)) = 3osd f),
(iv) para toda funcion no continua ¢ R* se tiene que f,C(X)) < osq f).

Demostracion.Tal como hemos comentado después del Teorema 1.1.9, la implicacis(ii)(i)
se obtiene de la prueba de este. Las implicaciones-(jii)) =(iv) son inmediatas. Para probar
(iv)=-(i), tomemos dos conjuntos cerrados disjuroB C X y consideremos la funcion

1 SixeA,
f=xa—Xg= 0 six¢ AUB,
-1 six € B.

Six ¢ AUB, comoX\(AUB) es abierto, se tiene que d$cx) = 0. Six € A C X\B, tenemos que
osq f,x) < diam(f(X\B)) < 1.

Analogamente se tiene quexsk B, entonces ogd,x) < 1. Por lo tanto, ogg) < 1 asi que por
hipotesis, existd € C(X) tal que|f(x) —g(x)| < 1 para todax € X. Por otro lado, sk € A, se
tiene que

9(x) > f(x)—[g(x) — f(x)| >1-1=0,

y analogamente, si€ B, entonceg(x) < 0. Por lo tanto,
U={xeR:f(x)>0} DA,

V={xeR:f(x)<0} DB,

y comoU y V son abiertos disjuntos, tenemos gues un espacio normal. O

1.2 Oscilaciéon y distancia a espacios de funciones continuas en espa-
cios paracompactos

Hemos visto en la seccion anterior que la oscilacion de una furfcidd — R sirve para
medir la distancia de esta al espa€ipX). En esta seccion estudiamos que relacion hay entre
dicha distancia y la oscilacién cuando suponemosfoesta definida en un espacio paracompacto
X, Definicion 1.2.5, y en vez de tomar valoresRrioma valores en un espacio normado arbitrario.
El resultado demostrado es:

Teorema 1.2.19 ([CMRO06, Lemma 2.7]).Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subcon-
junto convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplichci¥n— Z tenemos que

Josd(f) <d(1,C(X,2)) < osd )
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Para ello vamos a necesitar las caracterizaciones de paracompacektidasfren el Teore-
ma 1.2.11 y Teorema 1.2.18, que desarrollaremos completamente para unaomgjasion de
la seccién. Las demostraciones que aparecen aqui de dichos teoeemasden encontrar por
ejemplo en [Eng77].

Definicion 1.2.1. Se dice que una familifAs : s€ S} de conjuntos de un espacio topoldgico X es
localmente finita si para todo& X existe un entorno U de x para el que sélo existe una cantidad
finita de indices s tales que@As # 0. Se dice que la familia es discreta cuando para to@doX
existe un entorno U de x que corta a lo sumo con un elemento de la familia.

Lema 1.2.2. Sea{As: s€ S} una familia localmente finita en X. Entonces:
(i) {As:se S} eslocalmente finita.
(i) A=|JAsescerradoen X,y a$iJAs=| JAs.
S S S

Ademas, si suponemos o : s € S} es discreta, entonces también lo s : s€ S}.

Demostracion. Dadox € X, existe un entorno abiertd de x tal queAsNU = 0 salvo para una
cantidad finita de indicese S. Por otro lado, debido a que si la interseccién de un abierto con un
conjunto es vacia también lo es la interseccion del abierto con la clausuranjighto tenemos
queAsNU = 0 salvo para una cantidad finita deon lo que queda probado (i). Por este mismo
razonamiento tenemos que{dis : s€ S} es discreta, entonces también lo sphg: s€ S}.

Veamos ahora (ii). Seac X\A. Por (i) existe un entornd de x que corta a lo sumo a una
cantidad finita dé\s que denotamos pd¥,, As,, . . . As,. Tenemos entonces que

UN(X\As)

i=1
es un entorno de que no corta coi. Por lo tantoA es cerrado. O

Recordemos que una familia de subconjurtds: s € S} de un espacio topologicd es un
cubrimiento deX cuandoUscsAs = X. Diremos que el cubrimiento es abierto (resp. cerrado) si
cadaAs es abierto (resp. cerrado) para tade S

Lema 1.2.3. Sea{Es: s € S} una familia de conjuntos de un espacio X y §@:t e T} un
cubrimiento cerrado localmente finito de X. Supongamos que cad®riBa a lo sumo a una
cantidad finita de E En tal caso existe una familia abier{&s : s € S} localmente finita tal que
cada E esta contenido end para s€ S.

Demostracion.Para cada definamosUs = X\ U{B: : Bt N Es = 0}. ClaramenteEs C Us para
todos e S Como{B:}: es una familia localmente finita de conjuntos cerrados tenemos por el
Lema 1.2.2 que cadds es abierto. Dad& € X, existe un entornd dex contenido en una union

n

finita U By,. Por otro lado, como cada vez qBg\Us # 0 se tiene que; NEs # 0, y cadaBy, corta
i=1

a lo sumo con una cantidad finita Bg tenemos entonces qu#_; By, (y por lo tantoJ) corta con

una cantidad finita d&s y de aqui obtenemos qy&s}s es localmente finita. Ol
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Definicion 1.2.4. Sean{As:sc S} y {B; : t € T} dos cubrimientos de un espacio X. Se dice que
{As}s es un refinamiento dgB; }; si para cada s S existe un € T tal que A C B;.

Definicion 1.2.5. Se dice que un espacio topolégico X es paracompacto sitodo cubrimigete a
to de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Evidentemente los espacios compactos son paracompactos. Otro ejemplodip&gadios
paracompactos son los espacios métricos, ya que el teorema de Stoneenggedtodo cubri-
miento abierto de un espacio métrico tiene un subcubrimiento localmente fimittiscreto (véa-
se [Eng77, Theorem 4.4.1]). Por ultimo destaquemos también que los esbiaciel6f (es decir
aquellos tales que todo cubrimiento abierto admite un subcubrimiento numeabtajién pa-
racompactos (véase [Eng77, Theorem 3.8.11]). Los espacio®pgractos son casos particulares
de espacios normales.

Teorema 1.2.6.Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracién.Veamos primero que ¥ es paracompacto, entoncé®s regular. Sea un con-
junto cerrado d&X y seax ¢ A. ComoX es Hausdorff, cada € A tiene un entorno abiertd, tal
quex ¢ U,. Teniendo en cuenta qy&l, : a€ A} U{X\A} es un cubrimiento abierto d¢ usando
la paracompacidad tenemos que existe un refinamiento abierto localment@inise S} U {G}

conG C X\Ay tal que para cadac S existe alglina € A conVs C Us. TomemosWV = UVS,
seS
entoncedV es abierto yA C W. Ademas, comdVs}s es una familia localmente finita, tenemos

gracias a el Lema 1.2.2 qié = U\7S y como cada/s esta contenido en algiy, tenemos de

S
forma inmediata quX\W y W son entornos abiertos disjuntosxig A respectivamente. Veamos

ahora queX es normal. Dados dos conjuntos cerradog B de X disjuntos tenemos que por la
regularidad deX, para cada € A existe un entorno abiertd, tal queU,NB = 0 y razonando
como acabamos de hacer sustituyerdmr B obtendremos entornos abiertos disjuntosAdg
B. O

Lema 1.2.7. Sea X un espacio regular tal que todo cubrimiento abierto admite un reifmaon
localmente finito. Entonces todo cubrimiento abigfith : s € S} admite un refinamiento cerrado
localmente finito{Fs : s € S} tal que ks C Us para todo sc S.

Demostracion.Sea{Us : s € S} un cubrimiento abierto d&¥. ComoX es regular, podemos to-
mar un cubrimiento abiert¢\; :t € T} tal que{V; :t € T} es un refinamiento del inicial. La
familia {\ :t € T} es un cubrimiento abierto que por hipotesis tiene un refinamightoi € | }
localmente finito. Parae T tomemoss(t) € Stal queA; C Ugy definamos

F= J A

s(t)=s

ClaramenteFs C Us paras € S. Por el Lema 1.2.2 tenemos que cdeees cerrado y ademas
{A :t € T} es una familia localmente finita de donde se deduce que tambiéffiges= S}. [
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Definicion 1.2.8. Sea X un espacio topolégico. Se dice que una familide subconjuntos X es
o-localmente finita (respo-discreta) si existe una sucesion de familias, ), localmente finitas
(resp. discretas) tales que’ = Un.%.

Teorema 1.2.9.Sea X un espacio regular. Son equivalentes:

() X es paracompacto.
(i) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierttocalmente finito.
(iii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento localmente finito ocesariamente
abierto).
(iv) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado locaienfamito.

Demostracion.
(i)=-(ii) es inmediato.

(i) =(iii) Sea{U; : t € T} un cubrimiento abierto d¥, por (ii) tenemos que existe un refina-
miento abiertdVys: (n,s) € N x S} donde para cada fijo, la familia {Vy, s : S€ S} es localmente
finita. Para cada consideremod\,, = Uvn,s. Tenemos entonces qy&\, : n € N} es un cubri-

S

miento abierto d&. Sea ahor&d; =W\ UV\/j parai € N. Tenemos quéA }; es un refinamiento
j<i

de {W,}n, claramente es un cubrimiento y ademas es localmente finito ya que si fijaadsy

tomamos el primer nimero natural tal que= W,, entonce$\l,NA; = 0 para todo > n. Tenemos

finalmente qug/AnNVhs: (N,s) € N x S} es un refinamiento localmente finito ¢} ya que

todox € X tiene un entorno que sélo corta con una cantidad finit&depara cadan, x tiene un

entorno que corta solo con una cantidad finitv/gle

(iii) =(iv) sale del Lema 1.2.7.

(iv)=-(i) Sea{Us: s€ S} un cubrimiento abierto d€ y sea{E; :t € T } un refinamiento cerrado
localmente finito. Cada € X tiene un entorno abiertd, que corta a lo sumo a una cantidad
finita de conjuntog;. Sea{B; : j € J} un refinamiento cerrado localmente finito & : x € X}.
Tenemos entonces que cadlacorta a lo sumo con una cantidad finita de conjuriog por lo
tanto, por el Lema 1.2.3, para cadexiste un abiert®; tal que{G; : t € T} es localmente finito y
E: C G. Siasociamos a cadan conjuntdJs € {Us: s S} tal quek; C U, obtenemos finalmente
que{G;NUg :t € T} es un refinamiento abierto localmente finito{ti& }s. O

Recordemos que una particion de la unidad es una familia puntualmente sumaipé-d
caciones{fs: s € S} de un espacio topologick en [0,1] tales queys.sfs(x) = 1. Cuando
{fs1((0,1)) : s€ S} refina a un cubrimiente? se dice que la particion esta subordinade/a
Por otro lado, si el cubrimient¢f;1((0,1]) : s€ S} es localmente finito se dice que la parti-
cion es localmente finita. La paracompacidad caracteriza la existenciatidéopas de la unidad
localmente finitas subordinadas a un cubrimiento abierto dado. Veamos ptimienma.



1.2 Oscilacion y distancia a espacios de funciones cont. en espaciosggampa @

Lema 1.2.10.Sea{fs: s€ S} una particion de la unidad de un espacio topolégico X. Entonces
la aplicacién
f: X — (O, 1]
X ~»  supfs(x)
scS

es continua

Demostracion.Seaxp € X, tomemosa> 0y T C Sun conjunto finito tales que
1- Zr fs(x0) <a< f(xo).
sc

La funciong = 1— S .1 fs es continua por lo que existe un entothalexg tal que

1-— ers(x) <a

parax € U. En particular, s € S\T se tiene quds(x) < a para todox € U. Por otro lado, existe
S € Stal quefs,(Xo) > a. Tomemos ahorsl un entorno deg tal quefs,(x) > a para todax € V.
En particular, sk € U NV se tiene quds(x) < a < f(x) paratodoss e S\T y por lo tanto
f(x) = supfs(x)
seT
sixe UNV. ComoT es un conjunto finitof es continua al restringirla'd NV de donde se
deduce qud es continua erg con lo que la prueba queda finalizada. Ol

Teorema 1.2.11.Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:

(i) X es paracompacto.
(i) Todo cubrimiento abierto del espacio X tiene una particion de la unidadlfoente finita
subordinada a él.
(iif) Todo cubrimiento abierto del espacio X tiene una particion de la uniddmslinada a él.

Demostracién.Supongamos qu¢ es paracompacto y consideremos un cubrimiento ahigrde
Xy seaZ ={Us:se S} un refinamiento abierto localmente finito dé Por el Lema 1.2.7 existe
un cubrimiento cerradgFs: s € S} de X tal queFs C Us para todos € S. Por el Teorema 1.2.6,
podremos aplicar el lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, asi que para €&lexiste una funcion
gs: X — [0,1] tal quegs(X) = 0 parax € X\Us y gs(X) = 1 parax € Fs. Como% es una familia
locamente finita la funcién

g:X — (0,1]
X o~ Zggs(x)

esté bien definida, es continua y claramente se tiene{gy/@ : s € S} es una particion de la
unidad localmente finita subordinadaza

La implicacion (iiy=(iii) es obvia, asi basta ver que (i##)(i). SeaZ un cubrimiento abierto
deXy {fs:se S} una particion de la unidad subordinada a él.
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AFIRMACION.- Dada una funcién continua & — [0,1] y X € X tal que gxo) > 0,
existe un entorno U dey¥ un conjunto finito TC S tal que

fs(X) < g(x)
paraxe Uyse S\T.
Para ello basta tomdr = {s,%,...,S} C Stal que

1 i fs (%) < g(xo)

n
Up={xeX:1- ZIfS(X) <g(x)}.
i=
Por el Lema 1.2.10,

f: X — (0,1]

X ~  supfs(x)
S

es una aplicacion continua. Para cadas, el conjunto

Vs = {xe X: fg(x) > %f(x)}

es abierto, y la famili&# = {Vs: s S} es un refinamiento dé . Aplicando la AFIRMACION a
la funciong = 1 f, se deduce qu# es una familia localmente finita. Ol

Definicion 1.2.12. Sea«” = {As: s€ S} un cubrimiento de un conjunto X. La estrella de un
conjunto YC X con respecto &7 es el conjunto

Por St(x,A) denotaremos al conjuntst({x},A).

Definicion 1.2.13. Se dice que un cubrimient@’ es refinamiento baricéntrico de un cubrimiento
7% de X cuando el cubrimientfSt(x, <7) : x € X} es un refinamiento d& .

Lema 1.2.14.Sea X un espacio topologico normal. Entonces, todo cubrimiento abiegimieo-
te finito admite un refinamiento baricéntrico.

Demostracion.Seas = {Us : s € S} un cubrimiento abierto localmente finito. Coroes un
espacio normal, podemos tomat = {Vs: s € S} un cubrimiento abierto tal qués C Us para
cadas. En tal caso# es localmente finito. Para caga& X definamos

W(X) = (ﬂ{us ‘xe \75}) N (X\U{vt ‘x¢ Vt}) .
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Vamos a ver qu& = {W(x) : x € X} es el refinamiento baricéntrico abierto que buscamos. Por
un lado, comoZ es localmente finito, el primer términolJs) es una interseccion finita, y por el
Lema 1.2.2 tenemos que el segundo términaJ V; es abierto y por lo tantdV(x) es abierto.

Por otro lado% es un cubrimiento d¥ ya que s € X entoncex € W(x). Fijemosxp € X y sea

Vs tal quexg € Vs. Seay tal quexo € W(y). Siy ¢ Vs tenemos quiV(y) C X\Vsy por lo tanto

Xo € X\Vs lo que es imposible. Asi quee Vs si xg € W(y) y por lo tantow(y) C Usy de aqui
deducimos que $ty,¢") C Us con lo que terminamos la prueba. Ol

Definicion 1.2.15.Seans’ = {Us: s€ S} y % cubrimientos de un espacio X. Se dice gdees
un refinamiento estrella d& cuando el cubrimientdSt(Us, &7 ) : s € S} es un refinamiento de
.

Lema 1.2.16.Un refinamiento baricéntricaz de un refinamiento baricéntricé® de un cubri-
miento%/ es un refinamiento estrella d.

Demostracion.DadoW € <7, elijamosxg € Wp. Para cadaV € .« tal queW NWp # 0 elijamos
ze WNWp, entonce®V UWp C St(z,.«7) C V para algurv € 4. En tal casox €V y por lo tanto
W C V C St(Xp, #) y esto ocurre para todd¥ € o tal queW NW # 0, por lo que tenemos que
St(Wo, &) C St(xg, %) C U para algirJ € % . O

Lema 1.2.17.Sea X un espacio topolégico tal que cada cubrimiento abierto admite um+efin
miento baricéntrico abierto. Entonces cada cubrimiento abierto de X admitefinamientoo-
discreto abierto.

Demostracion.Sea? = {Us : s€ S} un cubrimiento abierto dX. Sea%p = %, por el Le-
ma 1.2.16 podemaos tomdry, %>, . .. una sucesion de cubrimientos abiertosd@les queZ. 1
es un refinamiento estrella dig, paran=0,1,2,... Para cada € Sy n € N definamos

Usn = {x € X : xtiene un entorn¥ tal que SV, %) C Us}.
La familia {Usp : s€ S} es un refinamiento abierto d¢& paran € N.
AFIRMACION.- Si Usp e y¢ Uspn1 entonces no existe d %1 tal que xy € U.

Efectivamente, para cadh € %1 existeW € %, tal que StU,%,+1) C W, y por lo tanto, si
x € UNUsp, entoncedV C St(x, %) lo que implica que SU,%n.1) C St(X, %) C Us, asi que
U C Usnt1 con lo que queda probada la AFIRMACION.

Dotemos &de un buen order y definamos

Vso,n - Uso.,n\ U Us,n+1-

<%

Entonces s§; < S, se tiene qu¥s, n C X\Us, ny1. Por lo tanto, por la AFIRMACION se tiene que
SiXx € Vg neye Vs, ncons; # S, entonces no existe € 7,1 tal quex,y € U. Asi que la familia
de abiertoq Vs, : s€ S} es discreta pamac N.
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Basta por lo tanto ver qu/s, : s€ S n € N} cubreX. Seax € X y denotemos(x) el menor
elemento deX tal quex € Ugy) , para algin entero positive. Comox ¢ Usni2 paras < s(X),
tenemos por la AFIRMACION que giz€ U € %, entoncez ¢ Usp1 paras < s(X), es decir

StX, n+2) ﬂ U Usni1=10
S=<8(x)

lo que muestra queeE Vg n- Ol

Teorema 1.2.18.Un espacio topoldgico X es paracompacto si, y sélo si, todo cubrimientd@abie
admite un refinamiento baricéntrico abierto.

Demostracién.Supongamos qu¥ es un espacio topoldgico paracompacto. Dadan cubri-
miento abierto de&X, tenemos que existe un refinamiento abierto localmente fiiitdplicando
ahora el Lema 1.2.14, tenemos gdeadmite un refinamiento baricéntri¢g. Esta claro que?’
es un refinamiento baricéntrico @e.

Supongamos ahora que todo cubrimiento abierto admite un refinamiento biés@abierto.
Por el Lema 1.2.17 tenemos que cada cubrimiento abier a@mite también un refinamiento
o-discreto, en particulaw-localmente finito. Por lo tanto, por el Teorema 1.2.9 basta veXgee
regular. Sed C X cerrado y sea € X\T. Como{x} es un conjunto cerrad@ = {X\x,X\T}
es un cubrimiento abierto. Por hip6tesis y por el Lema 1.2Z48iene un refinamiento estrella
/. leamos que en tal caso($te7) y St(T,./) son entornos abiertos disjuntosxig T respec-
tivamente. Supongamos que no son disjuntos, esto quiere decir que ¥Xistens tales que/
contiene &, V' corta corlT y adema¥ NV’ # 0. En tal cas®/’ C St(V,.«7) y por lo tanto S{V, «7)
contiene a y corta conT lo que es imposible por sey un refinamiento estrella d& . O

Finalmente disponemos de todos los ingredientes para demostrar la relgotodigancia y
oscilacion para funciones definidas en espacios paracompactoda@s\en un espacio normado.

Teorema 1.2.19[CMRO06, Lemma 2.7]) Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto
convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplicaciéh$ Z tenemos que

Jos(f) <d(f,C(X,Z)) < osq(f).

Demostracion.La primera desigualdad se obtiene por la Observacion 1.1.11. Veamosifalaeg
desigualdad. Podemos suponer qué bses acotada ya que en caso contrario la desigualdad seria
trivial. Seas = osq f) y seae > 0. Para cada € X tomemos un entorndy de x de modo que
diam(Uy) < s+¢. Por el Teorema 1.2.18, el cubrimiento= {Uy : x € X} admite un refinamiento
baricéntrico abierto#’. Por el Teorema 1.2.11 exis{@, : a € A} una particion de la unidad
localmente finita subordinada’4. Para cada < A fijemos un puntog € p;1((0,1]) y tomemos

Zy = f(Xy). Definamos ahora

9(x) = Z\pa<x)za-
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Claramente tenemos qgees una funcion continua. Sea X fijoy seaB = {a € A: pa(x) > 0}.
Como% es un refinamiento baricéntrico @€ podemos afirmar que exisyec Y tal que

U pgl((()? l]) = St(X,{p;l((O, 1]) rac A}) CStx, %) C Uy

acB

por lo quex € Uy y x4 € Uy para todaoa € B. Por lo tanto,f (x) y g(x) pertenecen a co(v(Uy)) y
como diam conyf (Uy)) = diamf (Uy) < s+ € tenemos quég(x) — f(X)|| < s+ £y esto podemos
hacerlo para cualquiere X por lo qued(f,g) < s+ &. Por lo tantad(f,C(X,Z)) < s+ &. Como
€ > 0 es arbitrario, tendremos qdéf,C(X,2)) <s. O

En el teorema anterior, la desigualdgasd f) < d(f,C(X,Z)) no se puede mejorar en general
ya que de hecho es una igualdad cuadde R. El siguiente ejemplo nos va a mostrar que la
desigualdadi( f,C(X,Z)) < osq f) también es 6ptima.

Ejemplo 1.2.20. Sea X=[0,1] y Z = con®{e, : n € N} donde(e,), es la base estandar de
¢1. Tomemos una particion d@,1] formada por una cantidad numerable de conjuntos densos
A1, Ay, ..., An ...y definamos f [0,1] — Z como la aplicacion que toma el valog en A, para
n € N. Tenemos quesd f) = d(f,C([0,1],2)).

Claramente, o4d ) = 2. Veamos ahora qui( f,C([0,1],Z)) = 2. Para ver esto es suficiente
ver que para cadge C([0,1],Z) y cadad > 0, existey € [0, 1] tal que

d(f,g) = [l9y) — f(y)[1=2-2.

Efectivamente, sabemos qgé0) = S Akex con S Ak =1y Ax > 0 parak =1,2,....m.
Fijemosn > my tomemosy € A, tal que||g(0) —g(y)|l1 < 6. Entonces

[f(y) =gl = [If(y)—9(0)]l—[[9(0) —a(y)1
=2—9(0)—g(y)l[1>2-0

y por lo tantod( f,C([0,1],2)) = 2. O

Obsérvese que en el caso particular de que el espacio métrico de Hfegadain espacio de
BanachE, podriamos plantearnos estudiar la relacion entre la oscilacion de unérfuing EX
con

sup osgx* o f).
X*€Bg+

Sin embargo, no existe ninguna constavite- O tal que

osqf) <M sup osgx’of)

X* EBE*

ya que si una funcion es continua para la topolegin E, entonces syp.g_, 0sqx o f) =0y

sin embargo, hay funcione@&continuas que no son continuas para la norma: tomese por ejemplo
X = (E,w) y f la funcion identidad. Curiosamente, gu_. osqXx" o f) nos da una estimacion
para la distancia a las funciones de la primera clase de Baire, véaseridot@ad.
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Acabamos la seccion haciendo notar que para espacios paracompgdtoxiones acotadas
f € RX la formula del Teorema 1.1.6, y por lo tanto, la del Teorema 1.1.9 se puedepbtemo
consecuencia del teorema de seleccion de Micha®.€3i un conjunto, denotamos pgf(E) al
conjunto de las partes de

Teorema 1.2.21(Michael, véase [BLOO, Theorem 1.16]ea X un espacio paracompacto, E un
espacio de Banach y supongamos gueX — #(E) es una multifuncién inferiormente semicon-
tinua, es decir, para todo abierto U de E se tiene que el conjunto

{xeX:p(x)NU # 0}

es abierto. Supongamos ademas @g) es cerrado y convexo para todoexX. Entoncesp
admite un selector continuo, es decir, existe €(X) tal que f(x) € @(x) para todo xc X.

Teniendo el teorema de Michael en mente, para probar el Teorema 1.él&&so de que
X sea paracompacto, basta con comprobar qug<sif, con f; superiormente semicontinug,
inferiormente semicontinua 4 (x) < f(x) para todax € X, entonces la multifuncion

p:X — Z(R)
X~ [f1(%), f2(X)]

es inferiormente semicontinua, por lo que como consecuencia del Teor22htlene un selector
continuo que sera precisamente la funcién que buscamos.
En la Seccion 1.1 vimos que la formula

1
d(f,C(X)) = éosc(f)
para toda funciorf € R* caracterizaba de hecho a los espacios normales, Corolario 1.1.12. Es
natural plantearse aqui si el Teorema 1.2.19 caracteriza a los egpaeiosmpactos.

Problema 1. Sea X un espacio topoldgico tal que para todo espacio métrod) y toda funcion
f € ZX se tiene que

%osqf) < d(f,C(X,2)) < osqf).

¢ ES X un espacio paracompacto?

1.3 Separacion de conjuntos convexos

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema 1.3.3 que va adamiemtal en la Sec-
cién 3.1 para calcular distancias a espacios normados. El siguiente tesg@ma consecuencia
directa del teorema de extension de Hahn-Banach.
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Teorema 1.3.1([Cho69, Theorem 21.11])Sea E un espacio vectorial topolégico y sean Ay B dos
subconjuntos disjuntos de E no vacios y convexos con A abierto. Estexisee un hiperplano

afin cerrado que separa Ay B, es decir, existe B’ y A € Rtalesque AC {xe E: f(x) > A}

yBcC {xe E: f(x) <A}. Si ademas B es abierto, la separacion es estricta, es decir, podemos
tomarA e Rdemodoque A {xcE: f(X) >A}yBC{xeE:f(x)<A}.

Lema 1.3.2([Cho69, Theorem 21.19])Sea E un espacio localmente convexo y X un sub-
conjunto compacto convexo. Sga X — R una aplicacidon concava superiormente semicontinua
y sea $: X — R una aplicacién convexa inferiormente semicontinua. Sean

S(f1) :={(x,y) e XxR: f1(X) >y}

U(f2) :={(xy) e XxR: fa(x) <y}.

Si f1(x) < f2(x) para todo xe X, entonces existe un conjunto convexo abierto ¥ x R tal que
(U(f2)+U)N(S(f1)+U)=0.

Demostracion.Para cada € X, tomemoss, > 0 y un entorno abiertwy de 0 tales que para todo
y € (x+Vx) N X tengamos que

f1(y) < f2(%) +£—2X < 200 + & < Fa(X) — £ < Ta() — % < fo(y).

Tomemos para cadaun entorno abierto de 0 equilibratly de modo quély + Uy C V. Tenemos

entonces quéx+ Uy : x € X} es un cubrimiento abierto d¢ y como X es compacto existen

X1,X2,...,% € X tales que{x +Uy :i € {1,2,...,n}} es un cubrimiento d&X. Tomemos un
n

entorno abierto equilibradd de 0 tal que/ +V C ﬂ Uy, Yy seag = min; & . Tomemos
i=1

U=V x(-€/2,¢/2).

Afirmamos qugU (f2) +U )N (S(f1) +U) = 0. En caso contrario, existen punioesy) € U(f,) y
(X,y) € §(f;) tales quegx—X,y—Yy) € U +U. Tenemos por un lado qug— Y| < £ y por otro
n

ladox—x €V +V C [|Ux. Como{x; +Uy } es un cubrimiento di, existei tal quex € x; + Uy,
i=1
pero comax— X € Uy entoncex’ € x; +Uy + Uy C X +Vy Y en tal caso

Y < RK) < )+ 2 = i) +8— 2 <

< falX) —& 7% <faX) —& <y—& <y—¢&

de donde deducimos qye-y > ¢ lo que es una contradiccion. O
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f2 inf. semicont. convexa

f2 h afin
f

f1 sup. semicont. concava

Teorema 1.3.3([Cho69, Theorem 21.2Q])Sea E un espacio localmente convexa, X un sub-
conjunto compacto convexa, :fX — R una aplicacion concava superiormente semicontinua y
fo : X — R una aplicacion convexa inferiormente semicontinua tales g & f(x) para todo

x € X. Entonces existe una funcién afin continueeh— R tal que

f1(x) < h(x) < f2(x) para todo xe X.

Demostracion.Estamos en las condiciones del Lema 1.3.2, y por lo tanto existe un entorrto abie
de O erE x R tal que(U (f2) +U)N(S(f1) +U) = 0. Aplicando ahora el Teorema 1.3.1 tenemos
que existexr € (E xR)'y A € R tales que para todox,y1) € S(f1) +U e (x2,y2) € U(f2) +U

se cumple quex(x1,y1) < A < a(xz,y2). Ahora bien, comax es lineal, debe ser de la forma
a(x,y) = a(x,0) + yy para algury € R. Por otro ladog (x, f1(x)) < a(x, f2(x)) y f1(X) < fa(X)
para todac en X, de donde deducimos gquwe> 0. Definamos entonces

h(x) = i/(/\ —a(x,0)).
Comoa es lineal y continua tenemos ghes afin y continua y de la definicion &f1) y U(fz)
se deduce inmediatamente gyéx) < h(x) < fa(x) para todax € X. O
1.4 Principio de reflexividad local

En esta seccién demostramos el Principio de Reflexividad Local, Teordnéadue nos ha-
ra falta mas adelante en la Seccion 3.3 para poder obtener unas exgsexjoivalentes para la
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medida de no compacidad dépiklli definida, Proposicién 3.3.4. Las demaostraciones que pre-
sentamos en esta seccion pueden encontrarse en [vD78]. Empecamars plemostrando unos
lemas.

Lema 1.4.1.Sean J,Uq,...,U, subconjuntos abiertos y convexos de un espacio normado E, con
N Ui = 0. Entonces existe una aplicacion lineal y continuaH — R" tal quen ;T (U;) = 0.

Demostracién.Consideremos eB" el subconjunto
U ={(Xo—X1,X0—X2,...,X0—Xn) : % € Uj,i=0,1,...n}.

U es un abierto convexo y por hipétesis, tenemos qgelQ Por lo tanto, por el teorema de
Hahn-Banach, existe' = (x;,...,x;) € (E*)" tal quex* > 0 enU. Definimos ahora

T:E — R"
X~ (X(X),. e Xn(X)).

Veamos que ;T (U;) = 0. Supongamos que= (y1,...,¥n) € N ;T (U;) = 0. Entonces existen
elementos; € U;, i =0,...,ntales quel (x;) =Y. En particular, las coordenadagsimas dd (xo)
y T(x) coinciden para=1,...,n, es decirx’(x) = X'(Xo). Pero en tal caso tenemos que

X*(Xo — X1,...,X0—Xn) = 0 con(Xo—X1,...,X0—Xn) € U
con lo que llegamos a una contradiccion. Ol
Lema 1.4.2. Si U es un subconjunto convexo y abierto de un espacio hormado Ecesto
U =intU.

Demostracion.ComoU es un abierto contenido éh tenemos qué&) C intU. Tomemos ahora
x € intU y fijemosy € U\ {x}. Como inU es abierto tenemos que existeanU tal quex es un
punto interior del segmenty, 7], es decirx=Ay+ (1— A)zpara ciertod € (0,1). Tomemos una
sucesionz,), enU convergente @ Tenemos entonces que

X=Ay+(1-A)z=A <y+ (z—zn)>+(1—/\)zn (1.1)

paran € N. ComoU es abierto y(z,), converge & tenemos que existec N tal que

A
Por lo tanto, com& es convexo, por (1.1) tendremos que U. Ol

y+

(z—1zy) €U.

Lema 1.4.3. Sea E un espacio de Banach,dJE abierto y convexo, Z un espacio normado
finito-dimensional y T E — Z una aplicacion lineal, continua y suprayectiva. Denotemos

U = thHUW
donde estamos considerandotJ(E**,w*). Entonces T*(U’) = T(U).
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Demostracion.Claramente tenemos que

T*U) cT*U") cT=U)=T(). (1.2)
ComoU c U’ tenemos que
TU)=T"U)cCcT™WU". (1.3)

Por el teorema de la aplicacién abierta, tenemosTgyel ** son aplicaciones abiertas, asi que
T(U)y T*(U’) son conjuntos abiertos. Por el Lema 1.4.2 tenemosTque = intT (U). Por lo
tanto, comdl **(U’) es abierto, por (1.2) y (1.3) tenemos qu@gJ ) = T**(U’). O

Lema 1.4.4. Sea E un espacio de Banach,&JE abierto y convexo, y sead E un subespacio
cerrado de co-dimension finita. Si&- intH_H U" entonces

u'nt™ cunt".

Demostracion.Seaz € U'NLC" . Vamos a construir una red &hn L gque esw*-convergente con
limite z. Denotemos por

= {H C E*: H es un subespacio finito dimensionadly c H}.
Dotamos a7 del orden dado por la inclusion. Tomemtdse .57 y consideremos la aplicacion
T:E — H*
X ~ XH.

Clarament€el es suprayectiva ya qué es de dimension finita, asi qie™ (x*) = x|y para
todox** € E**. Por lo tanto, por el Lema 1.4.3 tenemos qué(U’) = T(U) por lo que existe un

Xy € U que coincide cozenH y por lo tanto también eh*. Pero coma € = L+, tenemos
quexy € LY+ NE = L. Asi que la redxy e C U NL Yy claramente es*-convergente @ [

Lema 1.4.5. Sea E un espacio de Banach,,U.,U, C E abiertos y convexos y sead E un
espacio afin cerrado de co-dimension finita. Denotenyos bht | in. Si

[ NuUjN...nU. £0,

tenemos que
LAULN...NUp, % 0.

Demostracion.Podemos suponer gliees un espacio vectorial. El cake= E sale directamente
de los Lemas 1.4.1y 1.4.3. Veamos el casg E. TomemosV; = U; NL y denotemos poy/ el

interior en(L**, | - ||) deV;" . Tenemos entonces de nuevo por los Lemas 1.4.1y 1.4.3 tomando
ahora como espacio de Banach el subesgdaqgie

ViN...NVE#0=ViN...NVy # 0. (1.4)
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IdentificandoL™* con" tenemos ques (L**,L*) coincide corw* restringida a y comoL**
esw* cerrado tenemos quTeU(L L) :\7iw. Entonces, por el Lema 1.4.4 tenemos que

u/nC" V",

y comoU/NL" es abierto e =7+

u/nLY cv. (1.5)

Finalmente, s ,U/ # 0, por (1.5) tenemos quel',V/ # 0, asi que por (1.4) obtenemos el
resultado deseado. O

Ya estamos en condiciones de demostrar el principio de reflexividad @osérvese que este
resultado nos viene a decir que dado un espacio de Bé&hathomamos espacios de dimension
finita F C E* y G C E**, entonces podemos identific@r con un espaci@’ C E de modo que
G'|r = GJr. Esta identificacién se hace mediante una aplicacion lihedd — G’ que varia la
norma de los elementos menos de una cantidad arbitraria prefijada y adentds fijmtos de
GNE.

Teorema 1.4.6(Principio de reflexividad local)Sea E un espacio de Banach, seaCFE* un
espacio finito dimensional, G E** otro espacio finito dimensionalg/ > 0. Entonces existe una
aplicacion inyectiva T. G — E tal que
(i) Tx=xparatodox ENG,
(i) |TIITY) < 1+¢, donde estamos considerandoT: T(G) — G,
(i) x**(x*) =x*(T(x™)) paratodo X* € Gytodo X € F.

Demostracién.Vamos a demostrar primero que podemos encomtrgune cumpla las condiciones
(i) y (ii). Seeak =dimG —dimGNE y searz;*,...,z* € G tales que

G=spari{z’.....z"}U(GNE)).
Elijamosd € (0,1) tal que

1-9
0<(1—6)(1—26)—5(1+6)<1+£' (1.6)

Por compacidad podemos elegi= {y;*,...,yn} C Ss de forma queSs C A+ SBg. Tenemos
que cadai™* se puede expresar como

k
Y= z C{ijZT*—f-bi
=1

parai =1,...,mconajj € Ry b € GNE. Tomemos ahora, ..., X, € - tales que

Vit () >1-0 (1.7)
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parai = 1,...,my consideremos

Ui = {(X1,...,%) € EX: |x( Za., ~-Z"))| < 3},

K
Vi = {(x1,...,x) €EX: | Z aijXj +bil| <1+ 6}
=1

parai = 1,...,m. Supongamos por ahora qag , (ViNU;) # 0y sea(xy, ..., %) € N, (ViNU;).

Esta claro que podemos defifiif : G — E lineal y continua de tal modo que se cumpiay
ademad’(z™) = x; parai = 1,...,k. Vamos a comprobar que bajo estas condiciones, también se
cumple(ii ). Por un lado tenemos que

k
TV =1y aijxj+bil] < 1+8.
=1

Por otro lado

k k
1> aijxj+hbil] > Zallxl+bl X = (K, Zallzl+bl>|
& &

- ’<Xi*7zaij(xj
=1
k
= [0V =106 Zlaij(xj —Z"))| >1-29,
=

donde la ultima desigualdad sale de (1.7) y de que la definicidi.des decir, tenemos que
1-20 <||T'y*|| < 1+0. (1.8)

De esta desigualdad sale la propiedad (a falta de demostrar que™, (Vi NU;) # 0). Si de-
notamos poiP a la envoltura cerrada absolutamente convexé,deomoSs € A+ 0Bg, se ve
facilimente qué1l— 8)Bg C P, asi que cualquier™ € S se puede escribir como* = 51, ajy;™

cony™, |ai| <1/(1—9). Por lo tanto, por (1.8),

YIS 3 a0 8) 3 Jal < T @.9)

Por otro lado, exist& € {1,...,m} tal que|y™ —y;~|| < J asi que por (1.8) y (1.9) tenemos que

Ty = Y= I =) > (1-28) ~ [Ty ¥
e

Y

Y
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lo que junto a (1.6) nos permite concluir qiE' || < 1+ ¢, y esto junto a (1.9) nos déi).
Nos falta ver que se cumple que” (Vi NU;) # 0. Supongamos que es falso. Entonces por el
Lema 1.4.1 tenemos que existe una aplicacion lineal y consn — R2™ 1 tal que

RIEWRECHEL (1.10)
Denotemos ahora

U = {04",....x) € (B9 (3 el =2l < 3},
P2

k
V= {0470 € (B9 1Y aix™ 1] < 1+ 8}
=1

parai € {1,...,m}. Supongamos de momento que

k7vv*)

Vit W =inty GUE Ty o e uf = int GUET, (1.11)

En tal caso, por el Lema 1.4.3 tenemos @) = S™(V/) y S(U;) = S*(U/), i =1,...,m, de
donde se deduce que

STV =SV y ST(UT) = S, (1.12)
por lo que por (1.10) tenemos qué”, (s (V;**) N S*(U;*)) = 0. En particular tenemos que
0=n",(V\™*NU™) > (z%,...,%") con lo que llegamos a una contradiccion.

(B

Veamos ahora que ciertamente se cumple (1.11). Es suficiente vek*tueU; ) y que

Vi C Vi(( ) ya queU;” y Vi** son abiertos. Empecemos fd; parai = 1,...m. Tomemos
(X3, %) € U, Tomemos una reXyq; - - -, X a))acn W'-cOnverge dxi*, ..., x:*). Tenemos
entonces parea suficientemente grande que

k
(Y aij(Xja—=Z") <9,
j=1

o PRALEY
es decir(X.q,-- -, Xa) € Ui y tomando limites tenemos q@&*, ..., x:*) € g (B,

Veamos ahora el caso We Siajj =0 paraj = 1,...,kes trivial, asi que podemos suponer que

aij, # 0 para alglnjo € {1,...,k}. Tomemogx;*,...,x") € V** y elijamos(Xa)aecn Y (Xj,a)aca
paraj € {1,...,k}\{jo} enE tales que

k
1 — LRk .
V\fk-llgnxa = JZlor”xJ + by

w-limxja = " je{l.. kh\{jo}
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y ademas||xq || < 1+ 6 paratodox € A. Definimos ahora para € A

1
Xjo,a = —— (Xg —( ; ainLa-i-bj)) .
Qijo i#lo

Tenemos entonces que-limg Xj,.a = Xj; y por lo tantow*-limg (X1, - .-, Xa) = (3", ... %)
(tomando en cada caso la topologfaen el bidual correspondiente). Ademas

k
Iy aijXja+bill = [Xall < 1+,
=1

_ w4\ K
por lo que(Xyq, ..., % qa) € Vi para todoxr € A asi que(x;®, ..., x") e (Ew)

Veamos finalmente que existeque satisface tambidfii ). Sea
L=(Z"....4") + (FH)*nEX

ComoF tiene dimension finita, para cagla {1,...k}, existey; € E tal quey; F= z]-**|F. Tenemos
entonces
L= (Y1,...,¥) + (FLNE)X

asi quel es un subespacio afin cerradoEfede co-dimensidn finita. Ademas, tenemos gue
(FLNE)* porlo queFL NE = F*. Asi que

—((E** k,W* " *

CET =y, )+ (FH = (@ 30) + (FH
Supongamos ahora qug”, (Vi N"U;j) NL # 0. Podremos suponer en tal caso que hemos elegido
X1,...,X de modo que pertenezcan tambiéh. &eamos entonces que afiadiendo esta condicion
conseguimos que se cumgla). Si(x1,...X) € L, entonces

(TZ".... TZ) - (& &) € (FHY

esdecirTz* —z" € FL paraj € {1,...,k} y por lo tantoT x** — x** € F para todo<** € G por
lo que tendremosiii ). Veamos que dicha interseccion es no vacia. Por un lado,

i=1

Por otro ladoy,** ¢ V/ y U;* c U/, asi que por el Lema 1.4.5 terminamos la prueba. O

1.5 Buenas particiones

En esta seccion estudiamos lo que llamarebuesnas particionesobre un espacio topologico.
El resultado principal de esta seccion es la Proposicion 1.5.4 que nod#igemas adelante
estudiar distancias a espacios de funciones de la primera clase de Baimen@ 4.1.6, ya que
una funcién constante sobre los conjuntos de una buena particion epritedaa clase de Baire,
Proposicion 4.1.4. Desarrollamos aqui la Proposicion 1.5.4 de forma atdodaa para mejor
compresion de la seccion.
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Definicién 1.5.1. Sea X un espacio topolégico.

(i) Sedice que unafamilifX; :i <} de subconjuntos de X eliscretamente-descomponible
(d.o.d) si para cada ic | tenemos queX= [J{Xin: n € N}, donde la familia{ X :i € 1}
es discreta para cadaa N, (véase la Definicion 1.2.1).

(i) Se dice que una famili&X; :i € 1} de subconjuntos de X es ubaena particion dX si es
una familiad.o.d. de subconjuntos?; de X tales que X1 X; =0sii# jy X = Uig XK.

En la siguiente proposicion recogemos algunos resultados sencillosfapblies d.o.d. y
buenas particiones que nos haran falta en la Secciéon 4.1.

Proposicién 1.5.2.Sea X un espacio topoldgico.

(i) Si{X :ie€l} esunafamiliad.o.d.formada por conjuntos?,, entonces los conjuntos X
de la definiciéon pueden tomarse cerrados.

(i) Si {X :i € H} es unabuena particion de X, y para cada I, {in : ] € 3} es una buena
particién relativa al subespacioiXentonces{Yji ;iel,j€J} esunabuena particion de X
([HJT85, Lemma 5]).

(iii) Cualquier familia numerable de conjuntos d<.d. Por lo tanto si la familia{X, : n € N}
es una particion numerable de X formada por conjunfas entonceg X, : n€ N} es una
buena particion.

Demostracion.Empecemos probando (i). Podemos exprésar U{X ,: n € N} para cadac I,
con{Xin:i €|} discreta para € N ya que la familia esl.o.d. por hipétesis. Por otro lado, cada
Xi es un conjunto#,, asi que se puede expresar cope= U{F m : me N} con cada conjunto
Fi.m cerrado. Entonces

Xi - U Xi,nm I:|7n‘

(n,m)eN2

Por el Lema 1.2.2 tenemos ademas que para sadd, la familia {X, :i € I} es discreta de
donde se deduce que también lo sEXg,NFim: i € 1} para todo(n,m) € N2. Esto concluye la
prueba de (i).

Veamos ahora (ii). Por hipdtesis podemos exprsar U{Xin ‘ne N}, para cadacl, con
{Xin:i€l} discreta para € N. Por otro lado tenemos qit¢ = U{Y| ,:me N} con{Yj ,: j € Ji}
discreta (er¥;). En tal caso, podemos poner

Yi= J XanY

(n,m)eN?
Por (i) ademas podemos suponer que los conjuXtpson cerrados. Veamos que la familia
Zinm={XnY 1 () €1 xF}

es discreta para cada, m) € N2, Dadox € X, existe un entornt dex tal que corta como mucho
con un elemento de la familig , : i € 1 }. Si no cortase con ninguno, tendriamos que ese entorno
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no corta con ningun elemento de la familta m. Supongamos entonces que exigte | tal que

U N Xign # 0.

Si x ¢ X tenemos en particular que¢ X, » que es cerrado, asi que tomando un entorno mas
pequefio podemos suponer duigampoco corta con este conjunto. Supongamos entonces que
x € X;. En tal caso, existe un entoriode x que corta a Io sumo con un elemento de la familia
{Yjﬂm : ] € J}. En este Ultimo caso tenemos duieV es un entorno deque corta a lo sumo con

un elemento deZ, m. Con esto queda demostrado que la famitiam, es discreta. Por ultimo, es
inmediato que[Yji (i el,j € J} esuna particion d¥ en conjuntos%, y esto termina la prueba

de (ii).

Para finalizar veamos (jii). S€a$, : n € N} una familia numerable. Tenemos entonces que

Xn= U Xn,m
meN
dondeXnn = Xn Y Xom = 0 sim# n. Obviamente{X, m : n € N} es una familia discreta ya que
consta tan solo de un elemento no vacio. O

Definicion 1.5.3. Se dice que un espacio topolégico X es perfectamente paracompacioasi es
racompacto y sus subconjuntos abiertos sén

Los espacios métricos son ejemplos de espacios paracompactos. Lasigtogosicion apa-
rece en [Jun80] bajo unas condiciones mas generales, en vez decansspacios paracompac-
tos se consideran espacmfmetacomactodunque podriamos considerar este caso mas general
usando practicamente la misma prueba, preferimos restringirnos aquioatieaspacios para-
compactos que es el caso que vamos a necesitar mas adelante. En lo gueesgun ordinal y
por < denotamos el orden de los ordinales.

Proposicion 1.5.4([Jun80, Proposition 1.16])Sea X un espacio perfectamente paracompacto y
sea{Gy : y < T} unasucesion transfinita de conjuntos abiertos cubriendo Xy SiG,\ Us -, Cs,
entoncegF, : y < '} es una buena particion de X.

Demostracion.Podemos suponer sin perdida de generalidad que-siy, entoncesGy, C Gy,.
ComoX es perfectamente paracompacto tenemos que los conjuntos abiertosjsatosoh,, o
equivalentemente, los conjuntos cerrados$grDe aqui se deduce que cada conjuftes a la
vez un conjuntaZ, y ¢s. Asi que basta ver quge, : y < T} esd.o.d..

DenotemodT =0y Gr = X. Paray < I cadaF, es un conjunt®; por lo que tenemos que
existe una sucesidiy n)n de conjuntos abiertos tales que

Fy == ﬂ Gy}n.
n

Ademas se puede suponer dBg, C Gy paray = I' y n € N (basta tomaG|, , = GynN Gy en
caso contrario). Para cada X tomemosy(x) < I tal quex € F(,). Probemos ahora la siguiente
afirmacion:
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AFIRMACION.- Fijemos un cubrimiento abiertd de X, y para cada ¥ X, tomemos
B(x) <T tal queSt(x, 7) C Gg(x). Entonces existe una coleccion numeralié'hde
cubrimientos abiertos de X tales que para cadaX, siy(x) < B(x), entonces existe
O<B(X)y# €h(7) tales queSt(x,#") C Gg.

Para probar la AFIRMACION, para ca¥lac # tomemosy(V) el menor ordinal tal qu¥ C G,.
Paracadac Ny y<T sea
Vy"n = Gy’nm U V

y\V)zy
Para cada € N tomemos/;, = {Vyn: y < I'}. Dadox e XyV € 7 tales quex € V, se tiene que

XxeVvn Fy(x) cV ﬂGy(X)

de donde se deduce qué&x) < y(V) y por lo tanto,x € V) ». Tenemos entonces qug es un
cubrimiento abierto dX y comoX es paracompacto, podemos tomar un refinamiento abi#grto
localmente finito. Tomemos ahdné? ) = {#;, : n € N} y veamos que cumple la AFIRMACION.
Tomemosx € X tal que(x) = y(x). En tal casx ¢ Fg(y y por lo tanto, existen € N tal que
X & Gp(x,n asi quex ¢ Vg n. Veamos ahora que¢ Vyn paray = B(x). SiV € 7 es tal que
y(V) = B(x) tenemos qu¥ no esta contenido e@gy). Por otro lado, Sk, 7) C Gg(y, de donde
se deduce que¢ V si y(V) >~ B(x). Esto Gltimo nos lleva a que¢ V,, paray >~ 3(x). Hemos
demostrado entonces que

X ¢ U Vy.n- (1.13)

y=B(x)

Como%#};, es un cubrimiento localmente finito tenemos gtiene una cantidad finita de entornos
WE W2, ... WK € #4, k € N tales que

k
St(x, #4) = W
i=1

Cadaw} esta contenido en un conjuriy » cony < B(x) para 1<i <k por (1.13). Tomemos
ahorad = max{y,..., %} < B(X). Tenemos entonces que

k k
St(x, #n) = (Wi € [JVyn C G5
i=1 i=1

con lo que termina la prueba de la AFIRMACION.
Fijemos un cubrimiento abiertd’ de X y denotemoss; := h(¥"). Definamos ahora

@ = | h(#).
W eCy

Siguiendo por recurrencia, pamna N definamos

%n+1:: U h(W)
W eCq
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Tomemos ahora

neN

% es una familia numerable de cubrimientosdé/eamos que dadoc X, existe’”?”” € ¢ tal que
St(x,#') C Gy . Para ello, filemog € X y tomemos

a(x):=min{y T : existe® € ¢ tal que Stx,”") C Gy}.

Sea ahor@” € ¢ tal que Stx,”) C Gq(y. Supongamos que(X) = y(x). Tenemos entonces
que existe#’ e h(#') C €y & < a(x) tales que Sk, #"') C Gs, pero esto es imposible por
definicion dea (x). Por lo tanto hemos demostrado que para todoX existe ”” € ¢ tal que
St(X, W) C Gy(x)-

Denotemos’ = {#;: n€ N} y paray < I' y n € N definamos

Fyni={xeF, :Stx,7) C Gy}.
Comox € Fy si, y solo si,y(x) = y, tenemos que justo por lo que acabamos de demostrar podemos

afirmar que
Fy= U Fyn

para todoy < I'. Para terminar sélo nos queda ver que la fanf{ifia, : y < '} es discreta para
todon € N. Para ello tomemog € 7, tal quex € V y tomemosy tal quex € F,. Siy > y se tiene
que

Fyn(1Gy CFy[1Gy=0.
Supongamos ahora que exigte F, NV cony < y. En tal caso tenemos que

xeV C St(z,7q) C Gy

y por lo tanto

lo que es una contradiccion por lo gk, NV = 0 para todoy < y. Por lo tantovV NGy es un
entorno abierto d& que corta a lo sumo con un elemento de la far{if@, : y < '} con lo que
termina la prueba. Ol

1.6 Lema de Ptak

En esta seccidn desarrollamos el Lema de Ptak, Teorema 1.6.4. Dichodessitana herra-
mienta muy util para tratar problemas sobre convexidad. Nos hara falta elastedpara demos-
trar una version cuantitativa del teorema de Mazur (y a su vez, esten@oes hara falta en el
Capitulo 4) y para demostrar el Teorema 2.3.1 relativo a envolturas @vex notacion y las
demostraciones de esta seccion se han tomado de [Tod97, Section 1.3].
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Definicién 1.6.1. Una media convexa sobkées una funcionu : N — [0, 1] tal que
i) S ui)=1
2
(i) El'soporte deu, sop(p) = {i € N: u(i) > 0}, es finito.
ParaF c N, denotamos

u(F) :in““)‘

Definicion 1.6.2. Sea# ¢ NV una familia de subconjuntos finitos 8 Se dice queZ es bien
fundamentada si no existe ninguna sucesion crecignjeC N tal que para cada k N, exista
S € F con{ny,...,ng} C S

Notacion: Denotemos poM al conjunto de todas las medias convexas sdhrg dadoB C N
denotemos poMg al conjunto de todas las medidas convepas M tales que sofu) C B. Si
Z c NV yp+£K c N entonces
Fk ={F € Z :FNK#£0}.
Dado¢ > 0 pongamos
Mg(F,€) ={u € Mg : paratoddr € .F,u(F) < €}.
SiB=N, Mg(.#,¢€) se denota simplemente cord.7 , €).
Lema 1.6.3.Sea.# ¢ N y ¢ > 0. Entonces para todo conjunto®N tal que
Mg(#,6) =0

y para todo0 < d < g, existe un conjunto finito K B tal que

Mg(%k,0) = 0.
Demostracién.Supongamos que
Mg(.#,6) =0 (1.14)
y que existe < < ¢ tal que
Mg(F,3) # 0 (1.15)

para todo conjunto finit&K C B. Tomemosm € N tal qued +1/m< ¢ y elijjamos 0# K; C B
un conjunto finito arbitrario. Por (1.15) podemos torparc Mg(.%k,,0) # 0. Definamos ahora
por recursiony; con sogy;) C By K; C B finito parai = 1,...,m. Si hemos definidd;_1, i1,
tomemos

K; = Ki_lusop(ui_l).
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ComoK;_1 y sopi—1) son subconjuntos finitos d& tenemos que el conjunt§ es un subcon-
junto finito deB no vacio. De nuevo por (1.15) tenemos que podemos temamM g(.Zx;, d).

Definamos ahora
1 c ,
U= i:§ .

Vamos a ver queu € Mg(#,¢) con lo que llegariamos a una contradiccion con (1.14) y con
ello quedaria probado el lema. Tenemos que probar por tanto que pafa tod se tiene que

U (F) < €. Supongamos primero qéen Ky = 0. En tal caso, comKi; C K, C ... C Ky, tenemos
queF NK; =0 parai = 1,...,m. Por definicion de&;, i = 2,...,mtenemos qué& NnsopL;) =0
paratodd =1,...,m— 1. Por lo tanto

1

u(F) = aﬂm(F) <—<e&.

1

m

Supongamos ahora gen Ky, # 0 y tomemos
j=min{i:1<i<myKNF #0}.

Ental caso, parad i < j —2tenemos quE Nsop ;) = 0. Por lo tanto para ¥ i < j —2 tenemos
quep;(F) =0. ComoF € %, paraj <i <m, tenemos quei(F) < . Si j = 1 tenemos que

BF) = 2 (F) 4+ () < T = X <,

1
) = ((a(F)+++ Bi-2(F) + i-a(F) + (ki (F) + -+ tim(F))
1 1
< =(14+md)=0+=<c¢.
m m
Por lo tantou(F) < € con lo que terminamos la prueba del lema. O

Teorema 1.6.4(Lema de Ptak, [Pt463])Si.# es una familia bien fundamentada de subconjuntos
deN, entonces para cada> 0 existey € M, tal queu(F) < € paratodo Fe .%.

Demostracion.Supongamos qué& es una familia de subconjuntos Neal que para algua > 0,
M(.%,€) =0. Tomemos; = N. Por el Lema 1.6.3, existe un subconjunto firktode B; tal que

MBl(yKl,E/Z) =0.

Denotemos#?y = .7 y .#1 = %k, . Procediendo por recursion, vamos a detjiB; y .%;. Supon-
gamos que tenemos definidgs 1, B 1y .%_1 de forma que

£
Mg ,(Fi-1, F) =0.
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TomemosB; = Bi_1\Kj_1. ComoMg, C Mg, ,, por el Lema 1.6.3 tenemos que exi&teC B;

finito tal que

&
MBi(%vg)zm

donde.% = (Zi_1)k,. Para > 1 definamos
= {{ky,....k} :kj eKjparal< j<iy {ki,...,k} C F paraalgurF € # }.

Como los conjunto&p,, n € N son finitos tenemos qug; es finito para todd € N. Ademas, por

construccion ¢

2
de donde podemos deducir gée # 0 y por lo tanta#; # 0 parai € N. Claramente los conjuntos
J¢ son disjuntos.

Mg (Zi, ) = 0 parai € N

AFIRMACION.- Existgk!} € .71 tal que para todo i> 1 existe Ac % con{k'} C A.

Para probar la AFIRMACION observemos primero que de la definicion siedajuntos; se
tiene que
j
siAe ., entoncesAn | JKs € %) paraj = 1,2, ....i. (1.16)
s=1
De aqui se deduce directamente que dddos %1, el conjunto

Ay = {i € Ntal que existéA € .F con{k} C A}

es o finito, o bien tod®. Ademas, por (1.16) también se tiene que

U Aw =N
{kteon

Como_.#; es un conjunto finito, se tiene que algijxy no es finito, asi que existg!} € .71 tal

queAgy = Ny esto prueba la AFIRMACION.
Parai > 1 definamos ahora

K2 ={Ae # {K} Cc A}

Gracias a la AFIRMACION tenemos que los conjuntg son no vacios. Ademas esta claro que
son finitos y disjuntos dos a dos. Procediendo de forma analoga a como $hjgareprobar la
AFIRMACION, podemos encontrd? € K tal que{k!,k?} € %2 C J#; y para todd > 2 existe
Ac #? c # tal que{k!,k?} € A.

Siguiendo por recurrencia, podemos encontrar una sucgiéipoonk' € K;, y de forma que

(kLK. K'Y e H, ieN.

Por definicion de#; tenemos que existe € .# tal que{k!,k?,... . k'} C F y con ello, tomando

una subsucesion creciente @d&);, concluimos queZ no es una familia bien fundamentada con
lo que termina la prueba. O






Distancia a espacios de
funciones continuas

N este capitulo estudiamos problemas relacionados con distancias a espdciosiahes

continuas. Se&(X) el espacio de funciones continuas definidas en el espacio topolégico

Xy que toman valores reales. Consideramos alig¥y C R* y sead la métrica de la
convergencia uniforme eR* que aceptamos que tome valores infinitos. Por el teorema de Ty-
chonoff tenemos que i, es la topologia producto éRX, entonces un conjunto puntualmente

X
acotadaH C C(X) estp-relativamente compacto €1(X) si, y sélo siHS esun subconjunto de
C(X). Dado que los limites uniformes de funciones continuas son funcioneswasitesto Gltimo
ocurre si, y soélo si,
~ X
d(H™,C(X)) = sup d(f,C(X))=0
feﬁRX
por lo que& nos sirve para medir como de lejos eltale ser unry-relativamente compacto en
C(X).
El tipo de problemas que nos vamos a plantear en este capitulo
estan ilustrados en la Figura 1: dd& el conjunto de todos los ele-
X
mentos déH gue son puntos de aglomeracion de sucesiongs en
__RX R
T (H® puede ser estrictamente mas pequeﬁol-d]%e). Si p es lapeor
X ~
0 distancia deH® a C(X), la inclusionH® C He implica quep < d.
V En este capitulo estudiamos la existencia de una constante universal
M tal que para todo conjunto puntualmente acotdda R* se tie-
c(x) : ne qued < Mp. En la Seccién 2.4 vemos que esta constante puede
— tomarse comadvl = 2 si X = K es un conjunto compactolf es un
* ¢ conjunto uniformemente acotado €(K). Mas generalmente, en la
Figura 1 Seccidn 2.5 vemos que para la clase de los espacios numerablemente
K-determinadosX (también denominada por topdlogos como espa-
ciosZ-Lindelof X) podemos tomak = 5. La desigualdad

p<d<5p, (2.1)

de alguna forma nos da una lectura “cuantitativa” del hecho de quergatosty-relativamente
numerablemente compactog y-relativamente compactos @X) son los mismos para los es-
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paciosX en cuestion. En realidad, probamos una desigualdad mas fina que €449, el Teo-
rema 2.5.7, que nos da diferencia cuantitativa entre compacidad numerable y compacatad
dichos espaciofC(X), Tp).

Otro caso de estimacionesdgue nos dan propiedades cualitativas de los conjuh&espue-
de encontrar en [CMRO6]: la principal herramienta que se utiliza en dgtalares la técnica del
e-intercambio de limites dobles, Definicién 2.1.1. En este capitulo también desaoslén las
Secciones 2.1, 2.2 y 2.3 los resultados obtenidos en [CMRO06] para lcaquesdlemostraciones
distintas a las presentadas alli. El resto de las secciones contienen tesattgohales.

2.1 Limites iterados y oscilaciones

La siguiente definicion fue introducida por Grothendieck en [Gro52]larasoe = 0 para
caracterizar la compacidad en espacios de funciones continuas. €adgelMZ05] se amplio
parag > 0 en espacios de Banach, donde se usé para estudiar distanciaadesesspacios de
Banach (véase Capitulo 3). Por ultimo en [CMRO06] aparece esta nocidontal se presenta aqui

~ __wK
para estudiar la distancﬁs(H]R ,C(K)) que hemos presentado en la introduccion.

Definicién 2.1.1. Sea(Z,d) un espacio métrico, X un conjuntcey> 0.
(i) Se dice que una sucesi¢fi,)m en Z* g-intercambia limites con una sucesiog), en X si

d(limlim fin(xa), limlim fin(xa)) < €

cuando los limites involucrados existan.

(i) Se dice que un subconjunto H d& Z-intercambia limites con un subconjunto A de X, si to-
da sucesion en H-intercambia limites con cada sucesion en A. Cuanigo0 simplemente
diremos que H intercambia limites con A.

En la definicién des-intercambio de limites se pueden sustituir las sucesiones por redes tal
como vemos a continuacion.

Lema 2.1.2(][CMRO06, Lemma 2.1]) Sea X un conjuntdZ,d) un espacio métricaXy )qel Una
red en X y(fg)pcy unared en Z tales que existen los siguientes limites iterados

|ior{n|'ILI;n fg(Xa) y Iilgnlior(n fg(Xa).

Entonces existen sucesiones crecientes de inges C | y (Bm)m C J tales que

”,5”'",;“ fg(Xa) = Iirmlirm fg,(Xan)s

Iilgnl’lor{n fg(Xa) = IirEnIirEn fg.,(Xay)-
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Demostracion.Para simplificar la notacion, denotemos pgr= limg fg(Xa), do = limg fg(Xa),
p=Ilimgpg y q=1limgqq. Seaa; € N tal qued(qgq,,q) < 1y supongamos que hemos definido
B« € Npara 1<k<n-1yax €N para 1< k < n. Entonces, usando que pz = p y que
limg fg(Xa) = da Para 1< k < n podemos tomapg, (mayor queB, 1 sin > 1) tal que cumpla
qued(pg,, p) < ntly d(fg, (Xa), Aoy ) < n—! para 1< k < n. Por otro lado, comding gq =qy
limg fg (Xa) = Pg, para 1< k < n podemos tomao, 1 - ay tal qued(dq,,,,q) < (N+1)"1y
d(fg, (Xay.1)> Pg) < (N+ 1)~ para 1< k < n. Tendremos entonces claramente ¢ue)n Y (Bm)m
son las sucesiones que buscdbamos. Ol

Corolario 2.1.3. Sea X un conjuntdZ,d) un espacio métrico, K ZX y Ac X. Son equivalentes:

(i) H e-intercambia limites con A.
(i) Si (Xa)ael €s una red en A yfg)g, es una red en H entonces siempre que los limites
involucrados existan, se cumple que
o o <s
d(Ilor{nlllgn fﬁ(xa),llﬁmllgln fg(Xa)) < €
En [CMRO06] se usa el Lema 2.1.2 en la prueba de los resultados queapareesta seccion.
Sin embargo, tal como vamos a hacer aqui, se pueden demostrar edtadossiirectamente sin
necesidad de utilizar dicho lema, trabajando directamente con sucesibaggliénte resultado
nos va a permitir ligar las nociones gentercambio de limites y distancia. En la Definicién 1.1.8
hemos introducido el concepto de semioscilaciéri @Scgue utilizamos a continuacion.

Proposicion 2.1.4[CMRO06, Proposition 2.2]) Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, sea X
un espacio topoldgico y H un subconjunto deXCZ). Tenemos que:

(i) SiH e-intercambia limites con X y € ﬁzx, entonce®sc(f) < e.

_ 77X
(i) SiX esnumerablemente compactusg'(f) < € paratodo fe H” , entonces H-intercam-
bia limites con X.

77X
Demostracién.Veamos primero (i). Sehe H” y seaxp € X. Denotemo® = osc'(f,xp). Vamos
a construir por induccion una sucesiéq), enX y (fn)n enH tales que:

Como os¢(f,Xp) = 0, existex; € X tal qued(f(xp), f(x1)) > d—1. Comof € ﬁzx, podemos
encontrarf; € H tal qued(f(x), fi(x)) < 1 parai = 0,1. Claramenteq y f; cumplen las con-
diciones (i) y (ii). Supongamos que para ciente N hemos construidd; y X; para todo < n.
Tomemos

Un={xe X:d(fj(x0), fj(x)) <1/(n+1) paraj=1,2,...,n}.
Por la continuidad de las funcionds tenemos quéJ, es un entorno abierto de. Debido a

que os¢(f,xg) = 8, podemos encontrag 1 € Uy tal qued(f(Xo), f(Xnt1)) > 0 — Fll Usando
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de nuevo qud € ﬁzx, podemos encontrdi, 1 € H tal que para =0,1,...,n+ 1 se tiene que
d(f(x), far1(x)) < 1/(n+1). Claramente las sucesiones construidas cumplen las condiciones
gque buscabamos.

ComoZ es un espacio métrico compacto, podemos suponer sin pérdida de gadegakda
sucesion f (x,))n converge erZ. La condicion (i) implica que

lim (%) = f (%)
para todd y por lo tanto
I’|mmlir§n fn(Xm) = Iinrqnf(xm).
Por la condicion (iii) se tiene que
lim fn(%c) = n(xo)
por lo que
Himlim fo(xm) = 1im f(x0) = f (x0).

Por lo tanto, comdd e-intercambia limites coX tenemos que

d(f(xo),limf(xm)) <e.

m

Por otro lado, de la condicion (i) se deduce que

d(f(xo),limf(xm)) > & =0sc (f,Xo)

m

y en consecuencia 08d, xp) < €.
Veamos ahora (ii). Tomemos sucesiorigs), en X y (fm)m enH tales que los siguientes
limites existan

|IrEn|Ir¥1n fn(Xn) y Ilnr]nllrgn fa(Xm)-
ComoX es numerablemente compacto, la sucesiqiy, tiene un punto de aglomeraciéren X.

ComoZX es compacto, existé € ﬁzx un punto de aglomeracion dém,)m enZ*. Observemos
gue se tiene la desigualdad
d(f(x),l’lgnf(xn)) < osc(f,x). (2.2)

Como se tiene que
Iirr]nlinrqn fm(Xn) = Iignf(xn)
I’|nr1nl'|rr]n fn(Xn) = Iinrp fm(X) = f(x),

tenemos que

22
d(I’lrEnIinrp fm(Xn), I’|nr1nl’|nm fn(Xn)) = d(f(x),l’lgnf(xn)) (§ )osc*(f,x) <e.
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El siguiente lema nos permite estudiar que pasa cuangdnéercambio de limites se da en
un subespacio denso.

Lema 2.1.5([CMR06, Lemma 2.3]) Sea X un espacio topoldgic¢Z,d) un espacio métrico
compacto, D un subconjunto denso deeX; 0y f € ZX. Si todo punto x X tiene un entorno i
tal que

sup d(f(x),f(y)) <e
yeUyND

entonce®sc () < 2e.

Demostracion.Seax € X'y seay € Uy fijo. Tomemosd € DU, NUy. Entonces tenemos que
d(f(x), F(y)) < d(f(x), f(d)) +d(f(d), f(y) <e+e=2¢
y por lo tanto osg( f,x) < 2e. Comox era arbitrario el lema queda demostrado. O

Proposicion 2.1.6([CMRO06, Proposition 2.4]) Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un
espacio topologico y H un subconjunto deXCZ). Si H e-intercambia limites con un conjunto

denso D de X, entoncesc (f) < 2¢ para todo fe ﬁzx, y por lo tanto,0s( f) < 4e.

K
Demostracion.Fijemosd > €. Por el Lema 2.1.5 es suficiente con probar queESHR , entonces
para cadd € K existe un entorn® dey enK tal que

sup d(f(d),f(y)) <é. (2.3)
devnD

Veamos esto por contradiccién. Supongamos que

sup d(f(d),f(y)) > o
deunbD

para cada entornd dey. Denotemosiy =y. Comof € WRK, podremos encontray; € H que
satisface quel(gi(do), f(dp)) < 1. Usando quey; es continua, tenemos que existe un entorno
U dey tal qued(gi(dp),g1(d)) < 1 para todad enU. Por hipotesis, existd; € U ND tal que
d(f(dy), f(do)) > 6. Continuando por recurrencia, obtenemos una sucédignenD y (gn)n en

H tal que para cadac N

d(gn(d), f(di)) < % i=01,....,.n-1 (2.4)
d(g)(ch),gi(do)) < = j=1...n (25)
d(f(dy), f(do)) > 5. (2.6)

Tomando una subsucesion podemos suponef fjigg) ), converge erR. Tenemos que

B 2.4)
Iqunllnrpgm(dn) (:)Ilrmf(dn),
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limlimgm(ch) 2 limg(do) ¥ £ (do) = £(y),

asi que
o o ) (2.6)
d(limIimgm(dn). limlimgn(dn)) = d(lim f (dn), f(y)) >,
lo que contradice qui e-intercambia limites co® con lo que terminamos la prueba. Ol

Corolario 2.1.7. Sea X un espacio topologico numerablemente compggtd) un espacio meé-
trico compacto y HZ C(X,Z). Si H e-intercambia limites con un conjunto denso D de X, entonces
H 2¢-intercambia limites con X.

__7X
Demostracion.Por la Proposicion 2.1.6, tenemos que*¢$¢ < 2¢ para todof € H” , Y por lo
tanto, aplicando la Proposicion 2.1.4 tendremosid®z-intercambia limites coiX. O

El siguiente ejemplo nos muestra que las constantes 2 y 4 de la Proposicion@gliéden
ser mejoradas.

Ejemplo 2.1.8([CMRO06]). Sea X=Z = [—1,1] dotado de la métrica euclidea. SeaX — Z la
aplicacion definida para x [—1,1] como

1 1

. 11
1 -, —,...%L
sixe { 1503 }

-1 ixe{-1,—-2,—2,...
sixe {-1, 53 }s

1 . 1 1

) sixe [—1,0)\{—1,—5,—5,...},
g(x) = 0 six=0,

1 . 11

> S|xe(0,1]\{1,§,é,...},

1

Como la antiimagen mediante f de cada conjunto abierto es un conj@gtmontenido eri—1,1],
tenemos que g es una funcion de la primera clase de Baire. Por lo tantte aris sucesionfy,),

de funciones continuas de-1,1] en [—1,1] que convergen puntualmente hacia g. Definamos
H={f,:neN}yD=[-11\{0,£1,£5 £ .- }.

Usando qu€ f,), converge puntualmente haday la definicion deg se obtiene inmediata-
mente queH (1/2)-intercambia limites col y 1-intercambia limites coiX. Por otro lado, la
funciéng, que de hecho pertenece a la clausurédeumple que ogg) =2 y os¢(g) = 1 con
lo que podemos concluir que las constantes obtenidas son dptimas. O

SeaX un espacio numerablemente compacto yl$em subconjunta,-relativamente nume-
rablemente compacto €X(X,Z). Si tenemos sucesion€s,)m enX y (f,), enH tales que los
limites iterados existen, entonces es facil comprobar que ambos limites sos mbgtedonde
f es un punto de aglomeracion @), enC(X,Z) y x es un punto de aglomeracion ¢e,)m
en X. Por lo tanto, tenemos qué intercambia limites coiX. Debido a esto tenemos que las
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Proposiciones 2.1.4 y 2.1.6 son versiones cuantitativas de un result&iedein-Grothendieck
(véase por ejemplo [FIo80, p. 12]) que se obtiene haciend® en los resultados mencionados y
gue recogemos en la proposicion siguiente.

Corolario 2.1.9. Sea X un espacio numerablemente compacto, Z un espacio métricoatompa
H un subconjunto de X, Z). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() H estp-relativamente numerablemente compacto €§.Q).
(i) H intercambia limites con X.
(iif) H intercambia limites con algin conjunto denso de X.
(v) AZ cC(X,2).

(v) H estp-relativamente compacto enX, Z).

2.2 Limites iterados y distancias

Usando ahora la Proposiciéon 2.1.4 y el Teorema 1.1.9 podemos ligar la "eciéntercambio
de limites con la de distancia a espacios de funciones continuas.

Corolario 2.2.1 ([CMRO06, Corollary 2.6]) Sea X un espacio topoldgico y sea H un conjunto
uniformemente acotado deX).

(i) SiX es normal y He-intercambia limites con X, entonces

A X
(i) SiX es numerablemente compactd(le ,C(X)) < &, entonces He-intercambia limites
con X.

Demostracién.Basta aplicar el Teorema 1.1.9 y la Proposicion 2.1.4. Nétese que podeanos us
la Proposicion 2.1.4 porqué es uniformemente acotado:|$i(x)| <M paracadxc Xy f € H,
podemos miraH C C(X,[—M,M]). O

La Proposicién 2.1.7 junto con el Teorema 1.1.9 nos da el siguiente Corolario

Corolario 2.2.2. Sea X un espacio normal y sea H un subconjunto uniformemente acaado d
A X
C(X). Si H e-intercambia limites con un conjunto denso de X, entod(:blg ,C(X)) < 2e.

Gracias el Ejemplo 2.1.8 tenemos que las constantes del Corolario 2.2.2 grd&dr® 2.2.1
apartado (i) son de nuevo Optimas. Vemos ahora con el siguiente ejempoapmnstante 2 obte-
nida en el Corolario 2.2.1 apartado (ii) es también optima.

Ejemplo 2.2.3([CMRO06]). Consideremos el espacio=X{0}U{1/k: k € N} dotado de la topo-
logia inducida poiR. Definamos ahoranf: X — R como fi(t) = (1—t)" paracadane Nyt e X.
Tomemos H= {f,: ne N}.
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La sucesior fn), converge puntualmente a la funcion caracteristiga de donde se deduce

X ~ X
queH]R =HU{X{0}. Por el Teorema 1.1.9 tenemos claramentecﬂ(llfe]R ,C(X)) =1/2. Por
otro lado, si tomamosgy = 1/k tenemos queimn, limy f,(x) = 1 y limglim, fo(X<) = 0. Por lo
tanto la constante 2 del Corolario 2.2.1 apartado (ii) es 6ptima. O

La Proposicién 2.1.7 junto con el Teorema 1.2.19 nos da el siguiente Gorolar

Corolario 2.2.4 ([CMRO06, Corollary 2.8]) Sea X un espacio topolégico paracompacto, Z un
subconjunto convexo y compacto de un espacio normado y se€¢X,Z). Tenemos que:

(i) SiH g-intercambia limites con X, entonces
~ 72)(
d(H™ ,C(X,2)) < 2e.

A 7X
(i) Siademas X es numerablemente compad( ,C(X,Z)) < €, entonces He-intercam-
bia limites con X.

A continuacion vemos con otro ejemplo que la convexidad @s esencial en el Corolario
2.2.4. Concretamente vemos que para gadadN existe un espacio métrico compaci d), un
~ 7K
espacio compacti y un subconjuntdd del conjuntoC(K,Z) tales queoI(HZ ,C(K,Z2))=1y
H (1/n)-intercambia limites coiK. Con esto queda probado no s6lo que la cota obtenida en el
apartado (i) no es valida Zino es convexo sino también que no es posible dar cota alguna.

Ejemplo 2.2.5([CMRO06, Example 2.9]) Fijemosn € Ny sea

Z=[-1 {O}UU{} x [0,1] ¢ R?

i=—n

dotado con la métrica euclidea. S€a- [—1, 1] con la topologia euclidea y sgaK — Z definida
por la formula
i . [
-1 site |-,—),i=—n,—n+1,...,.n—1,
ot — ) &Y =) +
(1,1)  sit=1.

Obsérvese que para cafl& C(K,Z), o bien se tiene qué(t) = (s,0) para algurs,t € [-1,1], 0
bienf(K) C {i/n} x [0,1] para algun. En ambos casos tenemos @i(é,g) > 1. Comod(g, fo) =
1 parafg : K — Z la funcion constante que toma el val0r 1) € Z, tenemos qud(g,C(K,Z)) =1

Parak > n tomemos .
ii+1 1
A= UL L_, Ju{1} c K.

i=—n
Esta claro que podemos tomar una sucesion de funciones contipuas tales quefy|a, = 9|a,-
Claramente dicha sucesion convergera puntualmegteDafinamosH = { fx : k > n}. Se tiene
~ 7K
qued(HZ ,C(K,Z)) =1yH (1/n)-intercambia limites coK:
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_ 7K ~ 7K
Por un laddd” =HU {g},yporlo '[antod(HZ ,C(K,Z)) = 1. Veamos ahora que el conjunto
H (1/n)-intercambia limites coiK. Tomemos una sucesigh;); enH y una sucesioifx;); enK
tales que los siguientes limites existan

limlimhi(x;) 'y limlimh;(x;).
i jooi

Si la sucesior(h;); tiene s6lo una cantidad finita de elementos distintos tenemos entonces que
los dos limites anteriores deben de ser iguales. Supongamos por tanto lgpusudiesion tiene
infinitos elementos distintos. Comnid;); C H, tomando otra subsucesion podemos suponer que
(hi); converge puntualmente haaay tomando una subsucesion, debido a Kues un espacio
métrico compacto, podemos suponer (xj¢; converge hacia algime K. Tenemos entonces que

lim 1im; i (x;) = limi g(xj) = g(x) y lim; lim; hi(x;) = lim; g(x), pero comoiim; x; = x, teniendo

en cuenta la definicion dgse obtiene qud(g(x),lim; g(x;)) < 1/n. O

La Proposicion 2.1.6 junto con el Teorema 1.2.19 nos da el siguiente Gorolar

Corolario 2.2.6. Sea X un espacio topoldgico paracompacto y sea H un subconjuntod&C
~A__7X
quee-intercambia limites con un conjunto denso de X, entod(:EI§ ,C(X,2)) < 4e.

2.3 Distanciay envolturas convexas

El objetivo principal de esta seccion es probar el Teorema 2.3.1 qudicegue els-inter-
cambio de limites se conserva cuando tomamos envolturas convexas. Bkéeloese probd en
[CMRO6, Theorem 3.3] y anteriormente se hizo para el caso menosafjdearspacios de Banach
en [FHMZO05, Theorem 13]. La prueba que damos aqui es originabgasa en la prueba del teo-
rema de Krein-Smulian debida a [Pt&463], usando su lema combinatorio jusvatarcambio de
limites como Fabian, Hajek, Montesinos y Zizler [FHMZO05] hicieron para@epale Banach.

Teorema 2.3.1([CMRO06, Theorem 3.3])Sea Z un subconjunto compacto convexo de un espacio
normado E, X un conjunto cualquiera, H un subconjunto deyZs > 0. Si H e-intercambia
limites con X entonces su envoltura conveaav H) -intercambia limites con X.

Demostracién.ComoZ es un subconjunto compacto de un espacio normado, &4ist@ tal que
|z|| < M para toda € Z. Supongamos que tenemos una suce§igi en con(H) y (Xm)m enX
tales que lo siguientes limites existan y cumplan que

| im1im f(Xm) — limlim f,(xm) || = €.
n m m n
Tenemos que demostrar gele< €. Podemos suponer sin pérdida de generalidaccfe0. Sea
F C H un conjunto numerable tal qui € convF para todon € N. ComoF es un conjunto

numerable Y es un espacio métrico compacto, tomando una subsucesion podemos swgone
el limite limy, f (xy) existe para todd € F. Denotemos

T(f)::l’lrgnf(xm) para feF.
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Sif =3 1Aigi conA € Ry g € F, podemos definil (f) como

Turzmwmmaimmmamzi@um. (2.7)

Tenemos asi definida una aplicacibnconvF — Z. Por lo tanto
Iignl’lrgn fa(Xm) = Iiran(fn)

asi que
|'lrET1T(fn) —Iinrplirm fa(xm) =2z con ||z]|=¢€'. (2.8)

TomemosB € (0, ') arbitrario. Elijamos > 0y y > 0 tales que
B+2yM < &' —d. (2.9)
Por (2.8), eliminando una cantidad finita de indices podemaos suponer que
IirEnT(fn) - ”,ﬁn fa(xm) = Iirm(T(fn) — fa(Xm)) =z+2zm con ||zy| < & (2.10)
para todan. Paraf € F denotemos
F(f) :={meN:[T(f) = f(xm)l = B}
Por (2.7) tenemos que cafléf) es un subconjunto finito d¥.

AFIRMACION.- No existe: : N — [0,1] una media convexa sobié tal que para
cada fe F

> un) <y
nel (f)

Veamos esto por reduccion al absurdo y supongamos que si gxiste esas caracteristicas.
Consideremos ahora el funcional de Difacx ~~ & dondedy(f) = f(x), x€ X, f € ZX. Tomemos

yi=' 3 p(m)(T-&,).

meN

Dadof € F tenemos que

Iy(HIl = ZNu(m)(T(f)—f(Xm)) <
< Y HMTE) = f(xm)l| + HM)[[(T(F) = f(xm))[| < 2yM +B.

mer(f) meN\T ()
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En particular tenemos qu/( fn)|| < 2yM + 3 para todan € N. Asi que

2yM -+ B = limly(fo)l| = | 5 s(m)IM(T (fn) — fo(xm)) | (210)
meN
=lz+ Y pmznl| = Iz || 5 p(m)ze| > € -5
meN meN

lo que es imposible por (2.9) y con esto queda probada la AFIRMACIONc#mlo ahora el
lema de Pték, Teorema 1.6.4, tenemos ffuef ) : f € F} no es una familia bien fundamentada y
por tanto, existe una sucesi@my,), enN y una sucesiongp)p enF tales que

{my,...,mp} C ' (gp) paratodop € N,

es decir
[T(gn) = Gn(xm,)[| = B si p<n. (2.11)

Tomando una subsucesion, podemos suponer que el limitgr(xm,) existe para tode € N.
Tenemos entonces que

. @7
limlimgn(xm,) ="1imT (gn).
Por otro lado
: S - (2.11)
||I|rr]nT(gn)—Ilpllpgn(xmp)n:I|g1||r|]*nHT(gn)—gn(xmp)|| > B

asi que

y esto se puede hacer con tofiatal que 0< 8 < €. Como(g,), €s una sucesion &n C H
deducimos que’ < € con lo que concluimos la prueba. Ol

Corolario 2.3.2([CMRO06, Theorem 3.6])Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo
y compacto de un espacio normado E yHC(K,Z). Entonces
K ~ 7zK
(conv(H) ,C(K,2)) <4d(H™ ,C(K,2)).
Demostracién.Basta aplicar el Corolario 2.2.4 y el Teorema 2.3.1. Ol

Corolario 2.3.3. Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo y compact@sgeaaio
normado E y HC C(K,Z). Entonces H es,-relativamente compacto en(K,Z) si, y solo si,
con(H) esTp-relativamente compacto enK, Z).

Corolario 2.3.4 ([CMRO06, Corollary 3.4]) Sea K un espacio compacto yHC(K) uniforme-
mente acotado. Entonces

d(conv(H)" .C(K)) < 2d(H
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Demostracion.Basta aplicar el Corolario 2.2.1 y el Teorema 2.3.1. O

En este Ultimo caso también es posible estudiar que ocurre clthmdoesta contenido en
C(K).

Teorema 2.3.5[CMRO06, Theorem 3.5]) Sea K un espacio compacto yHRX uniformemente
acotado. Entonces oK .
d(con(H) ,C(K)) <5d(H" ,C(K)).
K
Demostracion.Debido a que sitomamos la clausura puntual de (Bﬂr%\};) obtenemosonvH )]R ,

tenemos que la desigualdad anterior se cumpleasn y soélo si, ocurre con su clausura. Por lo

~

tanto podemos suponer gHees cerrado el con lo que&(ﬁRK,C(K)) =d(H,C(K)).
Seae > d(A™,C(K)) = d(H,C(K)). Para cadd < H existira una funciom e C(K) tal que
d(f,gr) <e. (2.12)

SeaHp := {gf : f € H}. Tenemos claramente qu#, esta contenido el + €B,_ ) que es
compacto en la topologia producto ya ddees cerrado y uniformemente acotado. Por lo tan-

—__mK
to Ho]R C H +€By, k). Por otro lado, esta claro qut C Ho + By, k) por lo que tenemos que
K
Ho' CHo+ 2eBy, k) Y comoHo C C(K) podemos deducir que

~ 7RK
d(Ho ,C(K)) < 2,
por lo que aplicando el Corolario 2.2.1 tenemos Hyde-intercambia limites coK, y por lo tan-
to, por el Teorema 2.3.1, cofhdp) 4¢-intercambia limites coK. De nuevo por el Corolario 2.2.1
tenemos que
RK
COI’]V(HQ) C C(K) + 4gBZ°o(K)

asi que por (2.12) tenemos que

K K
conMH)  Ccon(Ho) +&€By, k) C C(K) +5¢By, k)
con lo que terminamos la prueba. O

Observacion 2.3.6.Como pondremos de manifiesto en la Observacion 3.1.9, la constante 2 del
Corolario 2.3.4 es Optima y en el Teorema 2.3.5 no podemos poner ustaot&menor que 3.

2.4 \ersion cuantitativa de la angelicidad deC(K) con K compacto

SiK es un espacio compacto es conocido que el espacio), 7,) es angélico, ver definicion
abajo. Nuestro objetivo en esta seccion es obtener una version cuantiateste resultado en
términos de distancias al espa€i(K). Recordemos primero la definicién de espacio angélico.
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Definicion 2.4.1. Sea(Y, T) un espacio topologico. Diremos que Y es un espacio angélico si para
todo subconjunto A relativamente numerablemente compacto en 'Y se téene qu

() A es relativamente compacto,
(i) siye A', entonces existe una sucesidn)n en A convergente a'y.

El siguiente lema que se puede encontrar en la demostracion de [Flo@deihe.6].

Lema 2.4.2. Sea(Z,d) un espacio métrico compacto y sea X un conjunto. Entonces dadas
f1,f2,...,fn € Z¥ y 6 > 0, existe un subconjunto finito € X tal que para cada x X existe
y € L tal que

d(fk(y), f(x)) <o

para todol < k<n.

Demostracién.Consideremos ed" la métrica dada por

oo ((Xic), (Vi) := sup d(X, Yi)
1<k<n
donde(xx), (Yk) € Z". Tenemos entonces que esta métrica induce la topologia produ&d en
SeaB := {(f1(x),..., fn(X)) : x € X}, entonces la familidBe ((f1(X), ..., fa(X)),d) : x€ X} esun
cubrimiento abierto del conjunto compa@% . Por lo tanto existe un conjunto finitoC X tal
que
BC U Boo ((f1(Y),- .-, fn(y)),0).

yeL
Claramente este conjuntocumple lo deseado. O

Teorema 2.4.3([CMRO06, Proposition 5.2]) Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un con-

_7X
junto y H un subconjunto de’Zquees-intercambia limites con X. Entonces dade f° , existe
una sucesiornf,), en H tal que

supd(g(x), f(x)) < &

xeX

para todo punto de aglomeracion g d&), en Z¥.

Demostracién.Definamosf; ;= f. Aplicando el Lema 2.4.2 obtenemos que existe un conjunto
finito Ly C X tal que

QLTd(fl(X)» fay)) <1
para cada € X. Supongamos que hemos elegido funciofies ., f, € H y subconjuntos;, ..., Ly
deX tales que

m
d(fm(y), f1(y)) < % paratodo KX m< ny para todoy € U Lk
k=1
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minmax{d(fx(x), fk(y))} < 1 paratodo I< m< ny para todo € X.
yeLm k<m n

_7X
Comof; € H” existef,, 1 € H tal que

1 n
d(fara(y), fi(y)) < —— paratodoy € | J L.
n+1 e

Por otro lado, aplicando el Lema 2.4.2:af5,..., fhi1y 0 = ﬁ tenemos que existg,, 1 tal que

. i 1
yngLrllkr;\%{d(fk(x), f(y))} < i1 para todox € X.

©0

Sea ahor® := U Lk. Parax € X fijo podemos construir una sucesifn), enD tal que
k=1

max{d( 1), flyn)) } < 1/n
para cada € N. Tenemos entonces que

Iirr]n f(yn) = fk(x) para toddk € N.

Tomemos un punto de aglomeracigde ( fy)x enZX y una subsucesioffy; ) j tal que en el punto
fijo x se cumpla quéin; fy; (x) = g(x). Tenemos entonces que

limlim f; (yn) = lim fi; (x) = g(x).
Por otro lado, como para togos D se cumple quéiny fy(y) = f1(y) tenemos que
Iignl'ljm fi, (Yn) = Iirr]n fi(yn) = f1(x) = f(x).
ComoH ¢-intercambia limites coX concluimos que
d(g(x), f(x)) < ¢
y esto ocurre para todoe X con lo que termina la prueba. O

Corolario 2.4.4. Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un conjunto y H un subconjunto

__7X
de ZX que intercambia limites con X. Entonces dade A- , existe una sucesioff,), en H
puntualmente convergente a f.
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Demostraciéon.ComoH O-intercambia limites coiX, por el Teorema 2.4.3 tenemos que dada

77X
f e H” , existe una sucesidrfy), enH tal qued( f(x),g(x)) = 0 para todo € X y todo punto de
aglomeraciorg de ( f,)n enZX. Tenemos entonces quees el tnico punto de aglomeracion de la

_7X .,
sucesion fn)n que esta contenida en el conjunto compad:%o. Por lo tanto la sucesién converge
puntualmente d. O

Definicién 2.4.5. Sea X un espacio topolégic®, d) un espacio métrico y k- ZX, definimos

ck(H) := supd(clustx(¢),C(X,2)),
peHN

dondeclustx(¢) denota al conjunto de puntos de aglomeracion de la sucegién el espacio
producto Z.

Si H no es un conjunto relativamente compactoZ&ntenemos que existe una sucesin
enH con clusgx(¢) = 0. En tal caso, dd) = +o ya qued(0,C(X,Z)) = +o puesto que por
definicién consideramos quef0 = +co.

Observacion 2.4.6.0bservemos que si H es un conjunto relativamente numerablementacomp
to en(C(X,Z), 1p) entonces todo sucesion de H tiene puntagaglomeracion en CX,Z) y por
lo tantock(H) = 0.

Necesitamos el siguiente lema para los resultados que siguen.

Lema 2.4.7([ACDb]). Sea K un espacio compaci@,d) un espacio métrico y H un subconjunto
de CK,Z). Entonces H2 ck(H )-intercambia limites con K.

Demostracion.Sea( f,)m una sucesion eH, (X,)n una sucesion el y supongamos que existen
los limites iterados
limlim (X [imlim f .
nmm(n) y mnm(xn>

Supongamos que (M) < 4o puesto que en caso contrario el resultado es inmediato. Fijemos
a € R cona > ck(H). La sucesior f)m tiene un punto de aglomeracidre ZK (en la topologia
producto) tal quel(f,C(K,Z)) < a. Fijemos ahord’ € C(K,Z) tal que

supd(f(x), f'(x)) < a. (2.13)

xeK

Tomemosx € K un punto de aglomeracién d&,),. Como f’ y cadafy, son continuasf’(x) y
fm(X) son, respectivamente, puntos de aglomeracioff &) )n y (fm(Xn))n. Por lo tanto pode-
mos tomar una subsucesio, )k de (X,)n tal que Imy f'(xn, ) = f/(x). Por lo tanto

d(limf (xa,), f(x) <

(2.13) (2.14)
< d(lilznf(xnk), |'I|£n f/(Xnk)) +d(f'(x), f(x)) < 2a.
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Por otro lado
Iinr]nl'lrr]n fm(Xn) = Iinrqn fm(X) = f(x)

asi que
d(Iirr]nIinr1n fm(xn),l'lrf]nlirr]n fn(Xn))
(2.14)
:d(l'lrrplinr]n fm(Xn), (X)) :d(li&nf(xnk),f(x)) < 2a.
Como esto lo podemos hacer para teds ck(H), H 2 ck(H)-intercambia limites coK. O

Corolario 2.4.8 ([ACb]). Sea K un espacio compact@,, d) un espacio métrico compacto y H
7K
un subconjunto de &, Z2). Si f € H” entonces existe una sucesidn)n en H tal que

supd(f(x),9(x)) <2ck(H)

xeK
para todo punto de aglomeracion g d&), en Z¥.

Demostracion.Por el Lema 2.4.7H 2ck(H )-intercambia limites coiK. Basta aplicar ahora el
Teorema 2.4.3. ]

Corolario 2.4.9([ACb]). Sea K un espacio compacto y H un subconjunto @) @niformemente
acotado. Entonces R
ck(H) < d(H™ ,C(K)) < 2ck(H)

__mwK . - 4
ysife HY , entonces existe una sucesidn), en H tal que

sup|f(x) —g(x)| <2ck(H)

xeK
para todo punto de aglomeracion g d&), enRRK.

Demostracion.La desigualdad
~ K
ck(H) < d(H™,C(K))
se sigue inmediatamente de la definicion dé-k Por otro lado, por el Lema 2.4.7 tenemos que
H 2ck(H)-intercambia limites coK y por lo tanto por el Corolario 2.2.1 tenemos que
~ 7RK
d(H ,C(K)) <2ck(H).

__mwK
Por ultimo, sif € H]R , comoH es uniformemente acotado, por el Corolario 2.4.8 tenemos que
existe una sucesidify)n enH tal que para todo punto de aglomeracigpde (f,), se tiene que

sup|f(x) —g(x)| < 2ck(H).

xeK
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Ejemplo 2.4.10(JACD]). El siguiente ejemplo muestra que la constante 2 en la desigualdad
RK

d(H" ,C(K)) < 2ck(H)

en el Corolario 2.4.9 no puede mejorarse en general.
Consideremof0, w | el intervalo de todos los ordinales menores o iguales que el primer ordi-
nal no numerabley;. Sea ahora

K= ({~1,1} x [0,an])/R

dondeR es la relacion definida poaRysi, y solo si

X=Yy

ny € {(_17 0)1)7 (17 (*}l)}
Clarament& es un conjunto compacto. Para< «wj definamosf, : K — R como

) 0 siy>a,
f"("y):{ i siy=<a

y pongamod = {fy : a < w1} C C(K). Si(fg,)n €S una sucesion gy o := sup{an : n € N}
entoncesa < w, Y fq,(i,8) = 0 para todon € Ny 8 = a. Por lo tanto sig es un punto de
aglomeracion défg, )n, tenemos qug(i, ) = 0 para tod@3 > a. Si definimosh: K — R como
h(i,)=0siB>ayh(i,B)=i/2sif < aentonceh € C(K) y d(h,g) < 1/2 para cada punto
de aglomeraciog de( fq,)n. Por lo tanto ckH) < 1/2.

Por otro lado, la funciém’ : K — R definida comdY(i,8) =0si=w y h'(i,B) =i si

B # w, pertenece a y claramente ogtf) = 2 = 2d(,C(K)), véase Teorema 1.1.9. Entonces
dA™ C(K)) > d(W,C(K)) > 1> 2ck(H)

y por lo tanto, por el Corolario 2.4.9 se tiene qL(ERK,C(K)) = 2ck(H). O
A partir del Corolario 2.4.4 se obtiene facilmente el siguiente resultado.

Corolario 2.4.11 (véase[Flo80, Theorem 3.7]pi K es un espacio topoldgico compactzyd)
€S un espacio metrico compacto, enton@@s<, Z), tp) es un espacio angeélico.

En realidad el Corolario 2.4.11 también es valido para un espacio métricaeditMo nos
entretenemos en demostrar esto ahora ya que en la siguiente seccidmolsteneno corolario
un resultado mucho mas general.

Como comentamos en la Observacion 2.4.61 ss un subconjunto relativamente numerable-
mente compacto efC(X), 1p), se tiene que k) = 0. Sin embargo, no sabemos si el reciproco
es cierto en general. Tras el Corolario 2.4.9 podemos concluir queiiagec es cierto K es un
espacio compactoli es uniformemente acotado. En la siguiente seccién veremos que también es
cierto en una situacion mas general.
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Corolario 2.4.12([ACb]). Sea K un espacio compacto yHC(K) un conjunto uniformemente
acotado. Son equivalentes:

(i) ck(H) =0,
(i) H estp-relativamente compacto,
(i) H es tp-relativamente numerablemente compacto.

basta tener en cuenta que por el Corolario 2.4.9, (i tk= 0 entonces

~ 7RK

d(H" ,C(K))=0
y por lo tantoH esTtp-relativamente compacto. O

Problema 2. Sea X un espacio topologid@, d) un espacio métrico y k- C(X,Z). Sick(H) =0,
¢se tiene que H es relativamente numerablemente compactXes @

2.5 Version cuantitativa de la angelicidad d&C(X) con X numerable-
mente K-determinado

En esta seccion estudiamos una version cuantitativa de la angelicidad dpaaseC(X)
paraX numerablementk-determinado. La angelicidad de estos espacios fue probada por-Orihue
la en [Ori87], donde los resultados alli dados se demuestran en el casgemgral en el que
X es un espaciaveb-compactoSin embargo, para nuestra version cuantitativa nos restringimos
a los espacios numerablemektaleterminados ya que esta clase es muy interesante, tanto para
topblogos como para analistas y ya que en este caso estan las ideadessdaaiaa posible ex-
tension: notamos que nuestros resultados pueden extenderse sin dificlaltelase de espacios
web-compactos. Veamos ahora la definicion de espacio numerabldfidaterminado.

Para ello recordemos primero lo que es una multifuncién superiormente sémieorsiY
es un conjunto, denotamos pof(Y) a la familia de subconjuntos dé Dada una multifuncion
F:X— 2(Y)yAcC X un conjunto, abusando de la notacion denotaf@s = Uyca F (X).

Definicion 2.5.1.Sean X e Y dos espacios topologicos:XF— (Y ) una multifuncion. Diremos
que F es superiormente semicontinua si para cadaxXxy cada abiertoV de Y tal que(k) C V,
existe un entorno U de x en X tal quéUF) C V.

En lo que siguelN se considera dotado de su topologia produgtoara la cual es un espacio
polaco (es decir, es un espacio métrico separable completo).

Definicion 2.5.2. Diremos que un espacio topoldgico X es numerablemente K-determinado s
existe una multifuncion superiormente semicontinu&F— £2(X) para algin conjunt& ¢ NY
tal que H o) es compacto paratodo € 2y F(Z) = X.
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Los espacio®m-compactos son ejemplos de espacios nhumerablerfedtterminados. Otro
ejemplo de estos espacios sonkeanaliticos (véase [Tal79]). Dentro del conjunto de espacios de
Banach numerablemenke-determinados se encuentran los separables, 0 mas generalmente, los
espacios débilmente compactamente generados. Una buena referem@apaacios numerable-
menteK-determinados es [Ark92], donde aparecen con el nombesplgcioz-Lindel6f [Tal79]
es una buena referencia para espacios de Banach numerablér@etierminados cuando los
dotamos de la topologia débil.

Recordemos que $i C ZX es un conjunto de aplicaciones de un espacia un espacio
métricoZ, se denota

ck(H) := supd(clustx(¢),C(X,2)),
peHN
donde clustx es el conjunto de puntos de aglomeracion de la sucgs&mz*. Obsérvese que el
siguiente lema es una generalizacion del Lema 2.4.7.

Lema 2.5.3([ACb]). Sea X un espacio topoldgic,d) un espacio métrico y H un subconjunto
de(Z*,1p). Si definimos

g :=ck(H)+d(H,C(X,2)),
entonces He-intercambia limites con todo subconjunto relativamente compacto de X.

Demostracién.Podemos suponer sin pérdida de generalidadgue-« ya que en caso contrario
el resultado es trivialmente cierto. Sef)m una sucesion eH, (x,)n una sucesion contenida en
un subconjunto relativamente compactaxdg supongamos que los siguientes limites existen

Iirﬁnlirmfm(xn) y Iinqql'lrr]nfm(xn).

Sifijamosa € R cona > ck(H), entonces la sucesidrim)m tiene un punto de,-aglomeracion
f € ZX tal qued(f,C(X,Z)) < a. Observemos que

Iirﬁnlinr]n fn(Xn) = Iirﬁnf(xn). (2.15)

Fijemosf’ € C(X,Z) tal que
d(f,f) <a. (2.16)

Por otro lado, si fijamog € R con > d(H,C(X,Z)), entonces parm e N existef/, € C(X,Z)
tal que
d(fm, fi) < B. (2.17)

Fijemos ahora € X un punto de aglomeracion dg,),. Comof’ y f/ son funciones continuas,
f'(x) y f/,(x) son, respectivamente, puntos de aglomeracidifde,))n y (f1(X:))n €n el espacio
métrico(Z,d) y asi podemos tomar una subsucesién)x de (x,)n tal que Tmy f' (X, ) = f'(X) y
limy fn(Xn,) = fr(X) para cadan € N. Por lo tanto tenemos que

d(im £ (), (X)) < d(lim  (0,), 1M (0,)) + A (£ (), () “2%2a (2.18)
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y que
d(”{n fm(Xn,), fm(X)) < d(I’llin fm(Xn,) I'||£n fn(Xn)) +d(fr(X), fm(X)) (2517)2[3. (2.19)

Tomemos ahora una subsucesidg, ) ; de (fm)m tal quef (x) = lim; frm, (x). Obtenemos entonces
que

(2.19)
d(IirTmIirm fm(xn),f(x)):d(l’lml’llzn fm, (X ), 1TM T (X)) < 2
j j

(2.18)
d(limlim fia(%a), f () (2':15)d(l'||£nf(xnk), f(x) < 2a.
Combinando las dos ultimas desigualdades tendremos que

d(I’lrr]nI'lnr1n fn(Xn), Iinrqnlirr]n fm(Xn)) < 20 + 2.

Como esto es cierto para todo> ck(H) y B > d(H,C(X,Z)) la prueba concluye. O

El siguiente lema se usara varias veces en la prueba del Lema 2.5.5: esextemmnde el
Lema 2.4.2 reemplazando alli las hipétesis de @le) es un espacio métrico compacto por la
menos restrictiva de que&,d) es separable.

Lema 2.5.4([ACb]). Sea(Z,d) un espacio métrico separable y sea X un conjunto. Dadas funcio-
nes i,..., f, € ZX y D C X, existe un conjunto numerabled.D tal que para cada x D

LT A, ko) =0

Demostracién.La métrica
des (1), (80)) == Sup d(t.S).

1<k<n

(t), (sx) € Z", nos da la topologia producto del espagio(Z", d.,) es un espacio métrico separa-
ble, asi que su subespacio

H = {(f1(x), f2(x),..., fa(X)) : x € D}
también es separable. Por lo tanto, existe un conjunto numerable tal queH C G* donde

Gi={(fa(y), fa(y),.... fn(y)) 1y € L}.

En otras palabras, para cada D tendremos que

(f1(X), f2(X),..., fa(X)) € G~ ,

o lo que es lo mismo

0= infdw (g, (f1(x),..., fa(x))) = inf max d(fi(y), f(x)).
geG

yeL 1<k<n
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En el siguiente lema vamos a usar la notacién que explicamos a continuaciosa.N\Sy si
a = (ag,a,...), entoncesr|n := (a,ay,...,a,). SeaZ un subconjunto d&", denotaremos por
F(Z) al subconjunto de todas las sucesiones finitas de enteros pobitiVagefinido por

F(Z)={(a1,@,...,an) € N® . existea € 3, aln= (ag,@2,...,an)}.

Sea{A, : a € X} una familia de subconjuntos no vacios del conjufit®adoa = (a,ap,...) €
y n € N escribimos

Con=|J{As:BeZyBIn=aln}.
Como es habitual, dado un conjur@a_ X y una sucesiofix,), en X diremos quex,), esta

eventualmente e@ si existem € N tal quex, € C paran > m.
El siguiente lema es la clave para la prueba del Teorema 2.5.6.

Lema 2.5.5([ACDb]). Sea(Z,d) un espacio métrico separable, X un conjunto, H un subconjunto
del espacio Z y € > 0. Supongamos que:

(i) existeZ ¢ NYy una familia{A, : a € =} de subconjuntos no vacios de X que cubre X;
(i) paracadao = (aj,ay,...) € Z el conjunto He-intercambia limites en Z con cada sucesion
(Xn)n €n X que esta eventualmente en cada conjugtg,@n e N.

_7X
Entonces para cada € H” existe una sucesidif,)nen €n H tal que

supd(g(x), f(x)) <€

xeX
para cualquier punto de aglomeracion g (i )nen €n Z¥.

Demostracion.Definamosfy := f. Como KX) es numerable, existe una biyeccipnN — F(Z).
DenotemoDy, := Cy () para cada € N.

AFIRMACION.- Existe una sucesion de funciongdif ..., f,,... y una sucesion de
conjuntos ly,Lo,...,Lp,... con las siguientes propiedades:

(@) Ln={I7,13,...,1f,-..} es un subconjunto numerable dg para cada ne N;
(b) para cada ne Ny cada xe D, tendremos

inf maxd(fk(y), f(x)) =0; (2.20)

yeLn 0<k<n

(c) para cada ne N la funcion f, pertenece aH'y
d(fa(y), fo(y)) < % para cada ye {Ili 11<k<nl1l<j<n}. (2.21)

Vamos a probar la existencia de las sucesiones anteriores por regirren

PRIMER PASOAplicando el Lema 2.5.4 B := D7 y fo obtendremos un subconjunto numerable
Ly ={I}13,...)1%,...} deDj tal que

’|an d(fo(y), fo(x)) = 0 para cada € Dj.
yela
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Comof € ﬁzx, existef; € H tal que

d(f(13), fo(1})) < 1.
INDUCCION.Suponiendo que tenemég f1, ..., fny L1, Lo, ..., L, satisfaciendo (2.20) y (2.21),
aplicamos el Lema 2.5.4@:=Dy.1 Y fo, f1,..., f, para obtenek,,. 1 C D11 tal que

yelpntlogrpgﬁld(fk(y), fc(x)) = 0 para cad& € Dy 1.

De nuevo, comd € ﬁzx podemos tomar una funcidiq. ; € H tal que
d(fnsa(9). foly)) < — Paracadye il 1<k<n+11<]<n+1),

Las sucesiones construid&s f1, ..., fn,... y L1,L2,...,Ln,... cumplen(a), (b) y (c) y asi queda
terminada la prueba de la AFIRMACION.

Veamos ahora que la sucesifip), tiene las propiedades que queremos: fijemos un punto de
aglomeraciory de( f,)n enZ* y fijlemos un punto € X, tenemos que probar qdég(x), f(x)) < e.
Observemos primero que la desigualdad (2.21) implica que

lim fa(y) = f(y) para cady € L = U Ln. (2.22)

neN

Tomemosa = (a3, a,...) € Ztal quex € Ay y definamos
P:=¢ '({ajn:neN}) cN.

P es un conjunto infinito ya qué es una biyeccion. Comoe (,.p Dp, al aplicar (2.20) a cada
p € P obtenemos que exisyg € L tal que

d(fk(Yp), k(X)) < ; para 0< k < p. (2.23)

Como el conjuntd® es infinito, podemos fijar una sucesion estrictamente crecignjg en P.
Afirmamos que la sucesidfyp,); esta eventualmente &, para cadan € N. Efectivamente,
para cada € N tomemosp;, un elemento de la sucesifp;);, de forma quep;, > o L(ali)
parai = 1,2,...,n. Por lo tanto, si > j(n) entonce®; # ¢ 1(ali) parai = 1,2,...,ny por ello
¢ (pj) = aln(p;) para algim(p;) > n. De aqui tendremos que

ypj & DpJ :Ca‘n(pj) C Ca\na paraj > J(n)7

con lo que hemos probado g, )j esta eventualmente en cada,,.
Observemos también que (2.23) implica que

lim fi(yp;) = fk(x) parak=0,1,2,.... (2.24)
J
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Comog(x) es un punto de aglomeracion @& (x))n en el espacio métricZ,d) podemos
tomar una subsucesidf,, )i de(f,)n tal que Imy fp (X) = g(x). Con todo lo anterior tenemos que

fmiim f () “Elim f, ()=0(),

(2.24) ¢

o 2.22),.
fimiim e (¥p,) &2 )llmf(ij) (X).

Como la sucesiofyyp, )j esta eventualmente en cada,, la hipotesis (i) del lema nos dice qtie
g-intercambia limites cofyp, ) j, asi que

d(g0x). £(x)) = d(imlim fo, (yp,).limlim o, (yp,)) < e.
con lo que termina la demostracion. Ol

Teorema 2.5.6[ACb]). Sea X un espacio numerablemente K- determm@l@l) un espacio mé-

trico separable y H un subconjunto dé& ZEntonces, para cualquier ¢ H” existe una sucesion
(fn)n en H tal que

supd(g(x), f(x)) (2 2¢ck(H) +2d(H,C(X,2)) (2 4ck(H)

xeX
para cualquier punto de aglomeracion g (i) en Z¥.

Demostracion.Definamose := ck(H) 4+ d(H,C(X,Z)). SeaT : = — 2(X) la multifuncién dada
por la Definicion 2.5.2 y escribamdg, := T (o) para cada < Z. Tenemos entonces que la familia
{Aq : 0 € 2} cubreX. Empecemos probando lo siguiente:

AFIRMACION.- Para cadax € ¥ el conjunto H 2s-intercambia limites con cada
sucesionxn)n €n X que esta eventualmente en cada conjugt@,@ < N.

Para probar esto basta usar el Lema 2.5.3 ya que cualquier su¢ggiprsta en un conjunto
compacto de&X, concretamente en el conjunto

K:={X:neN}uT(a).

El hecho de qu& es compacto es un resultado bien conocido sobre aplicaciones multisluada
superiormente semicontinuas que toman valores compactos pero vamos alimlpiteba aqui
para que la demostracion sea autocontenida{Sgea < | } un cubrimiento abiert& enX Como
T(a)es compacto existe una cantidad finita de elementos de la familld,, ..., U;, tales que
T(a)cU = Uk 1Ui,. ComoT es superiormente semicontinua, existe N tal que

a‘m_U{T BeZyBlm=alm} cU.
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Como(xy)n esta eventualmente en cada conjudg,, existen(m) € N tal quex, € U para todo

n>n(m). SitomamodJ;,,,....Ui_ elementos d¢U; i€} tales que pare=1,2,...,n(m)
se cumpla qua € UIp+k Tenemos qui C U'”+n Ui, y consecuentemenkees compacto conlo

que la AFIRMACION queda probada. Ahora la desigual@gdsale del Lema 2.5.5. Para terminar,

observemos que dadac H si tomamosp(n) := f, n € N, entonces clugk(¢) = {f} y por lo
tanto tendremos que

d(H,C(X,Z)) < ck(H), (2.25)

lo que nos proporciona la desigualdg). Ol

Teorema 2.5.7([ACb]). Sea X un espacio numerablemente K-determinédal) un espacio
métrico separable y H un subconjunto relativamente compacto del es{ztin,). Entonces

—
=

ck(H )%d‘(ﬁz ,C(X, Z))(gsck(HHz&(H,C(x,Z))(25ck(H).

Demostracién.La desigualdada) sale directamente de las definiciones involucradas. Cuando
ck(H) = 4+ todas las desigualdades son triviales. Asi que sélo tenemos que tenamta el

caso ckH) < +oo. La desigualdadc) se obtiene de (2.25). Para protjay definimose al igual
que hicimos en el Teorema 2.5.6 comp= ck(H) +d(H,C(X,Z)). Fijemosa € R con

a > ck(H). (2.26)
_7X
Tomemosf € H” . El Teorema 2.5.6 asegura la existencia de una sucégjfinenH tal que

supd(g(x). f(x)) < 2 (2.27)

xeX

para cualquier punto de aglomeracide ( f,) enZ*. La desigualdad (2.26) nos asegura la exis-
tencia de un punto de aglomeracigue dicha sucesién ca(g,C(X,Z)) < o lo que junto a la
desigualdad (2.27) nos dhb). Ol

Obsérvese que 8l c C(X,Z) entoncesi(H,C(X,Z)) =0y por lo tanto, la constante 5 puede
reemplazarse por un 3 en la desigualdad (c) del resultado previonv@ssdéambién que los Teo-
remas 2.5.6 y 2.5.7 son autocontenidos y mas generales que el Corolarid@2w@en podemos
hacer aqui como ya hicimos en el Corolario 2.4.12.

Corolario 2.5.8 ([ACb]). Si X y(Z,d) son como en el Teorema 2.5.7 yHC(X, Z) entonces son
equivalentes:
(i) ck(H) =0,
(i) H es relativamente numerablemente compacto®(iX, Z), 1p),
(iii) H es relativamente compacto €€(X,Z),1p).
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Mientras (iii}=-(i) es inmediato y (ii}=(iii) era conocido [Ori87], la implicacién (B> (ii) pa-
rece que efectivamente requiere las desigualdades del Teorema @s®{fos no conocemos una
demostracién de este hecho sin utilizar las desigualdades que hemos ekiablec

Para terminar vemos que de los resultados de esta seccion se puedediasitiamente la
angelicidad de los espaci@S(X,Z), 1p) paraX numerablement&-determinado ¥ métrico se-
parable. De hecho, por el siguiente teorema, podremos deducir quenastién es cierto para
cualquier espacio métrico. Incluimos la prueba del siguiente teorema pamadsa seccion au-
tocontenida.

Teorema 2.5.9Fremlin, [Flo80, Theorem 3.5])Sea X un espacio topoldgico. §i(X,R), 1p) es
angeélico, entoncefC(X,Z), Tp) es angélico para todo espacio métrico Z.

Demostracion.SiH C C(X,Z) estp-relativamente numerablemente compacto, entonces para ca-
dax € X, la proyeccion
AX):={f(x): feH}
es un conjunto relativamente numerablemente compadyeor lo tanto relativamente compac-
to enZ. Asi por el teorema de Tychonofi es relativamente compacto 2. Por lo tanto, para
ver queH es relativamente compacto €8(X,Z),T,) es suficiente probar qLHZX C C(X,2).
X

Para ello basta ver que si fijambés H*', entonced es continua. Filemos e X y definamos
T: Z — R

z ~ d(zf(x).

T es continua, y por lo tanto también lo es
T (Z%1,) — (RX,1p)
g ~ To 0.

Tenemos entonces qde (H) € C(X,R) y por lo tanto, comdC(X,R), 1) es angeélicol *(H)
sera relativamente compacto @(X,RR), 7,). Asi tenemos qué&*(f) es continua, pero por otro

ladoT*(f) =d(f(-), f(x)), lo que nos permite concluir quees continua em y esto lo podemos
hacer para todg € X.

. = ZX . -,
Para finalizar la prueba, nos queda ver ahora qiiessH™ , entonces existe una sucesion en
H que converge puntualmentef aConsideremos ahora la aplicacién continua

St (C(X,2),1p) — (C(X,R),Tp)
g ~ o d(g(-), f())-

Tenemos qué&( )Tp €s un conjunto compacto y

0=9Sf) e SA™) c SH)™.

Por la angelicidad d¢C(X,R), 1), existe una sucesioffn), enH tal que (S(f,))n converge
puntualmente a 0. Por la definicién 8geesto se traduce en qi&,), converge puntualmentefa
con lo que la demostracion termina. Ol
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Corolario 2.5.10(Orihuela, [Ori87]) Sea(Z,d) un espacio métrico y X un espacio numerable-
mente K-determinado, entonce§CZ) es angélico.

Demostracion.Por el Teorema 2.5.9 basta con demostrar @(&X,R), 7p) es angélico. En par-
ticular, nos basta con ver qU€(X,Z), 1p) es angélico st es separable, y esto es inmediato de
los resultados previos. Si tomambsc C(X,Z) un conjuntor,-relativamente numerablemente
compacto eit(X,Z), entonces cfH) = 0. Esto implica que el lado derecho de la desigualdad (c)
en el Teorema 2.5.7 es cero y por lo tanto tendremos que

d(H? ,c(X,2)) =0,

__7X
lo que nos dice qubiz C C(X,Z) y asiH es relativamente compacto 60(X,Z), Tp). Por otro
X

lado, si tomamosg < H” , por el Teorema 2.5.6 tendremos que existe una sucégjgnenH tal
que para cualquier punto dg-aglomeraciorg de (fn)n se tiene

supd(g(x), f(x)) = 0.

xeX

_7X
Esto implica que la sucesidr,), de hecho converge fadebido a que el conjunﬂdZ es com-
pacto en la topologia producto y tiefieomo su Gnico punto dg,-aglomeracion. Ol

Observemos que esta seccion es autocontenida y aunque se useptadee-intercambio
de limites, en realidad no hemos usado ninguno de los resultados obtenidessenciones an-
teriores. Por otro lado, tenemos quesés un espacio numerablemeRtaleterminado, entonces
X es un espacio Lindel6f, y en particular, como se comenté en la Secciérala2zpmpacto, asi
gue el Teorema 1.2.19 aqui también es valido cuahés un subconjunto convexo de un espacio
normado. Por lo tanto, aunque no hayamos usado el concepto de oscigstges equivalente a
la distancia con la que trabajamos ya que tenemos las desigualdades

Zos(f) <d(f,C(X,2)) < 0sq )

para toda funciorf e ZX.

2.6 Espacios cortightness numerable

En las dos secciones anteriores hemos estudiado versiones cuantitatigeangelicidad de
espaciogC(X,Z), Tp) bajo distintas hipotesis del espacio topologicy el espacio métriceZ, d).
Hemos obtenido en particular distintas desigualdades entt)gkd(H,C(X,Z)). Vamos a de-
dicar ahora esta seccion a estudiar la relacion entre estos dos indicde Xugs un espacio con
tightnessnumerable o en el caso mas restrictivo de que se cumpla el primer axiomendeatit
lidad.

Definicion 2.6.1. Se dice que un espacio topolégico T tidightnessnumerable si para todo
subconjunto S de T yg S, existe un subconjunto numerable A de S tal guét
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Los espacios mas simples que tietightnessnumerable son los que cumplen el primer axio-
ma de numerabilidad (en particular, los espacios métricos). Sin embargmedgiEcios que no
cumplen el primer axioma de numerabilidad y tietightnessnumerable, como por ejemplo los
espacios de Banach con la topologia débil, véase [K6t69, §24.116]eSiun espacio compacto
tal que(C(K), 1p) es Lindelof, entonceK tienetightnessnumerable: por lo tanto, los compactos
de Talagrand, Gulko y Corson tiengghtnessnumerable, [Tal79]. Algunas ideas de la prueba de
la siguiente proposicién se inspiran en [San07, Proposicién 8.10]tagswque es mejorado en
nuestro Corolario 2.6.4.

Proposicién 2.6.2(JACb]). Sea X un espacio cdightnesshnumerable y H un subconjunto rela-
tivamente compacto d&®*, 7). Entonces

suposq f) = supinf{osqf): f € cluskx(¢)}. (2.28)
feH peHN

Demostracién.Seaa el lado derecho de (2.28). Claramente

B :=suposdf)>a.
feH

Si 3 = 0tenemos que la igualdad es cierta3St 0, para probar que la igualdad (2.28) se cumple
basta con ver que § > ¢ > 0 entoncesr > €. Tomemosf € H tal que os¢f) > ¢ y fijemos
Xo € X tal que

osq f,Xg) > €. (2.29)

Sea?/ una base de entornos pagae X. Si definimos

fi(xo) = jnf, ;Q»Euupf (y) y faxo)= Vseggzlgvf f(2),

entonces para cadlhV € % tenemos que

+oo > supf(y) > f1(Xo) > f(Xo) > f2(Xo) > inf f(z) > —co. (2.30)
yeU zeV

Probamos ahora la siguiente afirmacion:

AFIRMACION.- para cada U= % existen y,z, € U tales que para cada par IV
en%/ tenemos que

fiw) - f(zv) > &. (2.31)
Distinguimos aqui tres casos:

CASO 1. Los valores; fxo) y f2(Xo) son reales En este caso claramente tenemos que

(2.29)
osq f,Xo) = f1(x0) — fa(x0) > €.
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Para algury € R la desigualdad (2.30) se puede reescribir entonces como

€ € & , €
> _ = = > el
;qupf(y) 52 f1(xo) 5> V> f2(xo0) + 52 Zlg\lj f(2)+ 5

para cadd,V € 7% . Por lo tanto, para cadd,V € % podemos cogeyy € U y z, €V tales que

£ £
f) - 2>y > fla)+ 5,

con lo que la AFIRMACION queda probada en este caso.

CASO 2. {(xg) = .- En este caso, la desigualdad (2.30) se puede reescribir patd dada7/
como

+oo = supf(y) > f(xo) +2& > f(xo) + € > fa(x0) > inf f(z) > —oo.
yeU zeV

Por lo tanto podemos tomgy €U y z, €V tales que
flyu) > f(xo) +2¢ > f(x0)+&> f(zv),

con lo que la AFIRMACION queda probada en este caso.

CASO 3. f(xg) = —.- Este caso es similar al ca6ASO 2
Observemos que

Xoe{yw:UeZ}in{za :Ve¥}.

ComoX tienetightnessnumerable, existen conjuntos numerables
Bc{yw:Ue%} y Cc{a:Ve%}

tales que
Xo € BNC. (2.32)

Tenemos entonces qe= BUC C X es numerable. En tal caso, corhe H, existe una sucesién

¢ € HY tal que Imp ¢ (n)(x) = f(x) para cada € D. Por lo tanto, sgy es un punto dep-aglo-
meracion dep entonceg|p = f|p y siU € % es arbitrario, la ecuacién (2.32) nos permite tomar
beBNnUyceCnU conlo que

d(g(b),g(c)) > €
por (2.31) ya qud (b) =g(b) y f(c) = g(c). Por lo tanto os@, xg) > €. Hemos probado que
inf{osdqQg) : g € clustx (@)} > €
asi quex > € con lo que se concluye la prueba. Ol

Cuando suponemaos gdecumple el primer axioma de numerabilidad, en la Proposicién 2.6.2
se puede reemplazBrpor un espacio métrico arbitrario, y la prueba es mucho mas sencilla.
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Proposicién 2.6.3(JACb]). Sea X un espacio que cumpla el primer axioma de numerabilidad,
(Z,d) un espacio métrico y H un subconjunto relativamente compact@®ep). Entonces

suposd f) = supinf{osqf): f € clustx(¢)}. (2.33)
feH pecHN

Demostracién.Al igual que en la prueba de la Proposicion 2.6.3 tenemos que

B :=suposq f) > o
feH

dondea el lado derecho de (2.33) asi que es suficiente con ver (ie-s > 0 entoncesr > €.
Tomemosf € H tal que os¢f) > €y fijemosxg € X tal que

osq f,Xg) > €. (2.34)

Sea7/ una base de entornos numerable pgra X. Para cada € N, usando la desigualdad (2.34)
podemos tomax,, yn € U, tales qued(f(xn), f(yn)) > €. Escribamos

D:={x:neN}uU{yn:ne N}

ComoD C X es numerable, procediendo como hicimos en la prueba de la Proposicion 2.6.2
deducimos la existencia de una sucegién H tal que Im, ¢ (n)(x) = f(x) para cadx € D. Por
lo tanto, sig es un punto dep-aglomeracion arbitrario d¢, entonceg)|p = f|p y en particular

d(9(%n),9(¥n)) > €, para cada € N.

Asi tenemos que 0§, Xg) > £ y comog es un punto deéy-aglomeracion arbitrario dg, la prueba
de este caso se termina igual que se concluia la prueba de la Proposi@o6n 2.6 Ol

Corolario 2.6.4 (JACb]). Sea X un espacio topoldgico, sea E un espacio de Banach y sea H un
subconjuntarp-relativamente compacto de’E

(i) SiX es un espacio métrico, entonces

ck(H) < d(AT",C(X,E)) < 2ck(H).

(i) SiX es normal conightnessnumerable y E= R, entonces

—RX

d(H ,C(X))=ck(H).

Demostracion.Si X es un espacio métrico, en particular cumple el primer axioma de numerabili-
dad, y por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.6.3 tenemos que

suposq f) = supinf{osqf): f € clusix(¢)}.
feH perN
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Por otro lado, al sex un espacio métrico, también es paracompacto, asi que la igualdad anterior
junto al Teorema 1.2.19 nos da

ck(H) < d(AT",C(X,E)) < 2ck(H).

En el caso de qu¥ tengatightnessnumerable yZ = R, podremos aplicar la Proposicién 2.6.2
junto al Teorema 1.1.9 para obtener la igualdad deseada. Ol

A X
Observemos que la igualdddHR ,C(X)) = ck(H) no es cierta en general en el caso de que
X no tengdightnessnumerable como se puede ver en el Ejemplo 2.4.10.

2.7 \ersion cuantitativa del teorema de Mazur

Un clasico teorema de Mazur dice que si tenemos una sucesion acotadeideds conti-
nuas que convergen a una funcion contifiukefinida sobre un compacto, entonces en la envoltura
convexa de la sucesién podemos encontrar una sucesion que ecavargiformemente, Coro-
lario 2.7.2. El objetivo de esta seccion es obtener una versién cuantilatigate teorema que
ademas nos sera muy util en la prueba del Teorema 4.3.2. Para ello vanaogblLiesna de Ptak,
Teorema 1.6.4, inspirandonos en las ideas de la prueba del Teoremazde qda aparece en
[Tod97].

Teorema 2.7.1([ACN]). Sea X un espacio numerablemente compacte Oay (f,), C R* una
sucesion uniformemente acotada tal gfgx) — f (x)| < a eventualmente en n, es decir, para cada
X € X existe ptal que

sin> ny, entoncesf(x) — f(x)| <a

Entonces para cada > 0, existe gc conV{ f, : n € N} tal que
lg— fllo <2d+a+e.

Demostracion.Sin perdida de generalidad podemos suponerfgad y qued < +c0. Para cada
x € X definamos
Fo:={neN:|fa(X)| > 2d+a+e/2}.

Para cada € X, existeny tal que cuandam > ny, | f(X)| < a, por lo que tenemos qu& es finito.
Pongamos” = {F: x € X}. Veamos queZ es una familia bien fundamentada. Supongamos que
no es asi. Entonces tenemos que existe una sucesion créoignéa N tal que para cadic N,
existex, € X tal que{ny,...,n} C K. ComoX es numerablemente compadiq)x debe tener un
punto de aglomeracidn.. Fijemosk € N. Entonces para> k, nk € Fy;. Asi que para todg > K,

| fn (X))| > 2d +a+€/2. Comod( f,,,C(X)) < d, existeg € C(X) tal qued( f,,,g) < d+&/8. Por

lo tanto para cada> Kk,

2d+a+€/2 <[ (Xj)| < [fn (X)) — 9(X))[ +[9(X}) — G(Xe)|
+19(Xeo) = Fry (%o )| + | iy (%o |
< fn (o) | +2d +€/44[9(X)) — 9(Xeo);
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asi que
a+&/4 < [fn (X%0)[ +19(Xj) — 9 (% ).

Comog es continua Y&, e€s un punto de aglomeracion ¢g);, |g(Xj) — 9(X»)| puede hacerse
arbitrariamente pequefio. Por lo tardei /4 < |f,, (X»)| Y esto es cierto para ca#tae N, con-
tradiciendo la hipoétesis de qUie (X )| < a eventualmente cuandutiende a+c. Hemos probado
que.# es bien fundamentada, asi que podemos aplicar el Lema de Ptak, 1%,4a lo que
existey € M tal quep(Fy) < €/(3N) para cadx € X, dondeN es una cota uniforme dey)n.
Elijamosk € N tal que sopu) € {1,2,...,k}. Sea; = u(i) para 1< i < k. Entonces ¥ ; A = 1.
Seax € X. Parai ¢ F, |fi(X)| < 2d+a+ €/2. Esto nos lleva a que:

k

-Zl)\i fi (X)

< Z |Ai fi ()| + z |Ai fi (X)]
1.k} {1, kR

SN S A+ Y A@dtat)

ieRi{T..k}  ie{L ok} \F
< Nu(F)+2d+a+&<NE yodtarE—2drat e
= THI 2="aN 2~ 6"
Por lo tantd| ¥, A fi|| < 2d 4+ a+ & como queriamos. O

Corolario 2.7.2 (Mazur). Sea X un espacio numerablemente compactd,}, una sucesion
de funciones continuas uniformemente acotadas definidas en X y punitelocomvergente a
una funcion continua f. Entonces existe una suce&iai, encony f,: n € N} que eg|| - |-
convergente a f.
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H c ZX de sermp,-relativamente compacto €(X,Z). Podemos proceder de forma similar

cuando consideramos un espacio de Bartachi H es un subconjunto acotado &ey
consideramos la/*-clausura déd en X** podemos ver una forma aeedirsi H esta proximo de
serw-relativamente compacto éhmediante la distancia

E N el Capitulo 2 hemos estudiado en términos de distancias lo lejos que esta umaonju

k(H)=d(H" ,E) = supd(xE),

VY
xeR"

donde las distancias consideradas son las asociadas a la noffiva @ este capitulo vemos
cémo podemos aplicar los resultados obtenidos sobre distancias a egpdciosiones continuas
sobre compactos para obtener resultados similares sobre distanciaxi@ssle Banach, Pro-
posicion 3.1.3. En particular demostramos quil €s un subconjunto acotado de un espacio de
Banach, entonces

ck(H) <k(H) <2ck(H),

donde

ck(H) := rbsmd(clust(E**’\,\,*)((l)), E),

véase Corolario 3.3.11. Este resultado nos expdiaiferencia cuantitativa entre w-compacidad
numerable y w-compacidagh espacios de Banach.

Obsérvese que tanto k como ck son medidas de no compacidad débil, DefhRib. Tam-
bién estudiamos en este capitulo otras medidas de no compacidad débil, viesldaitan que
hay entre ellas en general y en qué casos son iguales.

Por dltimo, para cerrar este capitulo, obtenemos versiones cuantitativesréena de Gant-
macher sobre compacidad débil de operadores adjuntos y del teore@ratendieck sobre la
relacion entre compacidad débil y compacidad puntual en espaciosderfes continuas sobre
conjuntos compactos. En la Seccién 3.1 recogemos resultados de [CMBOGEHSO04] que se
utilizaran méas adelante. En la Seccién 3.2 recogemos resultados de [FHWMZ0806]. El resto
de secciones contiene resultados originales.
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3.1 Distancias a espacios de Banach via distancias a espacios de fun-
ciones continuas

En esta seccidn estudiamos como se pueden aplicar resultados del caypéitido a espacios
de Banach. Esto se consigue gracias a la Proposicion 3.1.3.

Dado un subconjunto compadtode un espacio localmente convexo, denotamosep@K)
el espacio de las funciones afines definida& ey por.<7©(K) al espacio de las funciones afines
continuas definidas eK.

Proposicion 3.1.1([CMRO06, Proposition 4.1]) Sea K un subconjunto compacto convexo de un
espacio localmente convexo y sea £7(K). Entonces

d(f,C(K)) =d(f,a°(K)).

Demostracion.Es suficiente ver que( f, «7(K)) < d(f,C(K)). Después del Teorema 1.1.9, esto
es lo mismo que ver qui f,.27¢(K)) < 3osq f). Sead > 0s( ), definamos al igual que se hace
en la prueba del Teorema 1.1.9

fi(x) = inf supf(z)—9

a Ue“//x zeU

fa(x) = Useu%plegg f(z2+0

donde%4 es el conjunto de entornos genK. Tenemos entonces qligsuperiormente semicon-
tinua, f> es inferiormente semicontinuafy < f,. Veamos que es concava (y de forma analoga
f, es convexa). Seq > 0,x,ye Ky 0< A < 1. SedJ un entorno dé\ x+ (1— A)y tal que

supf(z) =0 < fi(Ax+ (1—=A)y)+n. (3.2)

zeU

SeanV y W entornos dec e y respectivamente, tales qu& + (1—-A)W Cc U. Comof es afin,
parau €V y v e W tenemos que

Af(U)+(2—=A)f(v) = f(Au+(1—A)v) <supf(z)

zeU
y por lo tanto
Asupf(z)+ (1—A)supf(z) — 6 <supf(z)— o

zeV zeW zeU

de donde deducimos usando (3.1) que
Afi(X)+ (L—=A)f1(X) < fr(AX+(1=A)y)+n.

Por lo tanto, coma) era arbitrario tenemos qule es concava. Dado quig < f,, por el Teore-
ma 1.3.3, existe una funcién afin continludefinida erK tal que

f1(X) < h(x) < fa(x)
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para todax € K. Como parax € K se cumple quéz(x) — & < f(X) y f1(x) + & > f(x), tenemos
queh(x) — & < f(x) < h(x)+ 3y por lo tanto|| f — h||, < &. Asi qued(f,.«7“(K)) < & para todo

0> %osc(f,K), es decir,
d(f,o¢(K)) < %osc(f,K).
O

Recordemos que como vimos en la Seccién 1.X,es normal yf € RX es acotada, entonces
existeg € C(X) tal qued(f,g) =d(f,C(X)).

Problema 3. Sea K un espacio compacto y sea £7(K). ¢ Existe alguna funciéng .7 (K) tal
que d f,g) = d(f,*(K))?

La Proposicion 3.1.3 nos va a decir que dado un espacio de B&hawhdir la distancia de
un elemento del biduale E** aE es lo mismo que medir la distanciaCéBg-, w*). Obsérvese
gue dicho resultado es una version cuantitativa del criterio de completitGaaikendieck, que
enunciamos a continuacion.

Teorema 3.1.2(Criterio de completitud de Grothendieck, véase [K6t69, §21.9(§Pa E un
espacio normado y E su espacio bidual. Son equivalentes

() E esun espacio de Banach,
(i) todo x* € E** continuo en(Bg+,w*) pertenece a E.

Proposicion 3.1.3([CMRO06, Corollary 4.2]) Sea E un espacio de Banach y sea B bola
unidad cerrada en su dual’Econ la topologia W. Consideremos:iE — E**y j: E™ — ((Bg+)
las inclusiones canonicas. Entonces, para tottoxE** tenemos que

d(x™,i(E)) = d(j(x™),C(Be-)).

Demostracion.Viendo x** como una funcion afin acotada definidaB#n, tenemos por la Pro-
posicion 3.1.1 que para cada> d(x**,C(Bg-)) existe una funcion afim*-continuah; definida
enBg- tal que|x™* — hy|| < J. Definamosh,(x*) = —hy(—x*) para todox* € Bg-. Comox** es
lineal tenemos qugx™ — hy|| < 8. Por lo tanto, la funcié = 3(hy + hy) definida erBe- es afin,
w*-continua yg(0) = 0. Por lo tantog se puede extender a una forma lingdldefinida en todo
E*. Ahora bien, comy**|g.. = g esw*-continua, por el criterio de completitud de Grothendieck,
Teorema 3.1.2, tenemos qyie = i(X) para algurx € E. Finalmente, para cada € Bg- tenemos

que
XY 0N = 20 06) — ZPu) X (¢) — o)
1

< SUXTE) =ha () [+ I () = ha (X 1) < 6,
asi que como esto ocurre para taile d( f,C(Bg-+)) concluimos
d(x™,i(E)) <d(j(x™),C(Bg-)).

Dado que la otra desigualdad es evidente, la proposicién queda probada Ol
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Utilizando la Proposicion 3.1.3 se pueden particularizar los resultadosequestobtenido en
el capitulo anterior par@(K) c RX en espacios de Banach. Consideremos un espacio de Banach
E y un conjunto acotadbl C E**. Con la notacion de la Proposicion 3.1.3 tenemos que

ya queﬁ‘m €S un conjunto compactojyes continua. Asi

d(j(H)".c(Be-,w")) = d(j(H"),C(Be:.w")) = supd(j(2),C(Be,w))

<
zeH"

JI(E)).

= supd(zi(E))=d@E"

W
zeH

De forma analoga también se tiene que

d(i(H)"™.C(Be-,w")) = d(H
En particular tenemos que:

Corolario 3.1.4. Sea E un espacio de Banach y sea’HE acotado. Entonces H es débilmente
relativamente compacto en E si, y sélo si,

A iRBE*

d(H ,C(Bg+)) =0.
Como consecuencia del Corolario 2.2.1 y la Proposicion 3.1.3 tenemos:

Corolario 3.1.5 ([FHMZO05, Proposition 8]) Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto
acotado de E.

(i) SiH e-intercambia limites con B, entonceﬁ(ﬁW,E) <e.
(i) Si &(WW,E) < g, entonces He-intercambia limites con B.

Como consecuencia del Corolario 2.2.2 y la Proposicion 3.1.3 tenemos:

Corolario 3.1.6. Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de Eigtercambia
limites con un conjunto Wwdenso de B, entoncesi(ﬁw*, E) <2e.

El Teorema de Krein nos dice que Bies un espacio de BanachH/ C E es un conjun-
to débilmente relativamente compacto, entonces también lo es su envolturaaccovs(H )

(véase [FHHO1, Theorem 3.58]). Esto es equivalente a decir qué(EiW,E) = 0, entonces
& o - _
d(conyH) ,E) = 0. El siguiente resultado es una version cuantitativa de este teorema.

Corolario 3.1.7 ([FHMZ05, Theorem 2]) Sea E un espacio de Banach y H subconjunto acotado
de E. Entonces . " A
d(convH)" ,E) < 2d(H" ,E).
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Demostracién.Basta aplicar el Corolario 2.3.4 y la Proposicion 3.1.3. O
Si sélo exigimos quél ¢ E** seaw*-compacto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.8([Gra06, Theorem 5])Sea E un espacio de Banach y sea l&** un subconjunto
w*-compacto. Entonces

d(conMA)" ,E) < 5d(H,E).
Demostracion.Aplicar el Teorema 2.3.5 y la Proposiciéon 3.1.3. O

Observacion 3.1.9. En [Gra06] se construye un ejemplo bajo la hipotesis del continuo con el
gue se demuestra que la constante 2 del Corolario 3.1.7 es 6ptima. En [[e®0hstruye otro
ejemplo en el que se vuelve a demostrar que esta constante es éptima (sinlatilipatesis del
continuo). Sin embargo, no se sabe si la constante 5 del Corolario 31a.8efor que se puede
poner, pero en [GHS04] se demuestra también que no podemos porengtente menor que 3.
De aqui se puede deducir que también tenemos la constante 6ptima en eli€ardld y que en

el Teorema 2.3.5 no podemos poner una constante menor que 3. Ademaéntemémos que

la constante 2 que aparece en el Corolario 3.1.5 (ii) es también 6ptima ya muéosiuera, se
obtendria que tampoco lo seria en el Corolario 3.1.7.

Recogemos en la siguiente proposicion un ejemplo distinto al dado en [GHEO4ue con
la misma filosofia, que aparece en [GS06] y [GS07b] y que nos da el misulitado tal como se
muestra en la Tesis [San07].

Proposicién 3.1.10([GHSO04]). Existe un espacio de Banach X, un subconjunta X y un
subconjunto i-compacto K C By:- tales que

diconvA™ ,x) =2d(H" ,X) y d(convA™,X) = 3d(H’,X).

Demostracién.Consideremos el conjunto de Cantér= {0,1}" y el conjunto de sucesiones
finitas de ceros y unos’ = {0,1} ™). Denotemos pak la probabilidad de Haar sob#é. Al igual
que hicimos en la Seccion 2.5,@i= (01,02,...) € ¢, denotemowr|n = (01, 02,...,0,). Para
cada subconjuntd de{0,1}" seafa : ¥ — {0,1} la funcién continua definida como

fa(0) = 1 signeA,
A7) 0 siolngA

Definamos ahora
l:={fa:AC{0,1}"y |A|=2"—n,ne N}.

| es un conjunto numerable asi que podemos expresarlo tempfa : me N}. Parac € ¢
denotemos
P(o):={facl: fa(o)=0}.

Tenemos entonces que
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(i) | separa puntos dé€.
(i) Paratodok € N, el conjunto{fa €1 : [,, fadA < 1— 2} es finito. Por lo tanto

Iinrp/(/ fo (0)dA(0) = L.

(i) Si 0V e ¥y g e {—1,1} parai = 1,2,...p, entonces

es un conjunto infinito numerable donBigs) ™1 = P(gl)) y P(g)~1 = 1\P(c).
(iv) Paratodofp €| existeo € ¢ tal quefa(o) = 1.

Seafl| la compactificacion de Stor@ech del conjunto discreto Cada vez que tengamos una
aplicaciong definida el denotaremos pay a su extension de Storigech a todo el espaci@l.
Por (iii) y (iv) tenemos que

0£P:= (| P@) cI":=pI\l.

S

AdemasP es un conjunto compacto. Consideremos ahora la fungiéf’ — {0,1}' ¢ Br.(n)
definida por

¢(0)(fa) = fa(0)

paratodoo € €'y fa € |. La aplicaciong es inyectiva y continua cuando dotamofal}' de la
topologia producto que coincide con la topologia heredadé.é), w*). El conjunto

D:=¢(¥¢)c {01}

es un conjunto compacto homeomorf@’aSi denotamos pdb al conjunto de aplicaciones con-
tinuas sobrg8l que son extension de elementodjéenemos qu®|p = 0. Sea ahor@ := ¢ (A)

la probabilidad de Radon sobiBg imagen de\ mediante la funcion continug, y zp € conv(D)W
el baricentro deu. Por (ii) tenemos quey(p) = 1 para todo € |*. Asi que

Llp=1 (3.2)
Para cadan € N definamos
D':={deD:my(d) =1}, Dg:={de€D:my(d)=0}=D\DY

donder, : /(1) es la proyeccion sobre la coordendda Tenemos entonces que

u(DT) /mn (X)dp(x /mno (0)=/C¢(0 fan)dA (o /fAm o)dA(o
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asi que por (ii) tenemos qugDY") — 1y por lo tantou(Dg') = u(D\D1) — 0. Definamos ahora
X:={fels(l): flp=0}.

Su dual es
X* = £1(1) @1 Mg(17, P),

dondeMg(1*,P) es el espacio de las medidas de Rad@obrel * tales qugv|(P) = 0. El bidual
deX es
X = loo(1) @ Mr(1*, P)*.

Seanrq : X** — lo(l) y T8 : X** — Mg(l*,P)* las proyecciones canonicas. SeaX — X** la
inmersién canodnica. Dadie X, escribimos)(f) = (f1, f,) dondefi =m(f)=fy m(f)=f,
es tal que

f(v) = v(f) :/I*\P fdv

para todav € Mg(1*,P).

La aplicaciong: lw (1) — X** tal queg(f) = (f,0) es un isomorfismo isométrico enttg(l )
y 1w (X**). La aplicacionp también es un isomorfismo entre dichos espacios cuando consideramos
las topologiasv* (viendo /() como dual de/s(1)). Tenemos entonces quegD) C By« es un
conjuntow*-compacto homeomorfo @. Observemos quéByu(1*,P), || - [|l~), €l conjunto de las
funciones bolerianas acotadas|* — R que se anulan sobfeesta isométricamente sumergido
ene(X**). De hecho, sf € X, entonces

m(f) = fo = f € Byp(1*,P).

Sea
K:={(f,0) € Bx~:0< f <dparaalgard € D}.

K es un conjuntav‘-compacto ddB,, , C Bx:- tal quep(D) C Ky K ﬂJ(X)W = K. Denotemos
H =K nJ(X). Vamos ver ahora que

d(convA™ ,X) = 2d(H" , X).
Por el Corolario 3.1.7 es suficiente ver que
d(convH™ ,X) > 2d(H" ,X).
Sea(f,0) € K. Se tiene qué(f,0) — 33(f)|| = |(3f,—31)|| < % y por lo tanto

d(H",X) =d(K,X) < %
Asi que basta ver que
d(convH™ ", X) = d(convk™" , X) > 1.
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Para ello se@ = ¢(u) la probabilidad sobre(D) C K imagen deu medianteg. El baricentro
r(n) den pertenece aon\K) y verifica quer (n) = (z,0) donde recordemos qug € By, ;) era
el baricentro de. Vamos a ver qué((zo,0),J(X)) > 1. Dadoh € X se tiene qué|p = 0 mientras
que por (3.2) tenemos qug|p = 1. Por lo tanto, dade > 0 existe un entorno abierib deP en
Bl tal que para tode €V,

e ) - &
<= >1——.
hvi<s y 2(v)=1-3

En particular esto también pasara para cualquietV N1 # 0 asi que coma > 0 era arbitrario
concluimos qué{zy — h|| > 1. Tenemos entonces qli€z,0) — (h,h)|| > 1y por lo tanto

d(convk™ ,X) > 1

Ccomo queriamos ver.
Construyamos ahottd’. Seag € Bop(1*,P) la aplicaciéon que vale 1 dri\Py 0 enP y consi-
deremos la aplicacion

5ilo(l) — X
foo~ (f, %g).
0 es una aplicacion afin entfg(l) y mm(X**) que es continua para las topologéés Por lo tanto
H = 5(D) = {(d, %g) -d €D} C B
es un conjuntav*-compacto homeomorfod. Veamos que
d(convA™ ,X) = 3d(H’, X). (3.3)
Si (d, 30) € H' entonces

1 2 1.1 2
— — — — —0 — — < —

=

y por lo tantod(H’, J(X)) < % Por otro lado, st € ¢, tomamosd; := ¢ (1) y Ar := sop(d;) que
es un conjunto infinito. Vamos a ver qdé(dr, 2g),J(X)) > 1/3. Supongamos que esto es falso.
Entonces existh € X tal que

1 1 1
1(dr, 59) = I(M)[| = [[(de —h, zg—h)]| < 7.

Asi que||d; — h|| < £ por lo queh > 2 enA; y entonce$ > 2 enA;” . ComoA, es infinito, existe
pe EB'\I C I*. Sead, € Mg(l*,P) la probabilidad que vale 1 gn Entonces

(de, 30) — (0 7)) (8p) = (39 F)()| = |5 0(p) ~F(p)] >

Wl
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asi qué|(dr, %g) =J(h)|| > % con lo que llegamos a una contradiccion con la hipétesis inicial. Con
esto queda demostrado que

- 1

d(H',)X) = =.

( ) ) 3

Por lo tanto, para probar (3.3) tenemos que vercﬁ{mn\(H’)W,J(X)) = 1. Es inmediato que
oT(conv(H’)W,J(X)) <1lya queconv(H’)W C By« . Por otro lado, sep := d(u). Razonando
ahora de forma similar a como hicimos cgrpara demostrar qué(coanW*,X) > 1 obtenemos

qued(conv(H’)W,J(X)) > 1 con lo que finaliza la prueba. O

3.2 Envoltura convexa en algunos casos particulares

En esta seccion estudiamos algunas propiedades de los espacios de @snaos permitan
asegurar que las dos distancias involucradas en el Corolario 3.1.7usd@sigEsto ocurre en el
caso de que el dual no contenga una copié geen el caso de que cumpla cierta propiedad que
llamaremos] que fue introducida en [Gra06].

Definicion 3.2.1. Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad J (brevemeni¢ &
para cada = Bg-\E y paratodd < b < d(z E), existe una sucesidix; }n C {x* € Bg+ : z(x*) >
b} que converge a 0 en la topologia w

Veamos primero el siguiente lema técnico:

Lema 3.2.2.Size E**\ E y be R cumple que ¢ E) > b > 0, entonces

0€ {x € Bg: z(x*) > b}‘"""%.

Demostracion.Tenemos que probar que para cada0 y para cada cantidad finita de elementos
X1,X2, ..., %Xy € E elw*-entorno del origen eR*

V<0>X1ax2>"'axﬂ7£) = {y* eE": Sup |yk(x|)| < 8}

1<i<n

corta con el conjunt&(zb) := {x* € Bg- : z(x*) > b}. El teorema de Hahn-Banach nos dice que
existe un funcionap € E*** tal que@(x) =0 paracada € E, ||¢|| =1y ¢(z) =d(z E). Podemos
suponer qué < b+ ¢ < d(z X). Usando el teorema de Goldstine p&a C Bg«+ podemos
encontrar un elementd enBg- tal que

|(p(xi)_x*(xi)’:|x*(xi)|<£?i:1727"'7n7 (34)

9(2) —2x)| < &. (35)
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Las desigualdades (3.4) implican gxie—x* € V(0,Xy, X2, ..., Xn, €). Por otro lado, la desigual-
dad (3.5) implica que

|2(x)| = [(z(x") = 9(2) + ¢(2)| = [|2(x") — 9(2)| - |@(2)]|
= le(@)| - [zX) - o(z !>b+8—£—b.

Teniendo en cuenta todo esto, tenemos)jue—x" pertenecen a
V(oa X1,X2,. .., Xn, 8) N S(Za b)
con lo que termina la prueba. O

Proposicion 3.2.3[Gra06]). Sea E un espacio de Banach tal digg-,w*) es angélico. Entonces
Ecl.

Demostraciéon.Seaz e Bg+\E,0< z< d(z,E) y S(z,b) = {u € Bg+ : z(u) > b}. Porel Lema 3.2.2

tenemos que & A°EE por lo tanto, comgBg+, W) es angélico tendremos que existe una
sucesionx;,)m C A que converge a 0 Bg-,w*) con lo que termina la prueba. O

Gracias a la Proposicion 3.2.3 tendremos que el siguiente resultado esnamaligacion de
[FHMZO05, Proposition 14]. El siguiente resultado es original y nos et en la prueba del
Teorema 3.2.5.

Proposicion 3.2.4.Sea E un espacio de Banach, H un subconjunto acotado 9.

(i) Si dA(ﬁW*, E) < &, entonces H-intercambia limites con toda sucesi@x), C Bg- w*-con-
vergente a 0.
(i) SiE € Jy H e-intercambia limites con toda sucesifx), C Bg- que w-convergente a 0,

entoncesl(H" ,E) < ¢

Demostracién.Veamos primero (i). Sea(km)m C H y (X;)n C Be- tales quew*-limx;; =0y
existan los siguientes limites

Ilrmllrnmxn(xm) y Ilnrpllrr]nxn(xm).
Tomemosz € H" un w*-punto de acumulacion de,), y fijemosd > 0. Tenemos entonces que
existex € E tal que||z—x|| < e+ dyque
7 7 * I 1 * 7 7 * I 1 _
Ilrmllnqun(xm) = Ilrmxn(z) y |Inr]n|IrI;an(Xm) = IInq10— 0.

Por lo tanto
p= |I|£nllrrg1xn(xm) —Ilrmllrmxn(m)| = |I|rr]nxn(z)\
de donde podemos deducir que

p < |I’|rEnx;‘,(z—x)| +| Iirqnx;*,(x)| = |I’|rEnx;‘,(z—x)| <g+0
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y como esto se cumple para todo- 0 queda demostrado elintercambio de limites.

Veamos ahora (ii). Realizando una homotecia sdthneodemos suponer qu¢ C Bg. Sea
ze ﬁW*\E y sea 0< b < d(z E). Tenemos entonces que= Bg+\E y comoE € J existe una
sucesionx;)n € A:= {u € Bg- : z(u) > b} que converge hacia 0 en la topologia Sea ahora
(Xm)m Una sucesion eH que tal queiimy, x;(xm) = X;(2) para todan € N. Tenemos entonces que

Iinrwnlirmx;;(xm) = 0,
|Irm|IQ1Xn(m) = Ilrr]nxn(z)zb

y por lo tanto
< [limlimx —limlimx; <
b< \Ilnrpllrr]nxn(xm) Ilrr]nllnr]nxn(xm)| <&

y esto se da para todo<Ob < d(z E) por lo que tendremos qukz E) < ¢. Ol

El siguiente resultado aparece en [Gra06, Theorem 3] generaliazald o- E** w"-compacto
pero con una demostracion que utiliza técnicas muy diferentes a las dlasas@aqui. La prueba
gue usamos aqui es una adaptacién de la prueba dada en [FHMZ@semh2] donde ahora
utilizamos la Proposicion 3.2.4.

Teorema 3.2.5[Gra06]). Sea E un espacio de Banach que tiene la propiedad J y se&eHin
conjunto acotado. Tenemos entonces que

dHY ,E) = d(convH)" ,E).

Demostracién.Esté claro que el término de la derecha es mayor o igual al de la izquiedaog

la otra desigualdad. Sea= 6(HW, E). Por la Proposicion 3.2.4 tenemos ddes-intercambia
limites con toda sucesidx;)n, C Bg- quew*-converja a 0. Si nos fijamos en la demostracion del
Teorema 2.3.1 podemos observar que si gdnno e-intercambia limites con una sucesi@j)n

del espacio dual entoncék no -intercambia limites con alguna subsucesion(yje,. De aqui
deducimos inmediatamente que c@fy e-intercambia limites colix;) y por lo tanto, de nuevo

por la Proposicion 3.2.4 podremos afirmar qi(leonv(H)W,E) <e. O
Teorema 3.2.6([FHMZO05]). Sea E un espacio de Banach tal quer® contiene una copia de
¢1. Tenemos entonces que

dHY ,E) = d(convH)" ,E).
Demostracion.Seas = oT(ﬁW,E) y tomemosC ;= conv(H)W. Tenemos que probar q@zesta

contenido en A:fze€ E** : d(z E) < €}. C es un subconjunte*-compacto convexo de** y por
lo tanto tendremos (véase por ejemplo [Die84, p.215]) que

C= conv(extC)”'H.

Por el Teorema de Milman tendremos que@xt M" c A. Ahora bien, coma es|| - |-cerrado
y convexoC = conv(extC)IHI C Acon lo que termina la prueba. Ol
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3.3 Medidas de no compacidad débil

Definicion 3.3.1. Una medida de no compacidad débil es una funcién no negatidefinida en
la familia de los conjuntos acotados de los espacios de Banach, con la gagbie que si E es
un espacio de Banach.y7z la familia de los acotados de E, entonces para cadB & .Zg y
A € R se tiene que

(i) u(A) =0si,y solo si, A es débilmente relativamente compacto en E,
(i) si A cC B, entonces(A) < u(B),
(i) p(AA) =A[u(A).

En [KPO01], se puede encontrar la definicion de medidas de no compaiétéidcon mas
hipotesis, como por ejemplo(convA)) = (A) para todo subconjunto acotadale un espacio
de Banach. Sin embargo hemos preferido aqui limitar las hipétesis po@jueerge lo que nos
interesa es la condicion (i) y que la funcifmse comporte en cierto sentido como una medida.
Las funcionesy’y w que van a aparecer en esta seccién son medidas de no compacidad débil e
el sentido de [KP01]. Sin embargo, las funciones k y ck van a fallar emalfip6tesis aunque si
van a cumplir las condiciones impuestas en nuestra definicion.

A partir de la nocion de-intercambio de limites, en [AT90] se introduce la siguiente medida
de no compacidad débil.

Definicion 3.3.2. Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Se define
y(H) = sup{limlim fy () — limlim fy (xm) }

donde el supremo de arriba se toma para todo par de sucesiorgs C H y (fn)n C Be- tales
que los limites involucrados existen.

En otras palabragH) es el infimo de log > 0 tales queH e-intercambia limites coBg-.
En [KPS00] se define una medida de no compacidad débil que demues&asvigcide con
y(conuH)). Pero de hecho, por el Teorema 2.3.1 tenemosygeenvH) = y(H). Antes de estu-
diar otras medidas de no compacidad débil veamos las equivalengiastieliadas en [KPS00].
La medida que introducen alli @&H) = a(convH)) dondea es la medida dada en la siguiente
definicion.

Definicién 3.3.3. Sea(x,)n una sucesion acotada de un espacio de Banach E. Se define la sepa-
racion convexa déx,), como

cseft (¥n)n) = inf{[ur — ua|| : (g, Uz) € scd(Xn)n) }

donde
scd (Xn)n) = {(ug,U2) : ug € conv{x HMq, Up € conX; } 1, ME N}.

Si H un subconjunto acotado de E. Se define

a(H) =sup{csed (Xn)n) : (Xn)n CH}.
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La siguiente proposicién aparece en [KPS00] cuando sustituthpms su envoltura convexa.
La misma prueba que dan alli sirve en nuestro caso.

Proposicién 3.3.4([KPS00]). Sea E un espacio de Banach ydHE un subconjunto acotado.
Entonces

a(H) = sup{d(x™,conyXn}n-1) - (Xn)n C H, X € cluste: w) ((Xn)n) }- (3.6)
Demostracion.LlamemosB(H) a la parte derecha de la igualdad (3.6), es decir
B(H) = sup{d(x™,conyXn}n_1) : (Xn)n C H, X™ € cluste w ((Xa)n) }-
Seas > 0 y tomemos una sucesidr,), enH tal que
a(H) — & < csef(u)n)

y fijemosx € conv{x, : n € N}. Seam N tal quex € conv{x; }{" ;. Entonces sy € conv{x; }{ ... 1
tenemos que
ly =x[ > csef(xa)n) > a(H) — .

Por el teorema de Hahn-Banach existe un funciaha Bx- tal quex*(y—x) > a(H) — € para
todoy € conyx }i2,,,. Tomemos ahora € X** un punto dew*-aglomeracion de¢x,)n. Existe
una subsucesidfx,, )k de (X,)n tal que

2(x) = [imX (xa)

y por lo tanto

lzZ—X|| > (z—X)(X*) = lim X" (X, —X) > a(H) — €.

=
K—eo
Comoe > 0 es arbitrario obtenemos qpB¢H) > a(H).
Veamos ahora quB(H) < a(H). Dadoe > 0 existe una sucesidix,), enH y un punto de

w*-aglomeraciorz € X** de la sucesion tal qui(z,con{xn}n_,) > B(H) — £. Por el teorema de
Hahn-Banach, podemos tomage By« tal que

y(z—x)>B(H)—¢
para todax € con{Xn}ir_;.

AFIRMACION.- Existe una sucesidr;)x C (1+ €)Bx- y una subsucesiofx,, ) de
(Xn)n tal que
y(z)—¢ si k<i

y(Xy) si k>i. 3.7)

X (%)

X (%)

v
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Construyamos dichas sucesiones por induccion. Aplicando el prin@piefiéxividad local (Teo-
rema 1.4.6) tomandG = spary} y F = spar{z}, obtenemos que exisi < (1+ &)Bx- tal que
z(x7) = y(x) (x; es laimagen dg a traves de la aplicacion que se obtiene del Teorema 1.4.6). Al
serzun punto de aglomeracion d@e,),, podemos encontraw € N tal que|x; (X, ) —z(X;)| < €.
Supongamos ahora que hemos obtenlo.., X ; Y Xn;,--.,Xn ,. Aplicando de nuevo el
principio de reflexividad local tomand8 = spar{y} y F = spa{z Xy,,...,X_,} tenemos que
existex; € (1+¢&)Bx. tal quez(x;) =Yy(2) y X (%0 ) =Y(Xn, ) parai =1,...,k—1. Usando de nuevo
quez es un punto de aglomeracion @& ),, podemos encontrar un nimero natusat- ng_1 tal
que X (Xn,) — 2(X")| < € parai = 1,... k. Claramente las sucesiones construidas cumplen (3.7)
con lo que termina la prueba de la AFIRMACION.
Tomemos ahorene N, uc conv{x } ", y vE convy{x };* ., ,. Tenemos que;,, ,(u) =y(u) y
X, 1(V) > y(2) — €,y por lo tanto

(I+e)[u=v][ =X (V—u) > y(z—u) —e> B(H) - 2¢

asi que
B(H) —2¢
1+¢
Comoe es arbitrario concluimos que(H) = 3(H). O

a(H) = cse (X )i) =

La Proposicion 3.3.6 nos da otra caracterizaciéry.deicho resultado aparece en [KPS00]
enunciado parg(convH)) en vez dey(H). La demostraciéon que incluimos aqui es la dada en
[KPS00]. Necesitamos para ello el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.5([KPS00, Theorem 2.1])Sea(x,)n una sucesion acotada en un espacio de
Banach E. Entonces para cada> 0 existe una sucesiofim,), en N y una sucesioriyn)n €n
E con y € conyXa,...,Xm } € }h € CONKXm, ,+1,---,Xm,} Para n> 1 (es decir,(yn)n €S una
sucesion de sucesivas combinaciones convexds,glg tal que si(u,uz), (v1,Vv2) € scq(Yn)n)
entonces

Jup — 2| = [[vi— Vol < .

Proposicion 3.3.6.Sea E un espacio de Banach ydHE un subconjunto acotado. Entonces

Y(H) = a(conv(H)).

Demostracion.Veamos primero que (H) < y(H). Siguiendo la demostracion de la desigualdad
B(H) < a(H) en la demostracion de la proposicion anterior, se tiene que exfatseriay(z) en

la demostracion de la proposicion anterior) tal que para dd, existen sucesionégy)x en

H (yk seriaxn) Y (fn)n en (14 £)Bx- (fn seriax;;) que cumplen qudy(yx) > a— € paran < k

y fa(yk) <a—a(H) — ¢ paran > k. Tomemosg, = fn/(1+ €) € Bx- paran € N. Tomando
subsucesiones podemos suponer que los limites

pr=Ilimlimgn(%) v p2=limlimgn(x)
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existen. Tenemos que
a(H)—2¢
1+¢
y comoe > 0 es arbitrario deducimos queH) < y(H).
Nos queda probar quéH) < a(conVH)) ya que por lo que acabamos de demostrar, tenemos
quea(convH)) < y(conH)) = y(H). Sea(x)x una sucesion eH y sea( f,), una sucesion en
Bx- de modo que los limites

<p1—p2<y(H)

pL= Iqunlllzn fn(X) y P2 = |I|£TI|IrI;n fn(X)

existan. Por la Proposicion 3.3.5 tenemos que dadd), existe una sucesion de sucesivas com-
binaciones convexggy )k de (x.)n tales que|z — z;|| — csef(z)k) < € parai # j. Entonces

pr=limlimfn(z) vy pz=limlimfn(z).
Por lo tanto

|1 — p2| <liminfliminf||z — z|| < csef(z)x) + & < a(conMH)) +-¢
] i

y comoe > 0 era arbitrario, concluimos qugH ) < a(convH)). O
En la seccion anterior aparece de forma natural la siguiente medida denpaadad débil.
Definicion 3.3.7. Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Se define
k(H) = d(H" E).

Definicion 3.3.8. Sea E un espacio de Banacluyn dos medidas de no compacidad débil en E.
Diremos queu y n son equivalentes si existen constanteMm- 0 tales que para todo subcon-
junto acotado H de E se tiene que

mu(H) < n(H) <Mpu(H).
Si reescribimos el Corolario 3.1.5 en términosyleenemos qug y k son equivalentes:
Corolario 3.3.9. Sea E un espacio de Banach yHE un subconjunto acotado. Entonces
1
2
De forma anéloga a como hicimos en la Definicion 2.4.5, introducimos ahora liergigu
medida de no compacidad débil.

y(H) <k(H) < y(H).

Definicion 3.3.10.Se E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E. Definimos

ck(H) := ¢SL|J_|%d(C|USIiE**7W)(¢), E).,

dondeclustg-«)(¢) denota el conjunto dewpuntos de aglomeracion de la sucesipen E~.
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Para ver que ck es una medida de no compacidad débil basta vét gserelativamente
compacto erk si, y solo si, ckH) = 0 pero esto es inmediato por el siguiente corolario yayque
es una medida de no compacidad débil.

Corolario 3.3.11(JACa]). Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E, enton-
ces
ck(H) <y(H) <2ck(H).

Demostracion.De nuevo por la Proposicion 3.1.3 podemos deducir estas desigual@ddsot-
tenidas previamente para espacios de funciones continuas sobre tmsnpatque para obtener
la segunda desigualdad, basta con aplicar el Lema 2.4.7. La primeraadéaise obtiene gracias
ala desigualdad ¢k ) < k(H) que es inmediata, y al Corolario 3.3.9. O

Definicion 3.3.12.Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E. La medida d
no compacidad débil de De Blasi de H se define como

w(H) =inf{e >0:H C K¢+ €Bg y K¢ C X es w-compacto

A continuacion vemos que es efectivamente es una medida de no compacidad débil. Vea-
mos que cumple la condicion (i) de la Definicién 3.3.1. Esto sale inmediatamenteigeitante
proposicion.

Proposicién 3.3.13[ACa]). Sea E un espacio de Banach y sea H un subconjunto acotado de E,
entoncek(H) < w(H).

Demostracién.Basta con demostrar que ®(H) < €, entonces KH) < €. Filemose > w(H),
entonces existe un conjuniecompact; tal que

H C K¢+ €Bg

y por lo tanto, tomando clausuras en la topologialel bidual,
H"  Ke+&Bge C X +€Bewr,
asi que
k(H)=d(H" ,E) <e.
O

Corolario 3.3.14 (Grothendieck,[Die84, Lemma 2, p. 277i H es un subconjunto acotado de
un espacio de Banach E, entoneeH) = 0 si, y sélo si, H es relativamente compacto en E.

Observacion 3.3.15.Las condiciones extras que cumplen una medida de no compacidagudébil
sobre un espacio de Banach E segun la definicion que aparece el[KB8& no hemos exigido
nosotros son las siguientes:

(@) p(conv(A)) = u(A) para A€ A,
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(b) muA+B) < u(A)+u(B) para AB € k.
Bajo estas hipotesis extras se tiene que para todo H conjunto acotado dpariede Banach E

H(H) < p(Be)w(H).

En realidad, para que se de esta desigualdad solo es necesgraumgla (b). Para probar esto
basta tener en cuenta quésic K; + £Bg, entonces tenemos que

H(H) < p(Ke +€Bg) < U(Ke) +€U(Be) = €U (Be)
y como esto se puede hacer para w(H) se obtiene la desigualdad deseada. O

Podemos resumir las relaciones obtenidas en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.16([ACa]). Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Entonces
ck(H) <k(H) < y(H) <2ck(H) < 2k(H) < 2w(H),

y(H)=y(con(H)) y w(H)=w(conVH)).
Ademas, para cadaxe ﬁw, existe una sucesidix,), en H tal que
X =y < y(H)
para cada punto de aglomeraciof‘yde (xn)n €n E™.

Observacion 3.3.17.Si volvemos al Ejemplo 2.4.10 observamos que el compdagoe se de-
fine alli es disperso y por lo tanto el bidual GéK) es/.(K) (ya queC(K)* = ¢1(K), véase

[Rud57]). Por lo tanto, sA es un subconjunto acotado @éK) se tiene qu&w =A"C U (K).
Consecuentemente este mismo ejemplo nos sirve para ver que la constantel@ségulaldad

k(H) <2ck(H)
es Optima. Asi se tiene que la constante 2 en la desigualdad
y(H) <2ck(H)

también es 6ptima. Tal como vimos en la Observaciéon 3.1.9, también sabemos spipuede
mejorar el 2 en la desigualdad
y(H) < 2k(H).

g

Observemos que después del Corolario 3.3.16 tenemos que las medidask son equiva-
lentes. Sin embarg® no es equivalente a ninguna de las anteriores, como vemos en la siguiente
seccion.
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Para terminar esta seccion vamos a demostrar que las medidas k y ck sos ausaido
E tiene la propiedad de Corson. Se dice que un espacio de Banach tiene la proptedad
Corson si cada vez que se tiene una coleccién de cerrados comleea®on interseccion vacia,
entonces existe una subcoleccion numerable con interseccion vac@amerde se tiene que si
(E,w) es Lindeltf, como los cerrados convexos son los mismos en la topologia deva g la
débil, entonce& tiene la propiedad de Corson, pero sin embargo no todos los espacios con la
propiedad® de Corson cumplen qué,w) es Lindelof [Pol80, p.146]. En [Pol80] se demuestra

gue un espacio de BanaEhiene la propiedad de Corson si, y sélo si, para todo conjuAta E*

y todoz e KW, existe un subconjunto numeralflede A tal quez € convA” . En particular, los

espacios de Banach con bola dwétangélica tienen la propiedaide Corson.

Teorema 3.3.1§[ACa]). Si E es un espacio de Banach con la propiedade Corson, entonces
para cada conjunto acotado K E tenemos quek(H) = k(H).

Demostracion.Ya sabemos que ¢K) < k(H), por lo tanto si kH) = O la igualdad es cierta.
Asi que nos basta con probar que sk® < k(H) entonces < ck(H). Tomemos en tal caso

X e ﬁW\E cond(x**,E) > b. Por el Lema 3.2.2, si denotamos
S(X™,b) := {X* € Bg+ : X (x") > b}

W . : . :
tenemos que @ S(x**,b) " . ComoE tiene la propiedad de Corson, existe un conjunto numera-
ble C de S(x**,b) tal que Oe conC” . ComoS(x*™,b) es convexo, existe un conjunto numerable

D deS(x*,b) tal que Oc D"'. ComoD es numerable, existe una sucedin, enH que converge
ax*™ puntualmente sobr®. Por lo tanto, sh** es cualquiew*-punto de aglomeracion dén)n
enE**, tenemos qué*|p = X**|p. En particular,

para cad* € D. Por otro lado, como & 5W, para cadd € E y € > 0 existe algurx* € D tal
que|x*(h)| < €. Por lo tanto

|h* —h|| > h™(x") — x*(h) > b—¢.

Comoe y hson arbitrarios, obtenemos qdéh™*, E) > b para cadav*-punto de aglomeracidm™
de¢ = (hn)n. Concluimos que

ck(H) > d(clusig-(¢),E) > b
y asi termina la prueba. Ol
Obsérvese que ¢K) = k(H) implica qued(H" ,E) = d(H®, E) donde

He:= [ J clusk-(¢),

penN
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sin embargo, puede pasar ddé ¢ ", Efectivamente, si’ es un conjunto no numerable, en-
toncescy(I") es débilmente compactamente generado, y en particular débilmente Lindeléf por
que tiene la propiedad de Corson. Por lo tanto ck k ency(I"). Por otro lado, la bola unidad

H 1= Beyr) Yy H® estan formados por funciones definidasfenon soporte numerable y por lo

tantoBy,, ) = H" contiene estrictamenteHe.

Se puede dar una prueba distinta del Teorema 3.3.18 en el caso padeqglae la bola del
dual del espacio de Banach sea angélica con la topolegi®ara ello se usan algunas ideas
de [Gra06]. Incluimos también esta prueba para ilustrar como otras tépuiedsn ser utilizadas
en este contexto: estas técnicas podrian ser Utiles para otras cuesteresstamos el siguiente
lema.

Lema 3.3.19.Sean E y F espacios de Banach y E — F una aplicacion lineal y continua.
Entonces para todo subconjunto acotadaHE se tiene que

ck(T(H)) <|[T[lck(H).

Demostracion.Fijemos una sucesidfhn ), contenida e y denotemosg\ := clustg-« ) ((hn)n)
y B:= clustr- w) ((T (hn))n). Como la aplicacion adjunfe™ : E** — F** esw*-w*-continua con
T*|e =T tenemos qud **(A) C B. Por lo tanto

d(B,F) <d(T™(A),T(E))

[T =1
=d(T"(A),T7(E) < [TIdAE)

<|[Tllek(H),
lo que implica que cKT (H)) < ||T||ck(H). O

Demostracion del Teorema 3.3.18 cuando la bola dual’eangélica. Probamos el resultado en
dos pasos.
PRIMER PASO: el espacio dual'Ees separable para la norm&omo KH) > ck(H), solo te-

nemos que ver que(K) < ck(H), es decird(x™,E) < ck(H) para cadac* € H"Y. ComoE*
es separable para la norma, dagioe A" existe una sucesiofi,), enH tal que imph, = x**
en la topologia débilw*. Por lo tanto clust.- w((hn)n) = {Xx™} y asid(x**,E) < ck(H) como
gueriamos probar

SEGUNDO PASO(Bg-,w") es angélicoComo ckH) < k(H), para ver que adH) = k(H) solo

tenemos que probar que es imposible quéigk< k(H). Procedamos por contradiccién suponien-
do que ckH) < k(H) y entonces construiremos un conjunto acotadocy con ckA) < k(A) lo

gue es imposible tras lo que hemos probado en el primer paso. Tonxéme@N*\E ybeR
con
d(xX™*,E) > b > ck(H). (3.8)

El Lema 3.2.2 nos dice que

0 € {x* € Bg+ : X**(x*) > b}w.
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Como(Bg-,w*) es angélico, existe una sucesiéf)), enBg- conx*(x;;) > b para cadan € Ny
conw*-limmx;, = 0. Definamos

T:E — ¢

*

X~ 0G00)n.
La aplicacionT es lineal y continua cofiT|| < 1. DefinamosA := T(H). Observemos que

Sea(en)n la base canodnica el = c¢. Observemos que para cada E tenemos que
T7(€n)(x) = enT (x) = en((X3(X))n) = X3(X).
Por lo tantoT *(ey) = X5, y asi
T (X7)(en) =X (T"(&n)) =X (%3) = b (3.10)

para cada € N. La desigualdad (3.10) nos dice que ddde (¢.)* un punto dev*-aglomeracion
fijo de (en)n, se tiene qué (x) = 0 para cada € o, ||f|| <1y f(T*(x**)) > b. Esto implica que

d(T™(x™),c0) > b. (3.11)
Como||T|| <1, usando el Lema 3.3.19 obtenemos que

3.9) (3.11) (3.8)
K(A) > d(T*(x*),co) = b > ck(H) > ck(T(H)) = ck(A)

lo que nos da una contradiccion. Ol

3.4 Medidas de no compacidad débil eny

La seccion anterior ha terminando con una prueba del Teorema 3.3.48oclaabola dual
esw*-angélica, donde se ha usado quecgnlas medidas k y ck son iguales. En esta seccion
vemos que de hecho todas las medidas estudiadas en la seccion anteigoiakeEmerncy. Esto
lo podemos hacer gracias a algunos resultados obtenidos en seccivias p a un teorema de
[KPS00] que vamos a desarrollar aqui también, véase Teorema 3.4. Zé&mngzecon el siguiente
lema.

Lema 3.4.1([KPS00, Theorem 2.8])Sea H un subconjunto acotado dg Entonces

y(H) = sup{d(z co) : z es un punto de aglomeracion de una sucesiooa@vH)}.
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Demostracion.Denotemos
B(H) =sup{d(z,cp) : zes un punto de aglomeracién de una sucesion en(EQnv

Por un lado, a partir de las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.6 se deducB(gle< y(H). Veamos
ahora que/(H) < B(H). Fijemos una sucesidix,), enH. Para cada punto de‘-aglomeracion
z= (z(k) )k de la sucesiofix,)n, existira una subsucesi@ry, ); tal quez = w*-lim; x,. Pongamos
d =d(zcp) = limsug [X** (k)| y denotemoy; = X,, parai € N. Filemose >0y p € N. Tomemos
Yng,Yn,s - - - Yn, €lementos de la sucesion y numeros natutalesk; < ...kp.1 de modo que

|z(k)| <d+¢ para k>k;
Iyni(K) —z(k)| <& para k<k,i=1,...,p,
yn (k)| < & para k>k1,i=1,...,p.

Definamos ahora ]
1
X= o Zyni € conv{x, : n € N}.
i=

SiH C M- Bg, y kj < k<Kj;1tenemos que

(k) —2z(k)| < 5P [yn (k) —2(K)|
< (S R+ 2001 + (120K) oy )+ 325 2 v () — 201
< L(sidE+dre)+dretM)+3P )
< 2£+d+%,

y parak < k; tenemos
Ix(K) — z(k)| < €.

Teniendo en cuenta que targ@omoe eran arbitrarios se deduce quig, conx,: n€ N}) <d
y esto junto a las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.6 nos permite concluiy(@le< B(H). Ol

Teorema 3.4.2([KPS00, Theorem 2.9])Las mediday y w son iguales eng

Demostracion.Dadod > 0, consideremos la funcidg : R — R definida como

rd(a):{ 0 s.i la| <d

a
a—dm si |a|>d.

Consideremos ahora
Ri: G — G
(X(K)), ~ (ra(x(K))),-
SeaH un subconjunto acotado no vacio dgy tomemosd = y(H). Vamos a ver ahora que
y(R4(H)) = 0. Tomemos una sucesi¢r,), enH. Seaz € ¢;* un punto dew*-aglomeracion de
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la sucesion. Tomando una subsucesion podemos suponergim, x, = z. Por el Lema 3.4.1
tenemos quémsug |z(k)| < d. Por lo tanto

Iimksup‘ (w* - Iirde(xn)> (k)’ = limsupfra(2(k)| =6 (lip\z(kn) —o0.

Aplicando de nuevo el Lema 3.4.1 obtenemos gu&;(H)) = 0. Por lo tanto,Ry(H) es un
conjunto w-relativamente compacto emy. Asi que, comoH C Ry(H) +d - Bg,, tenemos que
w(H) <d=y(H).

Por otro ladoy(Bg,) = 1. Es inmediato que dados dos conjuntos acotédp® decp (0 de
un espacio de Banach cualquiera), se cumpleygée- B) < y(A) + y(B), asi que por la Observa-
cion 3.3.15 tendremos que

Y(H) < ¥(Be,)w(H) = w(H)

lo que concluye la prueba. Ol
Poniendo todos los resultados previos juntos concluimos:
Corolario 3.4.3. Las medidagk, k, yy w son iguales eng

Demostracion.Sabemos que ey, ¥y w son iguales por el teorema anterior. Por otro lado, del
Lema 3.4.1 se tiene queldies un subconjunto acotado cg entoncey(H) < k(convH)). Pero

por el Corolario 3.3.9 y el Teorema 2.3.1 tenemos quekvH)) < y(conH)) = y(H) asi que
y(H) =k(convH)). Ahora bien, ertyp podemos aplicar el Teorema 3.3.18 y el Teorema 3.2.5 por
lo que obtendremos quédonvH)) = k(H) = ck(H) con lo que terminamos la prueba. [

3.5 Medidas de no compacidad débil eh;(u)

Consideremos ahor@, Z, 1) un espacio de medida finito. En esta seccién vamos a estudiar
la relacion entre las distintas medidas de no compacidad débil estudiadaseecitsnS3.3 en el
espacid_; (). De hecho obtenemos que ck, kason iguales y solo se diferencia de las anterio-
res en una constante, Teorema 3.5.4. Para ello utilizamos el concepto dehitigad uniforme
ya que en este espacio esta directamente relacionado con la medidarema 3.5.2.

Se dice que un subconjunitbdeL,(u) es uniformemente integrable si
;m;sup{/|h|du:heH,EeZyu(E)§6}:O. (3.12)
> E

El siguiente teorema se puede encontrar en [DJ77, Theorem 15, p. 76]

Teorema 3.5.1(Dunford). Sea H un subconjunto da (). Entonces H es w-relativamente com-
pacto si, y sélo si, es uniformemente integrable.

La formula (3.12) con la que mas arriba se define la integrabilidad uniformeera calcular
la medidaw enLy ().
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Teorema 3.5.2([AP84]). Sea H un subconjunto acotado dg ). Entonces
w(H) = ;m;sup{/ |hdu:heH,Ee>yu(E) <48}
> E
Demostracién.Denotemos

n(H,5)=sup{/ lhldu:heH,E€Zy u(E) <o}
E

H) = infn(H,d).
nH) ggon( ,0)

Tenemos que ver que@(H) = n(H). Tomemose > 0 y K C L1(i) un conjunto relativamente
compacto tal quél C K+¢&By, (). Entonces para cada> 0 tenemos qug (H,d) <n(K,d) +¢,
asi que por el teorema de Dunford

nH)<infn(K,0)+e=¢
5>0

y por lo tanton(H) < w(H).
Veamos ahora la desigualdad opuesta. SupongamosiqueM - By, ). Fijemosd >0y
a> 6~ IM. Dadoh € H, definamos

Arn={weQ:|h(w)| >a}

y observemos que por la desigualdad de Tchebychev se tiene que

Ihjdu
H(AY) = p(we Q:h(w)] = a) < /Qa <3.

Por lo tanto
[ hdu < n(H,8). (3.13)
An

Definamox := {hy, , :he H}. Observemos que dadoec >

/E’hXQ\Ah’dM < au(E),

y asi de nuevo por el teorema de Dunford tenemoskgasw-relativamente compacto &n(u).
Finalmente, la desigualdad (3.13) se puede escribir como

=ty = [ IWldst <0 (H.5)

y por lo tanto
HC KW—F n (H , 5)BL1(IJ)'
de donde deducimos que(H) < n(H,d). Comod > 0 era arbitrario, podemos concluir que

w(H) < n(H).
O
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Usando esta caracterizacion @eenl;(u), en [KP01, Theorem 2.5] se prueba que en dicho
espacio
y(H) =2w(H) = 2y(H),

donde
y(H) =sup{d(z,L1(u)) : zes un punto de aglomeracion de una sucesion en(EQnv

Para ello demuestran por separado gud) = 2w(H) y que w(H) = y(H). Recogemos este
resultado en el Teorema 3.5.4, donde vemos que de hecho la seguriddad@ade directamente
debido a las relaciones conocidas entre las distintas medidas de no complitidaon lo que
se simplifica la prueba. De hecho, lo que podemos deducir directamenteraedsgpgualdad es
que

y(H) =2w(H) =2ck(H) = 2k(H) = 2y(H).

Enunciemos primero el siguiente lema de Rosenthal ya que nos haré faithapdieba.

Lema 3.5.3(Rosenthal, véase [Die84], Chapter VII, o [DJ77], ChapteBga(un)n una sucesion
de medidas numerablemente aditivas definidas eansup,.y |n| (Q) < +. Dadoe > 0y una
sucesion disjuntéE, ), enZ, existe un conjunto infinito B N tal que

|un|<U Em) <& paratodone P
m#£n

meP
Teorema 3.5.4.Sea H un subconjunto acotado dg( 1), entonces
y(H) =2w(H) =2ck(H) = 2k(H).

Demostracion.Por el Corolario 3.3.16 tenemos quéH) < 2ck(H) < 2k(H) < 2w(H). Por lo
tanto, es suficiente probar queo@d) < y(H). TomemosH C Li(u) un conjunto acotado con
w(H) > 0y tomemosd tal que 0< 26 < w(H). Vamos a construir primero una sucesion de
conjuntos medibleéDp)n y Una sucesiox,), enH tales que

(i) /D [Xa(t)|dp(t) > w(H) — 0 paran € N,

y 0
(i) /Dn [Xm(t)[dpu(t) < on-1 Para I<m<n.

Por el Teorema 3.5.2 tenemos que existe un conjunto mddibyex; € H tales que
/D xa()]dp(t) > w(H) — 3.
1
Supongamos que hemos obtenido .., X,y D1, ...,Dn. Fijemose > 0 tal que

sup |hmldu < én cuandou(E) <e.
1<m<n+1J/E 2
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De nuevo por el Teorema 3.5.2, exifig,1 con(Dny1) < €Y Xn4+1 € H tales que
| pea®ldu() > woH) 6.
Dn+1
Las sucesiones construidas cumplen los requisitos pedidos. Tomema®8akotm-nDy y sea

En = Bn\Bny1. La sucesionE,), es una familia disjunta de conjuntos medibles y para cadl&f
tenemos por (ii) que

o
< .
J, pa®au® < 5 [ paOdu) < 5 55 <8
Aplicando ahora (i) tenemos pana N que
L patjauct) / plt) )~ [ prat) ()
+1 (3.14)

=R Xa(t)]dp(t) — & > w(H) — 2.

Sea ahor& = |J,c En. Por el lema de Rosenthal (Lema 3.5.3) tomando una subsucesion podemos
suponer que

/ (1) |dp(t) < 5. (3.15)

E\Ex

Dados escalares, . .., a, tenemos

n

=3 / A
(il ba0igm() = 3 ad | bt du)

k;ej

J
3.14)
= (w(H) - 26). ;1|aj| —k;(au ~ J; L |xk<t>|du<t>)

akxka))du(t)
k 1

3H

/\

J#k

De aqui se deduce que c$ep)n) > 2(w(H) — 3d) asi que por la Proposicién 3.3.6, tenemos que
y(H) > 2(w(H) —38) y comod > 0 era arbitrario, concluye la prueba. O
3.6 Version cuantitativa del teorema de Gantmacher

La medida de no compacidad de Hausdorff de un subconjunto achtatoun espacio de
Banachk viene definida por

h(H) =inf{e > 0:H C K¢ +€Bg y K¢ C X es finito}.
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Un teorema de Schauder dice que un operador lineal y continuo entesgasios de Banach
T:E — F es compacto (es decif,(Bg) es un conjunto relativamente compactorénsi, y so-

lo si, su operador adjuntd* : F* — E* es compacto. Usando la medida de no compacidad de
Hausdorff, Goldenstein y Marcus probaron un resultado mas fuerésécita en [AT90, p. 367])
estableciendo las siguientes desigualdades:

Sh(T(Be)) < h(T*(Br.)) < 2(T (Be)). (3.16)

Por otro lado, Gantmacher probd que un operddes relativamente débilmente compacto si, y
sé6lo si, su adjuntd@* lo es. Una cuestion natural es plantearse si se puede obtener uida vers
cuantitativa de este teorema en unos términos similares a la desigualdadl(@.4®@dida de no
compacidad débil que parece ser la primera candidata por su analodicesda medida de no
compacidad débil de De Blasi. Sin embargo en [AT90, Theorem 4] se dg@mplo viendo que
esto no es posible. En esta seccion vemos que si en vez de consilasamos la medidg (u

otra equivalente), es posible obtener una version cuantitativa débesde Gantmacher, Teore-
ma 3.6.6, y como corolario obtenemos guew no son equivalentes, Corolario 3.6.8. Empecemos
viendo el ejemplo introducido en [AT90] en el Teorema 3.6.5. Para ellocéamios primero unos
resultados que nos hacen falta en dicho teorema.

Definicion 3.6.1.Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad de la aproximaitidn d
compacta (W.A.P.) si existe un> 1 tal que para cualquier conjunto w-compactoKE y para
cualquiere > 0 existe un operador w-compacto: E — E tal que

sup[x—Tx[<e y [le—=T[<A
xeK

donde £ : E — E es el operador identidad.
Proposicion 3.6.2[AT90]). co no tiene la W.A.P.

El siguiente resultado es consecuencia facil del Lema de Riesz.
Lema 3.6.3. Si E es un espacio de Banach no reflexivo, entong@s ) = 1.

Demostracion.Esta claro queo(Bg) < 1. Supongamos que no es igual a 1. Entonces existira
0 < € <1y un conjuntoK C E wcompacto tal qudg C K + Bg. Tomando clausura* en el
bidual tenemos que

Be C K+ €Bgw C E + B (3.17)

Por otro lado, por hip6tesks es un subespacio propio Bé&* asi que por el lema de Riesz tenemos
que existez € Be+ tal qued(z E) > € por lo que se llega a una contradiccion con (3.17) [

SiE y F son dos espacios de Banach, denotemos
W(E,F)={T:E — F : T es un operadon-compactg.
Si tenemos un operaddr: E — F, denotemog T ||\ la norma cociente

ITllw = d(T,W(E,F)).
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Proposicién 3.6.4([Ast80, Theorem 5.2]) Sea E un espacio de Banach, seaE — /., un
operador lineal y continuo y sea*Tsu operador adjunto. Entonces

W(T*(Bry)) = ITw-
Teorema 3.6.5([AT90, Theorem 4]) Existe un espacio de Banach separable E y una sucesion
(Th: E — cp)n de operadores lineales continuos tales que para todd\h

1

OB 25 ¥ OB <.

Demostracién.Por la Proposicion 3.6.2p no tiene la W.A.P., asi que para cada N existe un
conjuntow-compactd, C ¢p y &, > 0 tal que para todo operadBr. cp — Cp tal que

supllx—RX| <& y [l —R|<n
xeKn

se tiene qudrk no esw-compacto. Por el teorema de Krein-Smulyan podemos suponer que los
conjuntosK, son absolutamente convexos y cerrados. Por lo tanto, el funcionaindewski del
conjuntoA,

IX|n =nf{t > 0:xectAs}

dondeA, = (&,/n)Bg, + Kn, define una norma equivalente @n Se tiene que
&
Hn|x|n < [%n]] < rn|X]|n

para algurr, > 0. Sea ahor&, = (Co,| - |n) Y sea$, : En — ¢p la identidad. Veamos ahora que
|Shllw > &n. SiR: E, — ¢ es tal qud|S, — R|| < &,, entonces

sup|[x—R¥| < sup||Sx—RX| < &.
XeAn

xeKp

Si seguimos denotando pBrel operador inducid® : ¢o — ¢y tenemos que

n
I, = RI| = sup|x—Rx| < sup_[|Six—Rx| <n
X XEAL &n

€Be,

donde en la primera desigualdad hemos usadoBgue ;”nAn. Por construccién d&, tenemos
gueR no puede ser un operadercompacto. Por lo tanto

[Shllw > &n. (3.18)
Por el Lema 3.6.3 tenemos qug&B.,) = 1 asi que

W(S(Bg,)) = w(%snBco +Kp) < %snw(Bco) + w(Ky) = %sn (3.19)

donde hemos usado qu&K,) = 0 por seiK w-compacto.
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Para terminar la construccion consideremos ahotg-fama
E= (@ En)Co
N

con las proyecciones naturalgs. E — E, y las inclusiones;, : E, — E. Definamos ahora

Veamos ahora quéT,), es la sucesion de operadores buscada. Observemos primero que como
1Sh/lwtSh = Tl tenemos que parac N

[Tallw=1
y por (3.18) y (3.19),

11 1
(Ta(Be)) = [Shllw " @(Sh(Be,) < - fen =1

Consideremos ahord, : ¢o — /o la inclusién candnica. Vamos ahora a compdf&ii|w con

|| 9, Tnllw- Por definicion de - ||, dadog > 0, podemos tomar un operadercompactdV tal que
(13, Tn — W/|| < ||, Tnllw + €. Los conjuntosv-compactos dé,, son separables en normay por lo
tanto, el espacié = spa{J.,, W E} es separable. Por el teorema de Sobczyk (véase [LT96, 2.1.5])
existe una proyeccidR : F — ¢y con||P|| < 2y por lo tanto

[Tllw < [[Th = PWI[ = [[P(Jeg Tn = W)| < 2[|Je; Tn[lw + 2.
Comoe > 0 es arbitrario, entonceédn||w < 2||Je, Tn|lw- Ahora por el Teorema 3.6.4 tenemos que
[Thllw < 23 Tnllw = 200((Jey Tn)* (Bry)) = 200(Tyy (B, ))

y por lo tanto
1

. 1
@(Ty (Be)) = Sl Tallw= 5.

O
Si sustituimosw por la medida de no compacidad déptenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6.6.Sea T: E — F un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach.
Entonces

y(T(Be)) < Y(T*(Br+)) < 2y(T(Bg)).

Demostracién.Tomemos una sucesi¢r, ), enBg y una sucesiofy;,)m enBg-. Por la definicion
deT* tenemos que

limIimy (T (%)) = limIim T (y5) (%),

- L (3.20)
Ilmllrmﬁn(T(m)) = IlanlqunT*(wn)(xn)
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cuando los limites del lado derecho (o del lado izquierdo) existan. Portm, &iriX,)n € (Vi)m
son como antes y tales que los limites del lado izquierdo de (3.20) existancemton

[Himlimya(T (x0)) — imlimye(T ()| < V(T (Be-).

De aqui se obtiene quégT (Bg)) < y(T*(Bg+)).
Por otro lado, s{x,)n € (Yi,)m SON como antes pero suponiendo que los limites del lado derecho
de (3.20) existen entonces

HMIMT (y7) () — iMIM T (y) ()] < V(T (Be).

Es decir, tenemos que (Bg- ) C C(Bg+,W") y(T (Bg))-intercambia limites coBg C Bg-. Como
Be esw*-denso erBg-- podemos aplicar el Corolario 2.1.7 con lo que finalmente obtenemos que
V(T*(Br+)) < 2y(T(Be)). -

Usando el Corolario 3.3.9 concluimos

Corolario 3.6.7. Sea T: E — F un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach.
Entonces

%kmBE)) < k(T"(Br+)) < 4k(T (Bg)).

Por otro lado, los Teoremas 3.6.5y 3.6.6 conducen a:
Corolario 3.6.8. Las medidas de no compacidad débiy y no son equivalentes.

Demostracién.Supongamos qugy w son equivalentes. En tal caso, para cada espacio de Banach
E, existen constanten, M > 0 tales que para todo subconjunto acotbidde E tiene que

mw(H) < y(H) < Mw(H).

Por lo tanto, por el Teorema 3.6.6 tenemos que para todo operador lineatiguo entre dos
espacios de Banadh: E — F se cumple que

maw(T*(Be-)) < Y(T*(B+)) < 2y(T(Be)) < 2Mw(T (Bg))
lo que es imposible por el Teorema 3.6.5. Ol

El hecho de que’ y w no son equivalentes fue probado previamente en [AT90, p. 372] por
Astala y Tylli. Ellos demostraron que existe un espacio de Banach sep&able isometria
linealJ : E — /s y una sucesioiiBy), de conjuntos acotados &econw(Bn) =1y w(JB,) < &
paran € N. Sin embargqg/(1B) = y(B) para toda isometria lineblasi se obtiene quey w no son
equivalentes.
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3.7 \ersion cuantitativa del teorema de Grothendieck

Para terminar esta seccién, vamos a probar una version cuantitativaariésiel Teorema de
Grothendieck que caracteriza los subconjuntos débil compactogdgconK compacto) como
aquellos que son uniformemente acotadag-gompactos. Nuestro resultado claramente implica
el Teorema de Grothendieck, sin embargo, nuestra prueba no usaeehdede la convergencia
dominada de Lebesgue tal como se hace en la prueba clasica: es putap@dtica. Denotemos

Yk (H) := supf| Iirgnlinrqn fm(Xn) — IirTrpIi;n fm(Xn)| @ (fm)m CH, (Xa)n C K}.

Obsérvese qug (H) = 0 si, y sélo siH intercambia limites dobles cdfy esto pasa si, y s6lo
si, H es relativamente compacto 60(K), 7). Consideremos la aplicacion

0:K— BC(K)*

definida comad (k) (f) = f(k). Obsérvese que se tiene gde_ C(K) e-intercambia limites con
K para algure > 0 si, y solo siH &-intercambia limites cod(K) C B¢k

Teorema 3.7.1.Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente adetado
C(K). Entones

W (H) < y(H) <2%(H).

Demostracion.SiH g-intercambia limites coBc k- parag > 0, como

tenemos quéi e-intercambia limites cod(K), y por lo tantoH C C(K) &-intercambia limites
conK y de aqui sale la primera desigualdad.

Supongamos ahora gtk e-intercambia limites coi. En tal caso tenemos que el conjunto
0(K) e-intercambia limites coRl, y por lo tanto, de forma inmediata tenemos qu®K) tam-
bién e-intercambia limites com. Por otro lado, es obvio que si dos conjuntercambian
limites con un tercer conjunto, también lo hace la union de los dos primeros y panttm
Y = {£d: x € K} €-intercambia limites col. ComoY es uniformemente acotado eh(por
serH uniformemente acotado é6) podemos aplicar el Teorema 2.3.1, de donde obtenemos que
convY) e-intercambia limites coHl. Si consideramoll ¢ R¥), tenemos quél e-intercambia
limites con cony). Por otro lado, confY) es un conjunto denso dé)-, por lo tanto, si
aplicamos la Proposicion 2.1.6 tenemos ¢lie-intercambia limites coBc)- y por lo tan-
to y(H) <2y (H). O

Corolario 3.7.2. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente adetado
C(K). Entones

~ 7RK

dAE™ C(K)) < k(H) < 4d(FE™ ,C(K)).
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Demostracion.Si consideramos la aplicacion restriccipnRB«* — RK tenemos que

| . *RK
p(H™") =H
ya quep es continua y las clausuras tomadas dan conjuntos compactos. De aduinealata-

mente la primera desigualdad. La segunda desigualdad sale como coreldremema 3.7.1 si
usamos el Corolario 3.3.9y el Corolario 2.2.1. Ol

Corolario 3.7.3 (Grothendieck) Sea K un espacio compacto, un subconjunta B(K) es débil-
mente compacto si, y solo si, H es uniformemente acotagasglativamente compacto.






Distancia a espacios de
funciones de la primera clase de
Baire

Recordemos que una funcidn X — Z es de la primera clase de Bairefsés el limite de

una sucesion de funciones contindg, € C(X,Z). SiZ = E es un espacio de Banach se
tiene quef € B1(X,E) si, y sélo si,d(f,B1(X,E)) = 0 ya que los limites uniformes de funciones
de funciones de la primera clase de Baire son de la primera clase de Baire:

E N este capitulo estudiamos distancias a espacios de funciones de la primededisre.

Proposicion 4.0.1Sea X un espacio topoldgico y E un espacio de Banach( fggauna sucesion
en B (X, E) que converge uniformemente a una funciéa EX. Entonces f By(X,E).

Demostracién. Tomando una subsucesion podemos suponer que parx todoy todon € N
tenemos qué f(x) — f(x)|| < 1/2"2. Seag; = f1 y paran > 2 seag, = f, — f,_1. Tendremos
entonces quégn(t)|| < 1/2"y

©0

f= .
n;gn

Para cada € N existe una sucesidgn; enC(X, E) tal que el 1m; gnj(X) = gn(X) para todox € X.
Consideremos la funcidm, : [0, 4+) — R definida por

ha(t) =1si0<t <1/2" hy(t)=1/(2") sit > 1/2".

Claramente se tiene que las funciofggx) = hn(]|gnj(X)||)anj(X) Son continuas. Ademas, para
todox € X se tiene qudlk,j(x)|| < 1/2"y por lo tanto, la serie

> k() (4.1)
n=1
converge uniformemente respecto del paij) € X x N. Tenemos que
limknj () = imbin([1 g (%) gnj (%) =11 (%) = Gn(¥).

Por la convergencia uniforme de (4.1) tenemos que la suma

00 = 3 ka0
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es continua para todpe N. Ademas se cumple que
I|m¢) lemkn Zgn(x): f(x)

con lo que finaliza la prueba. Ol

En la Seccion 4.1 estudiamos para que espacios se puede calcular laaldityi; (X,2)).
Para ello vamos a usar los conceptosdeagmentabilidad y-o-fragmentabilidad, véase Defi-
nicion 4.1.1 y Definicion 4.1.2.

Como ocurre en el caso de espacios de funciones continuas, untogmjumiualmente acota-
doH C By(X) estp-relativamente compacto &3 (X) si, y solo si,&(ﬁRx,Bl(X)) = 0. Asi que
de nuevo, procediendo de forma similar a como hicimos en espacios derfesciontinuas, estu-
diamos la diferencia cuantitativa entre compacidad y compacidad numeraspagios; (X, E)
conE un espacio de Banach.

Estudiamos también una mejora un teorema de Srivatsa [Sri93] que diceKj@s sin con-
junto compacto ¥ : X — C(K) es una funcion continua para la topologjeenC(K), entonces
f es una funcion de la primera clase de Baire para la ndrmg, en C(K): si la aplicacion
F no es continua pero tienaescilacion puntual acotadabtenemos una cota para la distancia
d(F,B1(X,C(X))). Para terminar este capitulo estudiamos mejoras cuantitativas del teorema cla-
sico de Namioka sobre continuidad separada y continuidad global, y dehtaale Rudin sobre
funciones separadamente continuas.

4.1 Fragmentabilidad, o-fragmentabilidad y distancia a espacios de
la primera clase de Baire

Definicion 4.1.1.Dadoe > 0,y f: X — (Z,d) una funcion de un espacio topoldgico a un espacio
métrico, decimos que f estdfragmentada si para cada subconjunto no vacia KX, existe un
abierto U C X tal que UNF # 0y diam(f(UNF)) < e. Decimos que f esté-o-fragmentada
por conjuntos cerradosi existe un cubrimiento cerrado numeralf),), de X tal que fx, esta
e-fragmentada para cadaa N.

Obsérvese que &l es un abierto dX y A C X, entonced) NA # 0 si, y sélo siU NA # 0.
De aqui se deduce gqueestas-fragmentada si para cada conjunto cerrBdo X existe un abierto
U c XtalqueUNF #0ydiamf(UNF) <e.

Definicion 4.1.2. Sea X un espacio topoldgicZ,d) un espacio métrico y & ZX una funcion.
Definimos:

frag(f) :=inf{e > 0: f estae-fragmentada,
o-frag:(f) :=inf{e > 0 : f estae-o-fragmentada por conjuntos cerradgs

donde por definiciornnf@® = +oo.
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Usando lo anterior, la nocién usual de-ffragmentabilidad [JOPV93, p. 248] puede ser defi-
nida como sigue:
(i) f estafragmentadai, y sélo si, fragf) = 0.
(i) f estdo-fragmentada por conjuntos cerradd y solo si,o-frag.(f) = 0.
Recordemos que un espacio topolégic@s hereditariamente de Baire si todo subconjunto
cerradoF C X es un espacio de Baire. La siguiente proposicion nos dice que relagi@ntra

frag(f) y o-frage(f).

Proposicion 4.1.3([ACN]). Sea X un espacio topoldgica¥,d) un espacio métrico. Si ¢ Z*
entonces
o-frag.(f) <frag(f).

Si ademas X es hereditariamente de Baire, entonces
o-frag.(f) =frag(f).

Demostracién.La primera desigualdad sale directamente de la definicion. Supongamosesnton
queX es hereditariamente de Baire. Tenemos que probar gue si € > o-frage(f), entonced
estée-fragmentada. Sea un subconjunto cerrado dé Fijemose > o-frag:(f). Entonces existe
una sucesioriX,)n de conjuntos cerrados cubrienddal que f,  estag-fragmentada para cada
n € N. Pongamosi, = X, NC. Entonces, la sucesion de conjuntos cerrdéfag, cubreC, y, como

C es un espacio de Baire, existe N y un conjunto abiertt) C X tal que

04U =UNCCH,C X,

Comof|x, estés-fragmentada, existe un subconjunto abi&ttde X tal queV NU’ £ 0 y ademas
diamf (V NU’) < e. PongamodV =V NU. EntoncedV es un subconjunto abierto dey

WNC=VnNnuUnC=Vnu’'#£0.
Por lo tanto diani(W NC) < ¢ de donde se deduce qfiestas-fragmentada. O

Nuestro objetivo ahora es establecer una formula que nos permita edistiiacias a espacios
de funciones de la primera clase de Baire a través dé€ fffag o-frag.(f). Para ello vamos a
utilizar funciones que son constantes en los conjuntos de una buen#&partic

Proposicién 4.1.4([JOPV93, Proposition 3])Sea X un espacio perfectamente paracompacto y
E un subconjunto convexo de un espacio de Banach: i E es constante en cada conjunto
de una buena particion, entonces=B; (X, E).

Demostracion.Sea{X; :i € | } una buena particion d¢ tal quef|x, es constante para |. Cada
{X i €l} se puede expresar como una union numerable

xi - Uxi,l'h

neN
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de forma que cada familigX; , : i € 1} es discreta panac N. Ademas, por la Proposicion 1.5.2 (i)
podemos suponer que los conjunkg son cerrados paiig [0, 1], n € N. Tenemos entonces que

Toi=J{Xin:iel}

es una sucesion de conjuntos cerrados talfgitjees continua para cages N. Pongamo€; = Ty

Yy paran > 1 denotemos
n—1

Ch=Ta\UJT.
i=1

Para cada € N, C,, es un conjunte, asi que existe una sucesion creciente de cerr@@ios)m
tal que

Ch= U Cn,m-
m=1

Como f|, es continua, en particular tenemos dug, ,, €s continua para,m < N. Tenemos por
lo tanto que

m
Dm= UCi,m
i=1

es una sucesion creciente de cerrados que cubrdemas, como la familigCi 1 =1,2,...,m}

es disjunta y finita se deduce qfig,,, es continua para cadac N. ComoX es paracompacto,
f|p,, tiene una extension continda definida en tod, véase [Are52, Theorem 4.1]. La sucesion
(fm)m converge puntualmentefay por lo tantof € B (X, E). O

Lema 4.1.5(JACN]). Sea X un espacio perfectamente paracompacto, E un subconjuntxgonve
de un espacio de normade,> 0y f: X — E una funcione-fragmentada. Entonces existe una
funcién h: X — E que es constante en cada conjunto de una buena particion de Y tal que

| f(X) —h(x)|| < & paratodo xe X.
Ademas, si E= R entonces h puede elegirse para que satisfaga
|f(x) —h(x)| < &/2 para todo xe X.

Demostracion.Comof estée-fragmentada, por induccién transfinita podemos encontrar un ordi-
nall" y un cubrimiento abiert¢G, : y < T} deX tal queF, # 0 y diamf (F,) < €, dondeF = Go
y,para0< y<T, F, = Gy\Ug~,Gs. Porla Proposicion 1.5.4F,: y < T} es una buena particion
deX. SiE =R, elijamost, el punto medio de cori(Fy) y si E # R elijamost, un punto arbitrario

de f(Fy) paray < I'. Definamos ahora: Y — E comoh(y) =t, siy € F,. Claramenté es una
funcion constante en cada conjunto de una buena particiéhgles satisface que(f,h) <e,y

siE =R, entoncesl(f,h) <e/2. O
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Teorema 4.1.6(JACN]). Si X es un espacio perfectamente paracompacto, E un espacio de Ba-
nachy fe EX entonces

%o-fragc(f) <d(f,By(X,E)) < o-frag(f). (4.2)

En el caso E= R tenemos la igualdad
d(f,Bi(X)) = %o—fragc(f). (4.3)

Demostracion.Probemos la primera desigualdad en (4.2)dFi,B1(X,E)) = + la desigual-
dad se cumple. Supongamos entoncesdjiieB; (X, E)) es finito. Fijemosx > d(f,Bi(X,E))y
tomemogy € B1(X,E) con

| f(x) —9(X)|| < a, para cadx € X. (4.4)

Tomemos una sucesidg,), enC(X, E) tal que Im,gn(X) = g(x) para cadx € X. Filemose > 0
y para cada € N definamos

Xn = [1{X € X1 |gn(X) — gm(X)]| <

m>n

}.

Wl m

Estéa claro que cad§, es cerrado y qu¥ = |J,, X,. Por otro lado, para cadec X, tenemos que

lon() ~ g03) < 5. (4.5

Comogy es continua, para cadac X, podemos tomar un entorno abiektp C X de a tal que
diamgs(Va) < . Por lo tanto, por (4.4) y (4.5) podemos concluir que dig¥h N X,) < 2a +&. Es-

ta tltima desigualdad nos dice gadrag:(f) < 2a + € para cada > 0. Comoa > d(f,B1(X,E))

es arbitrario concluimos que-frag:(f) < 2d(f,B;(X,E)) con lo que concluye esta parte de la
demostracion.

Veamos ahora la tltima desigualdad en (4.2). Como la desigualdad es triviatiestaeuan-
do o-frag:(f) = +o, podemos suponer que-frag:(f) es finito. Dadoe > o-frag.(f), existe
un cubrimiento cerrado numerab{&, : n € N} de X tal quef|x, estae-fragmentada para cada
n € N. Por la Proposicion 1.5.2 (iii), tenemos g{¥, : n € N} es una buena particion de donde
Y1 =Xy, y paran > 1, Y, = X;\ Uﬂ;llxm Por el Lema 4.1.5 aplicado a caga existe una fun-
ciongy : Y, — E que es constante en cada conjunto de una buena particigrtalegue six € Y,
entoncesl(gn(X), f(x)) < ey d(gn(x), f(x)) < &/2 siE = R. Definamog : X — E como

gX)=0gn(x) si xeYn.

Por la Proposicion 1.5.2 (ii)g es constante en cada conjunto de una buena particidhydasi
que por la Proposicion 4.1.4.c B;(X,E). Claramented( f, h) < £ en general, asi que la segunda
desigualdad en (4.2) queda probada, F st R, entonces tenemos qdéf,h) < &/2 por lo que

la igualdad (4.3) queda probada. Ol
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Observacion 4.1.7.Si seguimos la demostracion del Lema 4.1.5 podemos observar la sigmclu
obtenida cuando E= R se puede obtener también cuando E tiene la propiedad de que para todo
conjunto acotado HC E existe x E tal que

H C B(x,diam(H)/2).
Por lo tanto, la férmula
d(f,Bi(X,E)) = %o-fragc(f)
es valida para los espacios de Banach E con dicha propiedad. Un ejatagspacios que cum-
plen dicha propiedad son los espaciagl™) conl™ un conjunto arbitrario.

En [GS06] se demuestra que fsie RX con X un espacio polaco (es dec¢ires un espacio
métrico completo separable), entonces

d(f,Bi(X)) = %frag(f).

Combinando el Teorema 4.1.6 y la Proposicién 4.1.3 obtenemos que estedegslt@mmbién
véalido en un caso mas general.

Corolario 4.1.8 ([ACN]). Si X es un espacio métrico hereditariamente de BairexyR, enton-
ces

d(f,B1(X)) = %frag(f).

Para terminar esta seccion veamos una caracterizaciorfidey(f) cuandof esta definido
en un espacio métrico. Para ello veamos primero el lema siguiente.

Lema4.1.9.Sea(X,d) un espacio métricqE, || - ||) un espacio normado y:fX — E una funcion.
Entonces

frag(f) > inf{€ > 0 : existe un cubrimiento
cerrado{X,}n de X tal queosq f|, ) < & parane N}.

Demostracion.Supongamos que fraf) < € < 4. Entonces, existe un ordingly una sucesion
de conjuntos abiertds,, 4 < I deX tales queX = U, <rGy, Mg = G¢\ U, 1¢ Gy, # 0 para todo
& <T ydiam(f(Mg)) < € paratodc <T. Los conjuntoso = Xy Fg = X\ U,,_s G, son cerrados
asi que el conjunto

es cerrado. Sy >~ &, entonces
d(Fek, Fy) > d(Fe, Fy) > d(Feg, X\Gg) > 1/k

asi queXx = Ug < Fei es cerrado. ComMe = Uy Fe Y Us<rMg = X, entonces X = X.

Elijamosa € X¢. Como la familia{F; : £ < '} es discreta, tenemos que existe un conjunto
abiertoVa y &€ < T tal queVanFyy # 0 si, y sOlo sig = &,. EntoncesyaNX¢ =VaNFgx C Mg, asi
que diang f (VaNX)) < €. Hemos probado que dsfgy, ) < € con lo que concluye la prueba.]
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Proposicién 4.1.10.Sea(X,d) un espacio métrico(E, || - ||) un espacio normado y fX — E
una funcion. Entonces

o-frag.(f) =inf{€ > 0 : existe un cubrimiento

4.6
cerrado{X}n de X tal queosd f|, ) < & parane N}. (4.6

Demostracién.SeaA el infimo que aparece al lado derecho de la igualdad (4.6). Claramente tene
mos queo-frage(f) < A. Probemos la desigualdad inversa. Para ello fijeenes) > o-frag:(f).
Tenemos que existe un cubrimiento cerrgde}n deX tal quef|, estan-fragmentada panac N.
Entonces, por el Lema 4.1.9, para cadal, existe un cubrimiento cerradX"} ,, de X, tal que

osd f,,) < & paratodane N. Por lo tanto{X": (n,m) € N2} es un cubrimiento cerrado nume-
rable deX tal que os(:f‘xnm) < £ de donde se deduce gae< €. Comoe > o-frag( f) es arbitrario,
tendremos qué < o-frag(f). O

4.2 Diferencia cuantitativa entre compacidad y compacidad nume-
rable

En el Capitulo 2, para un conjuntd de ZX dondeX es un espacio topologico (Z,d) un
espacio métrico, hemos definido el indicg¢ldk paramedircomo de lejos estalta de ser relati-
vamente numerablemente compactd@{X, Z), 7). En espacios de funciones de la primera clase
de Baire podemos hacer algo analogo.

Definicién 4.2.1. Si X es un espacio topoldgic,d) un espacio métrico y H es un subconjunto
del espaciqZX, 1,). Definimos

cks,(H) := supd(clustx(¢),B1(X,2)).
pehN

De forma anéloga a como pasa en espacios de funciones corffifXia8), siH es un sub-
conjunto relativamente numerablemente compactgBiéeX,Z), 1), entonces ok (H) = 0. El
objetivo de esta seccion, es estudiar la diferencia cuantitativa entre cidagbg compacidad nu-
merable. Para ello, de forma similar a como hicimos en el Capitulo 2, estudiarenadecian
entre clg,(H) y

~ 7RX
d(H" ,By(X)),
véase Corolario 4.2.3. La clave para ello es la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.2(JACN]). Sea X un espacio métrico separalfl&,d) un espacio métricoy H
un subconjunto relativamentg-compacto d€Z*, 1,). Entonces

supfrag(f) = supinf{frag(f): f € clustx(¢)}, 4.7)
feH pecHN

donde las clausuras estan tomadas(&h, Tp).
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Demostracion.Seaa el nimero que aparece en el lado derecho de (4.7). Claramente

B = supfrag(f) > a.
feH

Si B = 0 la igualdad se cumple. En otro caso, la igualdad (4.7) quedara probeelmas que
cada vez qugd > € > 0 también tenemos que > £. Tomemos3 > € > 0y elijamosf € H tal
que frag f) > €. Entonces existe un subconjunto no vagia X tal que dianf(FNU) > € para
cada conjunto abiertd C X conU NF # 0. Fijemos{U, : n € N} una base de la topologia en
X'y escribamo8 := {ne€ N:U,NF # 0}. Para cada € B podemos tomax,, y, € UyNF tales
qued(f(xn), f(yn)) > €. Tomemo<L := {xn: n€ B} U{y,:ne B}. ComoC C X es numerable y
f € H, existe una sucesigh € HY tal que Im, ¢ (n)(x) = f(x) para cada € C. Por lo tanto, sg
es un punto dep-aglomeracion arbitrario d¢, entonceg)|c = f|c y en particular tenemos que

d(g(Xn),9(yn)) > €, para cada € B. (4.8)
SiU es un conjunto abierto tal queNC £ 0 entonces existe € N tal que 04 U,NC Cc UNF.
Asi que,n € By comox,, Y, € U NC concluimos que

. (4.8)
diamg(U NC) > d(g(xn),9(yn)) > €.

Hemos probado que
inf{frag(g) :geclust¢)} > ¢
y por lo tantoa > € con lo que la prueba esta finalizada. Ol

Combinando la Proposicién 4.2.2, el Teorema 4.1.6 y la Proposicion 4.1.3eoms el si-
guiente resultado.

Corolario 4.2.3(JACN]). Sea X un espacio polaco, E un espacio de Banach y H un subconjunto
relativamenter,-compacto de E. Entonces
~A __EX
ckg, (H) < d(HT ,B1(X,E)) < 2ckg, (H).

En el caso particular E= R, tenemos

~ *]RX

d(H ,Bl(X)) :CkBl(H).

En el caso en el que gkH) = 0 y E = R se obtiene el resultado clasico debido a Rosenthal.

Corolario 4.2.4 ([Ros74]) Si X un espacio polaco, K B1(X) estp-relativamente compacto si,
y solo si, es,-relativamente numerablemente compacto.

Obsérvese ahora que como hicimos en el caso de funciones contibigagros que bajo las
hipotesis del Corolario 4.2.3, las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) ckg,(H) =0,
(i) H esun conjunto relativamente numerablemente compactBdX, E), 1),
(iif) H es un conjunto relativamente compactoBe(X,E), 1p).
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4.3 Distancia a espacios de funciones de la primera clase de Baire y
oscilaciéon puntual

El punto de partida de esta seccion es el siguiente teorema de Srivatsa.

Teorema 4.3.1(Srivatsa, [Sri93, Theorem 2.1]5ea X un espacio métrico, E un espacio de Ba-
nach y K un conjunto compacto. Entonces:

(i) SiF:X — C(K) estp-continua, entonces F es de la primera clase de Baire para la norma.
(i) SiF : X — E esw-continua, entonces F es de la primera clase de Baire para la norma

Obsérvese que la condicion de queX — (C(K), 1p) sea continua es equivalente a que para
todok € K, la aplicacionr o F sea continua donde la aplicacidg: C(K) — R esta definida por
h~~ h(k). Sabemos por el Teorema 1.1.9 que estudiar distancias a espaciosioedsicontinuas
(sobre espacios normales) es equivalente a estudiar la oscilacion de fichiones. El problema
gue nos planteamos aqui es estudiar qué pasa cuando sustituimos la ooteligitery o F sea
continua por la condicién de que dichas funciones tengan oscilacion meeaierta cantidad.
Como vemos en el siguiente teorema, al hacer este cambio lo que obtenemascesaude la
distancia que hay de a las funciones de la primera clase de Baire. Ademas también recogemos
el caso en el que el rango &eno son aplicaciones necesariamente continuas.

Teorema 4.3.2([ACN]). Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto: XF— RK una
funcion. Entonces

d(F,Bu(X,C(K) < ; SUposa(F () + 2SS ko). @9
XE eK

donde, para FF’ : X — RK, d(F,F’) = sup{|F (x)(k) — F'(x)(K)| : (x,k) € X x K}.

Demostracion.Obviamente podemos suponer que el lado derecho de (4.9) es finito.

Seaa > sup,x 0sqF (X)) y b > b’ > supx 0sq ko F).

Primero vamos a reducir el caso general al caso donde la imagEnedeuniformemente
acotada efRX.

Por el Teorema 1.1.9, para cada K existej* € C(X) tal qued(rioF, j¥) < b/2. Definamos
ahora la aplicaciéd : X — R¥ comoJ(x) (k) = j¥(x). Claramentd est,-continua yd(F,J) < b/2.
Para cada € X, 0sd= (x) es finita asi qu€ (x) es una funcion localmente acotadakerComokK es
compacto, tenemos qlEXx) € £, (X). Por lo tanto también tenemos ql&) € ¢« (K). Denotemos
Py = 0. Sea entonces

Pr={X€X: 3] <N}y Qn =P\ Po1.

Entonces cad®, es cerrado eiX y {Qn: n € N} es una buena particion d€ por la Propo-
sicion 1.5.2 (iii). Comol(Q,) es acotado el (K), F(Qn), también es acotado ek (K) para
cadan € N. Supongamos que para cada N podemos encontrar una funciéfy sobreQ, que
es constante en cada conjunto de una buena particiéy ged(F|q,,Hn) < 3a/2+ 2b. Por la
Proposicion 1.5.2 (i), la funciéfl dada poH (x) = Hp(X) cuandox € Qn, es constante en cada
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conjunto de una buena particion de Por lo tanto, por la Proposicion 4.1H, € B1(X,C(K))
y ||F —HJl» < 3a/2+ 2b. Esto termina la prueba. Por lo tanto, a partir de ahora suponemos que
F(X) es acotada efi,(K).

Para cada € X, por el Teorema 1.1.9, existr € C(K) con ||F (X) — g«||» < &/2. Definamos
la aplicacionG : X — C(K) comoG(x) = gx. Entonces para cada k) € X x K,

FO(K) — G (K)| < a/2 (4.10)

ComoX es métrico, es en particular paracompacto, y por lo tanto, por el Lema 1.2|TTégre-
ma 1.2.18 tenemos que todo cubrimiento abierto (y en particular una base deldgtapadmite
un refinamientar-discreto abierto. En particular tenemos que existe unadatiecretaz’ para
la topologia deX, es decir,Z = |J{%, : n € N} donde cad&, es una familia discreta de sub-
conjuntos abiertos no vacios de Para cad&) € %, elijamosxy € U. Para cada definamos la
funcionGp : | % — C(K) comoGp(x) = G(xy ) parax € U € %,. El dominio deG,, esl %.

Fijemos ahora € X. Para cad® < N, existe ump € N tal quex € U, C B(x,1/p) para algin
Up € %, Para cadk € K, se tiene que osgoF < I, y por lo tanto, existgy € N tal que
diam(rg o F(B(x,1/px))) < b'. Sip> px, comoU, C B(x,1/p),

diam((nko F)(up)) < diam((ra(o F)(B(x, 1/p))) < diam((nko F)(B(x, 1/pk))) <b. (4.12)
Ademas coma;, xy, € Up, por (4.10) y (4.11) tenemos que

|Gn, (X)(K) = F () (K)| = [G(xup) (k) = F(X) (k)| <
< 1G(xu,) (K) = F (xu,) (K)] + [F (xu,) (k) — F(X) (k)| <@a/2+D'.

Esto muestra que para cakla K, |Gy, (x)(k) — F(x)(k)| < a/2+ b’ eventualmente parp. Co-
Mo 0s¢Gn, (X) — F(X)) = osd=(x) < &, d(Gn,(x) — F(x),C(K)) < a/2. Aplicando ahora el Teo-
rema 2.7.1 obtenemos que existe una combinacion convexa con coeficesitemlesH de
{Gn, : p € N} tal que||H(x) — F(X)[|» < 3a/2+b. Sea{Hm : m€ N} una enumeracion de las
combinaciones convexas con coeficientes racionalé&gen € N}. Entonces, como hemos vis-
to antes, para cadec X existeme N tal que||Hm(X) — F (X) ||~ < 3a/2+b. Parame N, sea

Anm = {x € X : Hn(x) esta definido y|Hm(X) — F (X) || < 3a/2+ b}.

Entonced J{Am : me N} = X. Por construccion, exist¢y, una familia discreta de abiertos no
vacios tales que) 7m = dom(Hy,) y tal queHy, es constante evi para cadd € #p,. Denotemos
hY, € C(K) el valor constante de, enV. Entonces

Am=J{V N {x: [F(x) = hylle < 38/2+b} :V € ¥}

Pongamos

Bm = J{VN{X:[[F(X) —¥]le < 3a/2+b} :V € ¥y}
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Como 7y, es una familia discreta de abiertos XnBy, es la interseccion de un abierto y un
cerrado erX por el Lema 1.2.2. De aqui obtenemos @4ees a la vez un conjuntds y .%, ya
gueX es métrico.

Finalmente, definamds: X — /. (K) como

L(X) :==Hm(X)  six€Cm=Bn\ (B«
k<m

Claramente tenemos que cada es un conjuntaZ,. Por lo tanto,{Cy : m € N} es una buena
particion por la Proposicion 1.5.2 (iii). Obsérvese que relati@g,&Cr, es la union de una familia
discreta{V NCy,: V € ¥} de conjuntos abiertos (y por lo tanftg) y Hy toma valores e(K)
y es constante en cadaN Cy,. Asi que por la Proposicion 1.5.2 (i), toma valores e€(K) y
es constante en cada conjunto de una buena partici&n Eer lo tanto, por la Proposicion 4.1.4,
L € By(X,C(K)).

Sélo nos queda probar qlle — F||. < 3a/2+ 2b. Para ello, sélo tenemos que probar que si

X0 € {x: [|F(x) —h¥lle < 3a/2+b}, (4.12)

entonces|F (Xo) — /|« < 3a/2+ 2b.
Fijemosk € K. Como os¢ri o F) < b, tenemos que existe un entorno abiéigade X, tal que
diam(7g o F (Up)) < b. Por (4.12), existe € U tal que||F (x) — hY||» < 3a/2+ b asi que
IF(x0)(K) = ()| < |F(x0)(k) = F(X)(K)| + [F (x) (k) + hip(K)|
< b+3a/2+b=3a/2+2b.

Como esto es cierto para tolla K, ||F (Xo) — /|« < 3a/2+ 2b. O

En particular, sE es un espacio de BanactKy= (Bg-,w*), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.3([ACN]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach X F~ E** una
funcién, entonces

d(F,B1(X,E)) < (3/2)suposdF(x)) +2 sup osqX oF),

xeX X*€Bgx
donde estamos considerand®d como una funcion e(Bg-,w*).

Demostracion.En la prueba del Teorema 4.3.2 Ksi= (Bg-,w*), por la Proposicion 3.1.3 pode-
mos elegimgy € E, y asi, si seguimos la prueba llegamos a que
d(F,B1(X,E)) < (3/2)suposqF(x)) +2 sup osqX oF).
xeX

X*€Bg+
OJ

Corolario 4.3.4 ([ACN]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach XF- E una
funcion, entonces
d(F,B1(X,E)) <2 sup osdx oF).

X*€Bgx
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Obsérvese que el Teorema 4.3.2 y sus Corolarios 4.3.3 y 4.3.4 son exésndid Teore-
ma 4.3.1. Veamos ahora algunas consecuencias del Teorema 4.3.2ghieats corolario vamos
a utilizar que las funciones de la primera clase de Baire sobre un espd&ired y con imagen
en un espacio métrico separable son continuas en un subco@jgioienso deX. Introduzcamos
primero alguna notacién que usaremos de aqui en adelante. Si tenermasaidmaf : X x Y — R,
denotemos pofy: Y — Ry f¥Y: X — R alas funciones dadas por

fx(y) = f(x,y) = (%)

para cadax,y) € X x Y. A la funcién f, también asociamos la funcidh: X — RY dada por
F(x) = fx para cadx € X. Cuando hablamos de oscilacionklgesta calculada con respecto a la
meétrica uniforme sobriY .

Corolario 4.3.5. Sea X un espacio métrico completo, K un espacio compactoX/»xf K — R
una funcion. Entonces existe un conjuftpdenso DC X tal que para cada x D

0sqF,x) < 3suposd fy) + 4 suposq fK)
xeX keK

donde F: X — RX es la funcion definida por ) = fy.

Demostracion.Seaa = (3/2) sup,.x 0sq fx) + 2sug.x 0sd f¥) y supongamos que < +o. Por

el Teorema 4.3.4(F,B1(X,C(K))) < a. Fijemose > 0, entonces existé € B, (X,C(K)) tal que
|IF — Glle < a+&/4. ComoX es un espacio de Baire, existe un conjugigodensoD, C X tal
queG es continua e para todax € D;. Fijemos ahora € D¢. Entonces podemos encontrar un
entornoU dex tal que dianG(U) < £/2, y por lo tanto sy, z€ U,

IF(Y)—F@)l» <
<[F(y) = Gyl +IG(Y) = G2l +[|G(2) = F (D)o <

<ati+itari—zate
4 2 4 '

Asi que os(F,x) < 2a+¢. Sea ahor® = ({Dy, : n € N}. EntoncesD sigue siendo un subcon-
junto G5 denso deX, y para cadx € D, osdF,x) < 2a. Ol

Viendo el corolario anterior parece natural plantearse que podriamegsde la oscilacion de
la funcionf en cada puntgx, k) € D x K. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.3.6. Sea X un espacio topolégico, K un espacio compactoX % K — R una funcion.
Entonces para cada& X,

osqF,x) < suposq f, (x,k)) < 20sdF,x) + osq fx).
keK

Demostracion.Probemos la primera desigualdad. Supongamosagaesug,k 0sd f, (x,k)) es
finito y fijemose > a. Entonces para cadkee K, existe un entorno abiertd, dexy Vi dek tal que
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diamf (U x V) < €. Como{\Vk : k€ K} es un cubrimiento abierto del espacio comp#gtexisten
ki, ko, ..., ky tales que la familigV, : 1 <i < n} cubreK. Pongamo8) = (' ; Uy . Entonced) es
un entorno abierto de Elijamosx’,x” € U y k € K. Entonces existec {1,...,n} tal quek € V.
Como(X,K), (X", k) € Uy, x Vi y diamf (Ui, x V) < € entonces

1f(X,k) — (X", K)| < &
y como podemos hacer esto para thdoK entonces
d(F(X),F(X")) <e€

asi que os(@~,x) < €. Podemos hacer esto para taddo a asi que la primera desigualdad queda
probada.

Para la segunda desigualdad, supongamos que tar{fe xscomo 0s¢fy) son finitas y eli-
jamose > osdF,x) y 0 > os{ fx). Tenemos que probar que 0$c(x,k)) < 2¢ + & parak € K
fijo. Como os¢F,x) < € existe un entornd) de x tal qued(fy, fy) < € para caday € U. Por
otro lado, como ogdy) < J, existe un entorn dek tal que dianiy(V) < d. Entonces, para
(X,K), (X" K") e U xV

[f(XK)— (XKD < [FOXKD) — FOGK) |+ [T K) — £ K [+ (K — F(X7 KT
< €4+0+€e=2¢e+4+90

y por lo tanto os€f, (x,k)) < 2e+ 4. O
El lema anterior es una extension del siguiente resultado basico.

Corolario 4.3.7. Sea X un espacio topologico, K un espacio compacto: X k K — R una
funcién separadamente continua. SeaX— C(K) la funcién definida como &) = fx. Si xe X
entonces FE X — (C(K),|| - ||») es continua en x si, y s6lo si, f es continua en cada punto de
{x} x K.

Corolario 4.3.8 (JACN]). Sea X un espacio métrico completo, sea K un espacio compacto y sea
f : X x K — R una funcion. Entonces existe un conjuifp denso DC X tal que para cada
(y,k) e DxK
osq f, (y,k)) < 7suposd f,) +8suposd f¥).
xeX keK

Demostracion.Aplicar el Corolario 4.3.5y el Lema 4.3.6. O

Obsérvese que en la Seccion 4.4, se obtendra el Corolario 4.3.8 escum&sa general y con
mejores constantes. El Corolario 4.3.8 es una version cuantitativa datactasico de Namioka
sobre continuidad separada:

Corolario 4.3.9(Namioka,[Nam74]) Sea X un espacio métrico completo, K un espacio compacto
y sea f: X x K — R una funcién separadamente continua. Entonces existe un coyritenso
D C X tal que f es continua en cad& k) € D x K.
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4.4 Juegos y oscilaciones separadas en aplicaciones de dos variables

El Corolario 4.3.9 es una respuesta a una pregunta mas general dgp@épa:qué espacios de
Baire X y espacios compactds, se cumple la afirmacioN (X, K)?

N(X,K): Sif:XxK — R es separadamente continua, es decir
f,y fk son continuas para cadi, k) € X x K, entonces para algun
conjunto G denso D de X, la funcion f es continua (en la topologia
producto Xx K) en cada puntgx, k) € D x K.

Definicién 4.4.1. Se dice que un espacio de Baire X tiene la propiedfidsi N(X,K) se cum-
ple para todo espacio compacto K, y similarmente, se dice que un espanjwacto K tiene la
propiedad. /" si N(X,K) se cumple para todo espacio de Baire X.

El Corolario 4.3.9 nos dice que los espacios métricos completos tienen lagadpi€, y
el Corolario 4.3.8 es una version cuantitativa.de Como comentamos mas adelante, ejemplos
de espacios con la propieda#l’ son los espacios numerablemefech-completos [Nam74] y
ejemplos de espacios con la propied#éd son los compactos de Valdivia [DG93]. En esta seccion
vamos a estudiar versiones cuantitativas de las propiedades. /™ para clases de espacios
mas grandes con la propieda#l o .4#*. Estos espacios estan definidos en términos de juegos
topolégicos asi que empezamos la seccion definiendo estos juegos.

Los juegos que vamos a considerar son juegos infinitos para dos jegadoy 3, y los
movimientos de los jugadores se van alternanddalilero es un espacio topol6gics. El juego
de Banach-Mazu# (X) en X se juega asi: primerf8 elige un conjunto abierto no vacidy en
X (la jugada O dg8). Entoncesx elige un subconjunto abierto no vasipdeUy (la jugada 0 de
a). Inductivamente, la jugadade 8 es un subconjunto abierto no vadig C V,,_1 seguido de
la jugadan de a que es un subconjunto abierto no vadjoc U,. El jugadora gana el juego si
N{Vh:ne N} =N{Uy:ne N} #0. En caso contrari gana.

Una estrategia paraa en el juegad?(X) es una regla que determina las jugadas @ cada
turno dependiendo del desarrollo del juego en cada momento. En otnsgsala jugada de o
V,, estara dado pov,, = s(Ug,Us,...,Uy), dondeU; 1 C s(Up,Us,...,U;) parai € {0,1,...,n—1}.
Se dice que la estrategi®es ganadora i gana siempre que use la estrategimtercambiando
papeles se define de forma similar una estrategiafpara

Definicion 4.4.2. Se dice que un espacio topologico X es un espaciavorable sia tiene una
estrategia ganadora en el juegd(X). Se dice que el espacio Bsdesfavorable sB no tiene una
estrategia ganadora.

Proposicion 4.4.3([Oxt57]). Un espacio topoldgico X e8-desfavorable si, y sélo si, X es un
espacio de Baire.

Demostracion.Veamos primero que ¥i no es un espacio de Baire, entonfdi&ne una estrategia
ganadora. Seldy un conjunto abierto y se@n ), una sucesion de abiertos densoxenales que

ﬂ GnﬂUo - 0
n=1
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El primer movimiento de3 seralUy. Si la respuesta de es un abiertd/y C Up se tiene que
VoN Gy # 0. Por lo tantgB puede jugar ahord; = VoN Gy C Vp. Continuamos por recurrencia.
Si a juegaV, se tendrd qu¥, N Gpy1 # 0 y entonces podemos tomar la jugadal def3 como
Uni1 =VaNGpi1 C Vi Claramente tenemos que

mUnC ﬂGnnUOZQ)
n=1 n=1

asi que la estrategia definida es una estrategia ganador@.para

SeaX un espacio de Baire y razonando por contradiccién supongamog tjgaee una es-
trategia ganadora Vamos a construir un conjun®definiendo los elementos que lo forma por
induccion. Consideremos primero que=@. Supongamos quéJo,Vo,...,Un-1,Vh-1) € S En-
tonces

(Uo,Vo, ... ,Un_l,Vn_l,t(Vo, .. ,Vn—l)) esS

Supongamos ahora qye= (Ug, Vo, ...,Un-1,Vh-1,Un) € S Por el Lema de Zorn podemos tomar
7, una familia maximal de conjuntos abierisC Uy, tales que

{'[(Vo, o ,Vn_]_,Vn) Vn S /Vp}

es una familia disjunta. Entoncédo, Vo, . ..,Un-1,Vnh-1,Un, Vi) € Spara todov, € #,. Con esto
queda construido el conjun® Por la maximilidad de la famili&}, tenemos que

%p={Unt1: (Uo,...,Un,Vi,Uny1) € S}
es una familia disjunta de conjuntos tales qu&, es denso ebl,,. Sea ahora
Wn — U{Un eX'Ste(UO, e ,Vn_l,Un) S S}

W, es un conjunto abierto y densoldg Supongamos que,\W, # 0 y tomemos< € NpW,. Como
x € Wy, existenvy,U; tales que
(Uo,Vo,Up) € S

y X € U;. Supongamos que tenemos que
(Uo,Vo,...,Un) €S
y X € Up. Utilizando quex € W, 1 podremos encontréf,, 1,Vnh. 1 tales que
(Uo,Vo, - ..,Un,Vas1,Uns1) €S
y X € Up ;1. Por inducciéon hemos encontrado una sucesigiy, . . .,Un, Vy tal que

xe(Un#0
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Un= t(V07 s 7Vn—1)

para todon € N pero esto es imposible por deuna estrategia ganadora. Por lo tant, = 0
por lo que podemos deducir qug no es un espacio de Baire. Por otro lddgges un subconjunto
abierto de un espacio de Baire y por lo tanto es un espacio de Baire coa ltegamos a una
contradiccion. O

Consideremos ahora el jue@@ (X), que es una variacion debida a Christensen [Chr81], del
juego de Banach-Mazur. Igual que antes los jugadargs juegan de forma alternativa em-
pezandof. Las jugadas par son las mismas, es decir, en la jugada&l jugadorf elige
un conjunto abierto no vacid, C V,,_1. La jugadan de a consiste en un pafVy,X,) donde
Vh es un subconjunto abierto no vacio dgy x, € X. El jugadora gana el juegd?,(X) si
N{Vn: n e N} =N{Un: ne N} contiene un punto de aglomeracién de la sucesig, en caso
contrario gang. Una estrategia en el juegfy (X) esta definida de forma anéloga que en el juego
G(X).

Definicion 4.4.4. Se dice que un espacio topologico X eg3-desfavorable s no tiene una
estrategia ganadora en el jueg®; (X).

Observacion 4.4.5.0bsérvese que de la Proposicion 4.4.3 se obtiene de forma inmediata que los
espaciosr-£-desfavorables son espacios de Baire.

Veamos ahora algunos ejemplos de espagifidesfavorables. Los espacios de Baire sepa-
rables son espacias-3-desfavorables (Saint-Raymond [SR83]). Se dice que un espacidesomp
tamente regulaX es numerablemenféech-completo (o fuertemente numerablemente completo)
si existe una sucesitfiz;, : n € N} de cubrimientos abiertos détales que\{F,:ne€ N} £ 0
cada vez quéF, : n € N} sea una sucesion decreciente de subconjuntos cerradosatis que
F, esté contenido en algin miembro4g para cadan. Christensen [Chr81] demostré que los es-
pacios numerablemenfﬁach—completos soo-B-desfavorables. En particular, los espa@ﬁmh—
completos sow-fB-desfavorable. Por lo tanto, los espacios localmente compactos y lososspac
métricos completos som-B-desfavorables.

Generalizando un resultado de Christensen, Saint-Raymond [SR833%témoe los espacios
o-B-desfavorables tienen la propiedad. Mas tarde, Bouziad [Bou90] dio una prueba mas ele-
gante y corta. Usando las ideas de Bouziad, en el siguiente teorema deanv@ssion cuantitativa
del resultado de Saint-Raymond.

Teorema 4.4.6(JACN]). Sea f: X x K — R una aplicacién, donde X es un espacig3-desfa-
vorable y K es un espacio compacto. Entonces existe un conjyntieiiso D de X tal que para
cada(y,k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 6suposq fy) 4+ 8suposd f¥).
xeX keK

Demostracion.Seab = sup,x 0sq f¥), ¢ = sup.x 0sd fx) y sear = 6¢ -+ 8b. Supongamos que
es finito, ya que en caso contrario el resultado seria cierto de forma tPigian € N, sea

Ay = {xe X:osdf,(xk)) <r+1/n para cad& c K}.
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Como la oscilacion es una aplicacién superiormente semicontikuasycompacto, se tiene que
An €s un conjunto abierto.

Veamos ahora que cada conjui{pes denso en X por contradiccidn. Supongamos que para
algnp € N, A, # X. Vamos a definir una estrategigpara el jugadop en el juega?,(X). Sea
primeroUp := s(0) = X \ Ap. Inductivamente supongamos q(é,ao), (Vi,a1),..., (Vn-1,an-1)
han sido jugados par. Debemos definir ahora la respuestgide

Un :=s((Mo,a0), (V1,a1), ..., (Vh—1,8n-1))-
Primero elijamos, € Vy_1. Comox, & Ap, existek, € K tal que
osq f, (Xn, kn)) >r1+1/p. (4.13)
Elijamos un conjunto abiert@, de X tal quex, € O, C V1Y
diamf (Op, kn) <b+1/n. (4.14)

Para cada € X, como osdy < ¢, la Observacion 1.1.10 nos permite elegire C(K) tal que
d(fx,0x) < c/2. Definamos ahora la aplicacign X x K — R porg(x, k) = gx(k). Claramente

[f(x, k) —g(x,K)| <c/2 para (x,k)€XxK. (4.15)
Tomemos ahora
Wh:={keK:|g(a,kn) —9g(a,k)| <1/n para i=0,1,...,n—1}. (4.16)

Comog, es una funcion continua para= 0,1,...,n— 1, W, es un entorno abierto dg enK.
Por (4.13), existe un puniod,, k') € O, x W, tal que

[f (%0, kn) = F(xh, ko) > 1/2+1/(3p). (4.17)

En caso contrario 0$€, (x,,kn)) < r +2/(3p). Elijamos un conjunto abiertd,, en X tal que
X, €Uy C Oy

diamf (Un, k) < b+1/n. (4.18)

EsteU, es la jugadan de 3. Como el espaciX eso-B-desfavorable, la estrategigpara8 no es
una estrategia ganadora. Por lo tanto existe una jugada ganadora gamgra la estrategiade
B. Sea(Vp,a0), (V1,a1), ..., (Vn,an), ... una jugada de este tipo pama Entonces la sucesidan)n
tiene un punto de aglomeraciére N;,_oUn. Sea(ks, k;,) un punto de aglomeracion de la sucesion

(krh k:1)n
Comok/, € W, por (4.16) tenemos que

lo(ai, kn) —9(ai,K,)| < 1/n para 0<i<n
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y entonces, comgs, es una aplicacion continua
(&, ko) = g(a,K,) paracadaicN. (4.19)
Por (4.17)
r/2+1/(3p) < [f(xnkn) = f(xq, ko)l
< [f(% k) = F(a k) [+ f(a k) = F(a k) [+ f(a kn) = FOxq, ko).

Comoxp,a€ On Yy X,,a€ Uy, por (4.14) y (4.18) el primer y tercer término del dltimo miembro
de la ultima desigualdad son menores Quel/n. Por lo tanto tenemos

r/2+1/3p) < |f(aks)—f(ak,)|+2b+2/n
S 9(a,kn) —g(a,k))| +c+2b+2/n
para cada. Comog, es continua, tenemos que
r/241/(3p) < c+2b+|g(a k») — g(a, K,)|. (4.20)
Por nuestra definicion de existe un entorno abiert® dea enX tal que

diamf (G, k) < b+1/(6p) y diamf(G,kl,) < b+1/(6p). (4.21)

Comoa es un punto de aglomeracion de la sucesiy),, & € G para alguni. Por lo tanto
usando (4.19) y (4.15) se tiene que

k) —g@k)| = lolake) —g(@a.ke)| +o@.K,) —g@k.)

(4.15)
< f(ake) — f(ai, ke)| + | f(ai,Ky) — f(a,Ky)|+2¢

(4.21)
< 2c+2b+1/(3p).
Combinando esta desigualdad con (4.20), tenemos que
r/24+1/(3p) < 3c+4b+1/(3p),

de donde concluimos que< 6¢c+ 8b, contradiciendo la definicién de Esto demuestra qui,
es denso para cadga SeaD = (N{A, : n € N}. Como comentamos en la observacion 4.4.5, los
espaciowr-B-desfavorables son espacios de Baire, y por lo tdhtes subconjunt&s densoX.
Por la definicion deé\,, esta claro qu® tiene la propiedad que buscabamos. Ol

Corolario 4.4.7 ([ACN]). Sean X y K como en el teorema anterior y sea)Xx— C(K) una
aplicacion. Entonces existe un subconjuntpdenso D de X tal que para cadaexD,

osdF,x) < 8suposqTioF),
keK

donde la aplicaciong : C(K) — R esta dada por h~ h(k).
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Demostracion.Aplicando el Teorema 4.4.6 a la aplicacién X x K — R que esta definida por
f(x,k) = F(x)(k) obtenemos un subconjun®; densoD de X tal que

osq f, (y,k)) < 8suposd 7k oF)
keK

para toddly, k) € D x K. La conclusién se consigue aplicando el Lema 4.3.6. O

Corolario 4.4.8 ([ACN]). Sea X un espacio normat 3-desfavorable, sea K un espacio compac-
toy sea f: X x K — R una aplicacion. Entonces existe un subconjungodenso D de X tal que
para cada(y,k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 6suposd fy) + 7 suposd f¥).
xeX keK

Demostracion.Seac = sup,.x 0sq fx) y b= sup. 0sq f¥). Asumamos qub es finito, ya que en
otro caso el resultado es cierto. Por la Observacion 1.1.10, par& edtlgexistegt € C(X) tal que
d(f* g*) < b/2. Definamos ahora la aplicacign X x K — R comog(x,k) = g¢(x). Claramente
|f(x,k) —g(x,k)| < b/2 para(x,k) € X x K. Esto hace que las oscilaciones fddy, f¥ y g, gx, g
difieran como muchb respectivamente. Aplicando el Teorema 4.4.6 a la aplicagirtenemos
que existe un subconjun@®s densaD de X tal que para cadg, k) € D x K,

0sdg, (X,y)) < 6suposdgx) + 85uposqg") <6(c+b)+8-0.
xeX keK

De aqui se tiene que para dichok),
osq f, (x,k)) <osdg, (x,k))+b < 6(c+b)+b=6c+ 7b.
]

Observemos que las hipétesis del corolario previo y el Teorema 4.4.6 sosimilares. La
Unica diferencia es que en el corolario se afiade la normalidad &sta hipétesis extra tiene
el efecto de mejorar la conclusion ligeramente. Como hemos comentado anégriey los espa-
cios métricos completos cumplen las hipotesis del Corolario 4.4.8. Asi queesst@do es una
generalizacion de nuestro Corolario 4.3.8 con mejores estimaciones.

Vamos a introducir ahora otro juego. Séaun espacio topoldgico y sdaun subconjunto
denso de¥ x Y. El juego¥(A,L,Y) se define como sigue. Primero el jugadoelige un entorno
abiertoW, de la diagonal\ enY x Y y el jugadorf elige un puntqag,bo) € WoN L. En la jugada
n, a elige un entorno abiertd}, deAy 3 elige un puntdan,b,) € Wy N L. El jugadora gana si
para cada entorn/ deA, (an,b,) € W para infinitosn € N. En el casd. =Y x Y, este juego fue
definido y usado por Bouziad [Bou90]. Este juego es una variacignetgb definido previamente
por Gruenhage [Gru84].

Definicion 4.4.9. Sea Y un espacio topolégico y L un subconjunto densoxl¥ YSe dice que Y
es¥(A,L)-a-favorable sia tiene una estrategia ganadora en el jueg@, L,Y).
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Bouziad [Bou90] prob6 que los espacios compaetos, L)-a-favorables tienen la propiedad
A7*. A continuacion damos una version cuantitativa de este hecho.

Teorema 4.4.1Q[ACN]). Sea X un espacio de Baire y sea K un espacio compga@wl )-a-fa-
vorable para algun conjunto denso L dedK. Supongamos que: X x K — R es una aplicacion
tal que % € C(K) para cada xc X. Entonces existe un subconjuntg @&nso D de X tal que para
cada(x,k) € D x K,

osq f, (x,k)) < 6suposd f¥).

keK

Prueba del TeoremaEmpezamos aislando la siguiente parte técnica de la prueba como lema para
futuros comentarios y uso.

Lema 4.4.11([ACN]). Bajo las hipGtesis del Teorema 4.4.10, si tomamessug, 0osd f*) y
paraalginr>0y peN,

A= {xe X :osdf,(xKk)) < r+: paracada ke K}
es no denso, entonces existe una sucedigrk’,), en L y ac X tales que para cada entorno
abierto W de, (ks k) € W para infinitos ne Ny
r/2+1/(3p) < 3b+3/n+|f(ak,) — f(ak,)| paratodo neN. (4.22)

Prueba del LemaComo la oscilacién es una aplicacién superiormente semicontikuasycom-
pacto se tiene qua es abierto. Supongamos gle X. Supongamos ahora qaey 3 juegan a
los juegos?(X) y ¢4 (A, L,K) simultdneamente. Sada estrategia ganadora paraen (A, L,K),
vamos a definir una estrategiparaf8 en% (X) paso a paso.

SeaUp =t(0) := X\ Ay sea(ko,kj) € WoNL lajugada O de8 en el juega?(A,L,K), donde
Wo = s(0). Supongamos que estamos en la jugatda 1). Los movimientos dg3 en el juego
4 (A,L,K) son (ko, k), (ki,Kp), ..., (kn-1,K,_1). En el juego¥(X), a ha jugadoVp,Vi,...,Vh_1.
Debemos definir la jugadade 8 que sera de la formid, = t(Vo, Vi, ...,Vh—_1). Primero elijamos
Xn € Vh_1. Comox, & A, existey, € K tal que

osq f, (Xn,Yn)) > 1 +1/p. (4.23)
Por definicién dé, existe un conjunto abiert®, enX tal quex, € On, CVh_ 1Y
diamf (On,yn) < b+1/n. (4.24)
El conjuntoW, := s((Ko, Kp), (K1, K1), ..., (kn-1,K/,_;)) €s un entorno abierto de Definamos
Gn:={yeK: (ynYy) € Wi}. (4.25)
Entonces5,, es un entorno abierto dg enK. Por (4.23), existéx,,y,,) € On x Gy tal que

| (%n,Yn) — F(X,,¥n)| >T1/2+1/(3p). (4.26)
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Comoxy, X;, € Op, tenemos por (4.24) que
| f (%0, ¥n) — F (%0, ¥n)| <b+1/n. (4.27)

Comoy,, € Gy, por (4.25)(Yn, Y;,) € Wh. ComoW, NL es denso ew, y f es continua en la segunda
variable cuando fijamos la primera variable, (4.26) y (4.27) siguen valiemaiodo reemplazamos
(Yn,Yn) por cierto(kn, ki,) € WhN L. Por lo tanto tenemos que

| f (Xn, Kn) — F (X0, k)| >1/2+1/(3p) (4.28)

[ (%, kn) — T, kn)| < b+1/n. (4.29)

Tomemos entonce$n, ki,) el movimienton de 8 en el juega? (A, L,K).
Finalmente, existe un conjunto abietdg enX tal quex;, € U, C Ony

diamf (Un,ky) <b+1/n y diamf (Un, k) < b+1/n. (4.30)

Definamos entonce§Vo, Vi, ...,Vh-1) := Uy, Esto completa la definicion de Como X es un
espacio de Baird, no es una estrategia ganadora pdydroposicion 4.4.3. Tomemos entonces
Vo, V1, ..., Vi, ... Una jugada ganadora pamacontra la estrategiade 3. En tal caso tenemos que

existe un elemento . .
ac(Va=[)Un
n=0 n=0
Por (4.28),
r/2+1/(3p) <[ f(Xn, kn) = f(xq, k)| < [ f (X0, kn) = T, Kn)|
+IT 06, kn) — (@ ka)| + | (8, kn) — f(a,ky) [ + (8, k) — F (%0, ko).
Usando (4.29) y (4.30) dos veces, tenemos que pararcada
r/2+1/(3p) < 30+3/n+|f(a k) — f(aky)|-
Comoses una estrategia ganadora para el juégb, L, K), (kn,k;,) € W para infinitosne N. O

Continuacion de la prueba del Teorema 4.4.8@ab = sup« 0sq f¥) y r = 6b. Para cada < N,
sea
An:={xeX:osqf,(x,k)) <r+1/n paracad& c K}.

Vamos a mostrar por contradiccion gigees denso eX para cadan € N. Supongamos que para
algiinp, A, # X. Entonces, por el Lema 4.4.11, existe una suce@ig,), enL y a € X tal que
para cada entorndy deA, (ks kj,) € W para infinitosn€ Ny

r/2+1/(3p) < 3b+3/n+|f(a,ky) — f(a, k)| paracada neN.
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Sea
W= {(k,K) e KxK:|f(a,k)— f(a,k)| <1/(6p)}.

El conjuntoW es abierto asi que podemos tomar 18p con (kn, kj,) € W. Entonces
r/2+1/(3p) <3b+1/(6p)+1/(6p) =3b+1/(3p)

lo que implica quer < 6b contradiciendo la definicion de Esto prueba qué,, es denso en
X para cadan € N. ComoX es un espacio de Bair®,:= (\;_; A, cumple las condiciones del
teorema. O

Observacion 4.4.12.En el Lema 4.4.11, si & K x K, entonces la prueba es mas simple, la
condicion £ € C(K) para cada xc X no es necesaria y la desigualdél22) puede mejorarse.
Efectivamente, bajo las hipétesissK x K, la sucesior(yn, Y,,) puede tomarse igual quén, k},).
Haciendo esto, la desigualdd4d.22)se puede reemplazar por

r/2+1/(3p) < 2b+2/n+|f(aky) — f(a k)|

El siguiente corolario se prueba usando el Teorema 4.4.10 de la misma foeneh Qorola-
rio 4.4.7 se obtiene del Teorema 4.4.6.

Corolario 4.4.13([ACN]). Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compga@olL )-a-fa-
vorable para algun subconjunto denso L dexK, y sea F: X — C(K) una aplicacion. Entonces
existe un subconjuntofenso D de X tal que para cadaeD, osqF, x) < 6Sufk 0SqTkoF).

Corolario 4.4.14([ACN]). Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compgaol )-a-fa-
vorable para algin subconjunto denso L dIK, y sea f: X x K — R una aplicacién. Entonces
existe un subconjuntog3denso D de X tal que para cadg k) € D x K se tiene que

osq f, (y,k)) < 7suposq fy) 4+ 6 suposq f¥).
xeX keK
Demostracion.Seac = sup,y 0sq fx) y b = sup.x 0sd f¥). De nuevo suponemos quey b
son finitos ya que en caso contrario el resultado es inmediato. Por lav@tiser1.1.10, para
cadax € X, existegy € C(K) tal qued(fy,gx) < ¢/2. Definamos entonces: X x K — R como
g(x,K) = gx(k). Entonced f(x,y) — g(x,k)| < ¢/2 para caddx,k) € X x K. Al igual que en la
prueba del Corolario 4.4.8, las oscilacionesfdé, fKy g, gx, g¢ difieren respectivamente como
muchoc. Por el Teorema 4.4.10, existe un subconjugaensaD de X tal que

0s(g, (x,k)) < 6suposdgt) < 6(b+c)
keK

para caddx, k) € D x K. Por lo tanto, para cada, k) € D x K,

osq f, (x,k)) <osdg, (x,k)) +c < 6(b+c)+c=7c+6h.
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En los siguientes dos resultados consideramos ellcasK x K. En particular, dichos resul-
tados seran validos cuan#tosea un compacto de Corson, véase Corolario 4.4.19. Observemos
gue las desigualdades obtenidas en estos resultados son mejores lqpasem®&s general.

Teorema 4.4.15[ACN]). Sea K en espacio compacfdA, K x K)-a-favorable, sea X un espacio
de Baire y sea f X x K — R una aplicacion. Entonces existe un subconjungodénso D de X
tal que para caddy,k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 2suposd fy) + 4suposq fK).
xeX keK

Demostracion.Seac = sup,.y 0sq fx), b = supx 0sq f¥) y r = 2c+ 4b. Para cada € N, sea
Ay ={xeX:osqf,(xKk)) <r+1/n paracad& e K}.

Veamos por contradiccion qug es denso eX para cada € N. Supongamos que para alggn
Ap # X. Entonces, por la Observacion 4.4.12 existe una sucékidkf,)n enK x Ky a € X tales
que para cada entorid deA, (kn, k) € W para infinitosne Ny

r/2+1/(3p) < 2b+2/n+|f(aky) — f(a k)| paracada neN. (4.31)
Para cada € X, os{ fx) < c asi que por la Observacion 1.1.10 exigtes C(X) tal que
[[fx = Oxlleo < €/2.
Definamos ahora la aplicacig@n X x K — R comog(x,k) = gx(k). Claramente
[f(x, k) —g(x,k)|<c/2 para (x,k)€XxK.

En patrticular,
|f(a,kn) — f(a, k)| < c+lg(a k) —g(ak))|. (4.32)

Definamos
W= {(k,K) € K xK:|g(a k) —g(a,K)| < 1/(6p)}.

W es abierto asi que podemos tomar 12p con (k,, kl,) € W. Entonces por (4.31) y (4.32)
r/2+1/(3p) < 2b+1/(6p) +c+|g(akn) —g(a ky)| < c+2b+1/(3p)

lo que implica que < 2c+ 4b contradiciendo la definicion de Esto prueba qué,, es denso en
X para cadan € N. ComoX es un espacio de Bair®, := (,_; A, cumple las condiciones del
teorema. O

El siguiente corolario se obtiene del previo de la misma forma que el Cordldt®se obtiene
del Teorema 4.4.6
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Corolario 4.4.16 ([ACN]). Sea K un espacio compactiA,K x K)-a-favorable, sea X un es-
pacio normal de Baire y sea:fX x K — R una aplicacion. Entonces existe un subconjungp G
denso D de X tal que para cadg k) € D x K,

osq f, (y,k)) < 2suposq fy) 4+ 3suposd f¥).
xeX keK
Seal” un conjunto arbitrario. Denotemos
(M) :={xe[0,4" : {yeTl :x(y) #0} esnumerablgp

Definicion 4.4.17. Se dice que un espacio compacto K es un compacto de Corson si es-home
morfo a un subconjunto compacto BE") con la topologia inducida por la topologia producto de
[0,1)". Se dice que K es un compacto de Valdivia si es homeomorfo a un suftodtijde [0, 1]

tal que KNZ(I") es denso en K

Bouziad [Bou90] prob6 que los compactos de Cosason¥ (A, K x K)-a-favorables. Mo-
dificando un poco su prueba, se puede demostrar que cada compagtilida es un espacio
¢ (A, L)-a-favorable para cierto conjunto denisaleK x K.

Lema 4.4.18. Sea K un espacio compacto y sea L un subconjunto denso<d€.KSupongamos
que existe un cubrimiento abiert de Kx K\ A tal que

(i) la clausura de cada elemento dg es disjunto dé,
(i) cada punto de L esta contenido en a lo sumo una cantidad numerablerdertos de” .

Entonces K e¥ (A, L)-a-favorable.

Demostracion.Para caddx,y) € L, sea{Un(X,y) : n € N} una enumeracion de todos los ele-
mentos de7 que contengafx,y). Permitimos infinitas repeticiones. Pdray) € ANL tomemos
Un(x,y) = 0. Una estrategigparaa en el juegd? (A, L,K) se define como sigue: Sg@) =K x K

y en la jugadan, suponiendo que las jugadas @éan sido(xo,Yo), (X1,Y1);--., (Xn—1,¥n—1) €nL,
tomamos

t((*0,Y0), (X1,¥1), -+, (Xn-1,¥n-1)) = (K x K)\U{Ui(x;,yj) : 0 <i,j <n—1}.

Veamos qué es una estrategia ganadora. Fijer)ay) un punto de aglomeracion de la sucesion
(Xn,Yn)n- Supongamos qui,y) € A. Entoncegx,y) € U para algur € % . Tenemos entonces
que (X, Yk) € U par algink y por lo tanto, para algump, U = Up(X, Yk). Entonces para todo
n > max(k, p), (xn,Yn) ¢ U. Esto contradice quex,y) sea un punto de aglomeracion @@, yn)n.
Asi que(x,y) € A. Por lo tanto sW es un entorno dé, entoncesx,,yn) € W para infinitos
neN. O

Corolario 4.4.19. Cada espacio compacto de Valdivia K€&A, D x D)-a-favorable para algun
subconjunto denso D de K. Si ademas K es un compacto de Corson¢centd es un espacio
4 (A, K x K)-a-favorable.
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Demostracion.Supongamos quk C [0,1]" y que el conjuntd = KN Z(I") es denso ek (to-
mamosD = K si es un compacto de Corson). Para cgda) € (I',N), sea

Uiy = {(xy) € KxK:|x(y)=y(y)| > 1/n}.

Se ve de forma inmediata q@ = {U, : (y,n) € (I, N)} cumple las condiciones (i) y (ii) del
Lema 4.4.18 parh = D x D. Esto concluye la prueba del corolario. O

4.5 \Version cuantitativa del teorema de Rudin sobre continuidad se-
parada

El resultado principal de la Seccion 4.3 es el Teorema 4.3.2: es posibleaaemostracion
de este resultado utilizando el siguiente teorema que es una version cwantithtieorema de
Rudin, Corolario 4.5.3. En esta seccion presentamos dicha version dixanti@ teorema de
Rudin y mostramos también como se puede obtener la version cuantitativardeldete Srivatsa,
Teorema 4.5.4, a través de dicho resultado: obsérvese que la constaatedas son peores.

Teorema 4.5.1.Sea(X,d) un espacio meétrico, Y un espacio topologico, E un espacio normado
f: X xY — E una funcién tal que

(i) osqfY) < d paratodoyeY.

(i) osqfy) < € paratodo x€ D con DC X denso.
Entonces existe una sucesion de funciopesXfx Y — E tales que

(i) osq fp) < € paratodo ne N.

(i) Paratodo(x,y) € X xY existe p € N tal que si n> ng entonces| fo(x,y) — f(x,y)|| < d (es

decir|| fa(x,y) — f(X,y)|| < & eventualmente en n).

Demostracion.Para cada € N, tomemos{hj, : a € Ay} una particion de la unidad localmente
finita subordinada a un cubrimiento abierto Xéformado por conjuntos abiertos de diametro
menor que In. Esto podemos hacerlo gracias al Teorema 1.2.11 ya que los espaciossrsgric
paracompactos. Para catla Ny a € A, elijamosxg € D tal queh (x) > 0y definamos

fa(x,y) == Zﬁhw) fxa (Y)- (4.33)

Fijemos(x,y) € X x Y y n € N. Entonces existe un entorty dex en X tal quehg|y, = 0 para
cadaa € Ay \B, conB C Ay no vacio y finito. Pongamd = {a1, az,...,am}. Para 1< k< m,
como os¢hy ) < €, existe un entornvy" deyenY tal que dianffy, (Vy")) < &. Pongamos

_ ~Mm k
Vy = MLy Vi<
Comohg, es continua

lim 1, (X )diam( fyg, (Vy)) = b, (x)diam(fyg, (Vy)) < hi, ()&

X —X
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para dian(ufxgk (Wy)) < & < &, asi que eligiendo un entorno mas pequefidex podemos suponer
que six' € Uy entonces

hg, (X )diam( g (Vy)) < hg, (X)& < hg, (x)e. (4.34)

Ademas, también podemos suponer que dadog, < €, se tiene que

& & h (x). (4.35)

diam(fia () < asuny oy [, 7)1

Entonces, paréx,y) € Uy x Wy (X", y") € Ux x Vy tenemos que

118, () g, (V) — 3, (X" g, ()]] <
< (10, (0¢) g, (V) — 3, () g, )|+ 10, () i, (V) — G, (X" g, ()]
<, (<) diam( f, (W) + |, (") udlam<h < x>>

2O, 98-+ I g, () ldiam(R, (U) <, (e

asi que
diam((hg, fxs, ) (Ux x W) < hg, (x)€ para todo I k< m.

Entonces

diam(fh(Ux x Vy)) < Z diam((h fxa J(UxxW)) <

< Z hey (X)€ =
K=1

y por lo tanto que ogdn) < €.

Ahora vamos a probar que existg € N tal que sin > ng entonceg| fa(X,y) — f(X,y)|| < d.
Como os¢fY) < d existeng tal que size Xy d(x,z) < 1/ng entonced| f(zy) — f(x,y)|| < . Si
n>ngy a €A, es un indice tal quij (x) > 0, entoncesl(x},X) < 1/ng. Asi que tenemos que
| f(xq,Y) — f(X,y)|]| < dy por lo tanto, por (4.33) tenemos qli&(x,y) — f(X,y)|| < 9. O

Observacion 4.5.2.0bsérvese que la sucesiffy), construida en la prueba ademas cumple que
(fn)Y es continua para todo & N e ye Y. Si la funcion f es acotada, la sucesion construida es
ademas uniformemente acotada.

Corolario 4.5.3 (Rudin,[Rud81]) Sea(X,d) un espacio métrico, Y un espacio topoldgico, E un
espacio normado y fX xY — E una funcién tal que

(i) fYescontinua paracadagy,
(ii) existe DC X denso tal quexfes continua para cada& D.

Entonces f es una funcion de la primera clase de Baire.
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Vamos a ver ahora que como corolario del Teorema 4.5.1, tal como comerdbptogipio
de esta seccidn se puede obtener una versidn cuantitativa del teor&miatiEa similar a la que
obtuvimos en el Teorema 4.3.2 aunque con peores constantes.

Teorema 4.5.4.Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto: XF— R¥ una funcién.
Entonces

d(F,B1(X, R)) < 2suposd 7k oF) + 2 suposaF (x))
keK 2xeX

donderg : RK — R esta definida por k- h(k).

Demostracion.Podemos suponer sin pérdida de generalidad quease (x)) es finito. Tene-
mos entonces que(X) C /. (K), asi que por la Observacion 4.1.7,

d(F,B1(X,R¥)) = %a-fragc(F).
Por lo tanto es suficiente probar que

o-frag:(F) < 4suposq i o F) +5suposdF (x)).
keK xeX

Para ello supongamos primero dgu@s acotada, es decir
sup{F (x)(K) : (x,k) € X x K} < +00
y pongamos

f:XxK — R
(k) ~ F)(K).

Elijamosd > &' > sup.k 0sd ko F) y € > sup.x{0sqF(x))}. Por el Teorema 4.5.1, existe una
sucesion de funcionef, : X x K — R tal que para todgx, k) € X x K existeny € N tal que si

n > ng entonces| fn(x, k) — f(x,k)|| < &’ y osq fn) < € para todon € N. ComoF es acotada,
por la Observacion 4.5.2, podemos suponer que la sucékines uniformemente acotada. Sea
ahora{g, : n € N} el conjunto de las combinaciones convexas con coeficientes racioedies d
funciones{f, : n € N}. Claramente, o$gn) < € para todon € N y entonces, comX x K es
normal (véase [Eng77, Thm. 5.1.5 y Thm. 5.1.36]), por el Teorema 1.isteéy: X x K — R
continua tal quel(gn, hy) < €/2. Por el Corolario 4.3.7, las funciones inducidas

Hy: X — RK
X~ (hn)x

son continuas para la normjal|. paran € N.
Como os¢fX) < &, por el Teorema 1.1.9 exist € C(X) tal qued( K, g¥) < &’/2 para todo
k € K. Definamos
g: XxK — R

(XK~ .
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Entonces|f(x,k) —g(x, k)| < &’/2 para toddx, k) € X x K. Las funciones inducidas

G:X — RK
X~ Ox

son continuas cuando dotamo®&4 de la topologia producto ya qgees continua en la primera
variable. Definamos

3 5
Xn = {x € X:d(G(x),Hn(x)) < §6+ 58}
paran € N.
AFIRMACION.- X% es un cubrimiento cerrado de X.

Los conjuntosX, son cerrados ya que las funcior@y H, son continuas para la topologia pro-
ducto enRX asi que para probar la AFIRMACION tenemos que probar que pasaxca existe

n € N tal quex € X,. Fijemosx € X. Las funcioneg fy)x : K — R son uniformemente acotadas
y cumplen que para cadac K existeny € N tal quen > ng entonces (fn)x(k) — fx(k)| < &'
Por otro lado, o5dy) < € y 0sd(fn)x) < € asi que por el Teorema 1.1d9fx — (fn)x,C(K)) < €.
Aplicando ahora el Teorema 2.7.1 obtenemos que existe una combinaci@xabmle ( f,)y tal
qued(b, fx) < & + 2¢. Claramente se puede tomar dicha combinacion corlvexa coeficientes
racionales y por lo tanto existec N tal queb = (gn)x. Tenemos entonces que

d(G(x),Hn(x)) < d(G(x), fx) +d(fx, (gn)x) +d((gn)x, Hn(X)) <
o e 3_ 5
asi quex € X, con lo que la AFIRMACION queda probada.
Vamos a ver ahora que|x, esta(4d + 5¢)-fragmentada. Filemoé > 0. Si 0# C C X,, como
Hnh es continua, existe un conjuntdb C X abierto tal queCNV # 0 y diamHy(CNV)) < &.
Si x € X, entoncesd(G(x),Hn(X)) < 36/2+ 5¢/2 pero comod(G(x),F (X)) < 6/2 entonces
d(F(x),Hn(X)) < 20 +5¢/2 asi que

d(F(y),F(2) <
< d(F(y),Hn(y)) +d(Hn(y);Hn(2)) + d(Hn(2),F (2)) <40 + 5 +¢

para todoy,z € V NC. Entonces diaifF (V NC)) < 46 +5¢ + &. Como esto se puede hacer para
todo & > 0 obtenemos quE|x, esta(4d + 5¢)-fragmentada con lo que terminamos la prueba en
el casoF acotada.

Supongamos ahora gleno es acotada. Podemos construir de nupvd x K — R, tal que
g« es continua para todo < K y d(f(xk),g(x,k)) < &'/2 para todo(x,k) € X x K. Entonces,
las funciones parciales : X — RX son continuas para la topologia producto por lo que tenemos
queY, = {x € X : [|G(X)||l« < n} es cerrado para € N. Comod(f(x,k),g(x,k)) < &'/2 para

todo (x,k) € X x K, entonces= es acotada eM, para todon € N pero hemos probado que en
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tal casoF |y, estéa(4d + 5¢)-o-fragmentada por conjuntos cerrados. Por lo tanto basta comprobar
que la familia de conjunto$Y, : n € N} cubreX. Six € X, d(F(x),G(x)) < /2. Por otro lado
d(F(x),C(K)) < £/2 y como las funciones continuas sobre compactos son acotadas, sntonce
G(x) es acotada el por lo que tenemos quUES(X)||» < npara algdm € N. O






Multifunciones y distancias a
otros espacios

N la Seccion 4.3 hemos demostrado una version cuantitativa del teoremavaliseSpa-
ra aplicaciones univaluadas. Pero de hecho, el teorema de Srigatsésegeneral: todas
las multifunciones de un espacio métri€cen un espacio de Banaéhw-superiormente

semicontinuas tienen un selector de la primera clase de Baire [Sri93].

El primer objetivo de este capitulo es extender el Corolario 4.3.3 obteniloSercion 4.3
al contexto de las multifunciones y por lo tanto obtener una versién cuarditiivteorema de
Srivatsa. Para ello, en la Seccion 5.1 introducimos la noci@hk dsemioscilacion para multifun-
cionesF : X — Z(Y) dondert es una topologia e¥i y d es una métrica e¥i. Esta nocion tiene
las siguientes propiedades cuando la topologia asocid@s anas fuerte que

() SiF es una multifunciém-superiormente semicontinua entonces strsemioscilacion es
igual a 0.

(i) Si 1 es una topologia vectorial en un espacio hormado(y)Fes 7-compacto para x X,
entonces F eg-superiormente semicontinua si, y sélo si, sa-demioscilaciéon vale 0,
véase la Proposicion 5.1.4.

(ii) Si F esunivaluada, entonces F escontinua si, y soélo si, la d-semioscilacion es 0.

(iv) SiF esunivaluaday es latopologiainducida por la métrica, entonces la-demioscilacion
coincide con la nocion usual de semioscilacast (F, X).

(v) Si F es univaluada yY, 1) es el espacio bidual de un espacio de Banach con la topo-
logia w* o un espacio de funciones sobre un espacio compacto con la topalggia
d-t-semioscilacién coincide con el supremo de las “oscilaciones puntualésise Propo-
sicion 5.1.7 y Proposicion 5.1.8.

Por ultimo, la Seccion 5.3 la dedicamos al estudio de espacios de funcionietesied 1, E)
dondeE es un espacio de Banach'®,%, 1) es un espacio de probabilidad. El primer objetivo
en esta seccion es obtener una férmula para medir distancias a espafinsioiees medibles
mediante un indice de medibilidad, Proposicion 5.3.3. El resto de la secciddezhtada al
estudio de una version cuantitativa de la propiedad de Bourgain. Léedeapde Bourgain ha
sido usada como una herramienta potente en el estudio de la integracidwidadés con valores
en un espacio de Banach, véase [RS85], [GGMS87], [CMV97] yol}Rntre otros
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5.1 Semioscilacion en multifunciones

SeaX un espacio topolégicdZ,d) un espacio métrico ¥ : X — Z una funcién. La semios-
cilacion def enx € X se puede expresar como el infimo dedas 0 tales que existe un entorno
U, dex tal quef(Ug) esté contenido eB(f(x),¢€) (la bola de centrd (x) y radio€). Este hecho
nos sirve de inspiracién para dar la siguiente definicion.

Definicion 5.1.1. Sean X €Y, 1) espacios topolégicos, d una métricaenY yXx— Z(Y) una
multifuncion. Decimos que F tienem™semioscilaciong-semioscilacion si se sobrentiende quien
es d) menor que en xe X si para cada subconjunto-abierto VC Y tal que

{zeY:d(z,F(x)) <e}CV,
existe un entorno U de x en X tal quéUF) C V. Denotamos entonces
d-osg (F,x) = inf{e > 0 : F tienet-semioscilacion en x menor q&é.
La d-t-semioscilacion de F se define como

d-o0s¢ (F) = suposg (F, x).
XeX
Denotemos simplemerasg (F, x) = d-0sG (F, x) y os¢ (F ) = d-osG (F) cuando se sobrentienda
d.

Observacion 5.1.2.Si (Y, || - ||) es un espacio normado1yes una topologia sobre Y, entonces
|| - |l-osc (F,x) < a si, y solo si, para cada’a> a y para cada subconjunto-abierto VC Y tal
que Fx) +aBy,.|) C V, existe un entorno U de x tal qug) C V. Esto es inmediato ya que si
b < b’ entonces

{zeY:d(zF(x)) <b} C F(x)+bBy,.|) C{zeY:d(zF(x)) <b'}.

Observemos que Bi es una funcién univaluada (es decir, que los valores que toma sorspunto
Y no conjuntos) yry (la topologia asociadad) es mas fuerte que entonce$ est-continua erx
si, y s6lo si, osg(F,x) = 0. SiT = 14 tenemos ademas que $€, x) coincide con la nocion usual
de semioscilacion vista en la Seccion 1.1.

CuandoF sea una multifunciorr-superiormente semicontinua, tenemos que (@sc= 0.
Con el siguiente ejemplo vamos a ver que la implicacion contraria no es ciertanerag La
Proposicion 5.1.4 nos proporciona casos donde dicha implicacion es cierta

Ejemplo 5.1.3([Ang]). Tomemos %= (C(K),|| - ||») donde K es un espacio compact®) /.. es
la norma del supremo. Se¥, 7) = (R, 7,) y definamos E X — 22(Y) como

F(f):={f+n:neN}
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donde(f +n)(x) = f(x) + n. Esta funcidon no es-superiormente semicontinua y sin embargo
osG(F)=0.
Por un lado osgF) = 0 ya que

F(B(f,e))=F(f)+&Bk.
Por otro lado, tomemosk € C(K), k € K y definamos
V= J{geC(K):g(k) € (f(k)+n—1/n,f(k)+n+1/n)}.
N

Es claro qué=(f) C V,V est-abierto pero para cada> 0, F(B(x, £)) no esta contenido éh asi
gueF no est-superiormente semicontinua. O

Proposicion 5.1.4(JAng]). Sea X un espacio topologicfy, || - ||) un espacio normada; una
topologia vectorial sobre Y mas débil que la topologia de la norma XF £2(Y) una multi-
funcion. Siosc (F) = 0y F(x) est-compacto para x X, entonces F es-superiormente semi-
continua.

Demostracion.Tomemosx € X y seaV C Y un conjuntor-abierto tal quer (x) C V. Tenemos
que encontrar un entorrid C X dex tal queF(U) C V. ComoF(x) es 1-compacto, existe un
T-entornoW de 0 tal que=(x) +W C V (véase por ejemplo [KN76, 5.2 (iv)]). Como la topologia
de la norma es mas fuerte queexistes > 0 tal quesBg € W y por lo tanto

F(x)+eBg C V.
Por lo tanto, como 0$¢F) = 0, existe un entornd dex tal queF (U) C V. O

El siguiente lema se va a usar en la prueba del Lema 5.1.6. Recordemo$e@gseaia subcon-
junto de un espacio de BanaEhel polar deSse define como

S ={feE":|f(s)|<1paracadac S}.

Lema 5.1.5([Ang]). Sea G un espacio normado de dimension finilacya < b. Entonces existe
un conjunto finito $- Bg tal que
aS C bBg:.

Demostracion.Fijemose > 0 tal quea/(1— €) < b. ComoBg es un conjunto compacto, existe
un conjunto finitoS C Bg tal que

Be C | JB(s.¢). (5.1)

€S
Seaz € aS. Entoncegz(s)| < a para cada € S Vamos a probar quiz|| < b. Tomemosx € Bg
tal que||z]| = z(x). Por (5.1), exists € Stal que||x—s|| < €. Entonces

12l = 2(x) < [z(g)| +[z(x—8)| < a+e]|Z|

asi que
|Z|| < _a <b
“1l-¢
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Lema 5.1.6([Ang]). Sea E un espacio de Banach y:-Bo bola del espacio dual ESiO< b’ <b
y bBe- esta contenido en un conjuntdabierto V, entonces existe un subconjunto finito Sgle B
tal que

'S cV.

Demostracion.SeaV C E* un subconjuntav*-abierto tal quéo- Bg: C V. Podemos veE* como
un subespacio d&Be. Entonces, para cadae b- Bg- existe urw*-entorno abierto de

V=E ] AV
YEBE

con cada; abierto erR y A7 = R paray € Bg\T; dondeT; es un subconjunto finito d&. Como
b-Bg+ esw*-compacto, exister, 2, ..., z, € b- Bg« tales que

b' BE* C Vl = UF:].VZ{' C V
Pongamo§ = U, T,. Siye Be\Ty 1 <i <n, A} =R asique

" <nyA§ ) yelB_El\TR> ﬂE*.

b-Bg- cV' = ((O ”rAﬁ)x |_| ]R)ﬂE*CV. (5.2)
i=1ye yeBe\T

DefinamosG = sparT y W = {y* € E* : |y*(y)| < bparay € Bg}. Size W, por el teorema de
Hahn-Banach, existg € b- Bg- tal queZ|g = Z|g. Por (5.2),Z € V' y por lo tanto

Por lo tanto

(@y))yer = Z(Y))yer € r]rAf',

i=1Y

Asi queze V' c V. Como esto es cierto para tode W, tenemos qu&/ C V. Por el Lema 5.1.5,
existe un conjunto finit& C Bg tal que si

Y eE vy sy
para cady € S, entoncey* € W. Por lo tanto
b'S cWcV.
L]

Proposiciéon 5.1.7(JAng]). Sea X un espacio topolégico, E un espacio de Banathebbidual
de E y f: X — E** una funcion. Entonces, para cada&xX

0sG, (f,X) = sup osc(y o f,x) (5.3)
y*€BE+

donde W denota la topologia débil estrella en“E
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Demostracion.Sin pérdida de generalidad podemos suponerfue= 0.
Vamos a probar primero que ¢s¢f,x) > supost(y* o f,x). Claramente podemos suponer
que osg,. (f,x) < b conb finito. Tenemos que probar que

osC(y'of,x)<b

para cady* € Be-. Por la Observacion 5.1.2,¢ies un conjuntav*-abierto tal quéy- Bg«~ C V,
existe un entornt dextal quef(U) C V. Fijemose > 0, y* € Be« y pongamos ahora

W= {y" €E |y (y")| < b+e}.

W es abierto yb-Bg-» C W asi que existe un entorid/ de x tal que f(U’) C W. Esto implica
quey*o f(U’) C (—b—¢g,b+¢) por lo que ost(y* o f,x) < b+ &y como esto es cierto para todo
€ > 0, entonces 0s¢y* o f,x) <b.

Veamos ahora la desigualdad opuesta. Sj.sgp 0sc (y* o f,X) = +o la igualdad (5.3) sera
trivialmente cierta. Supongamos entonces queg.sgp osc (y* o f,x) < b <beR.Seav Cc E**
un conjuntow*-abierto tal queéb- B« C V. Por el Lema 5.1.6, existe un subconjunto firftde
Be- tal que

'S cV.

Por otro lado, como

sup osc(y o f,x) < b,
y*€Be-

para cady* € SexisteUy- un entorno dexenX tal que

y o f(Uy) C (-b,b)

y entonces,
f([Uy) CHS CV.
y*eS
Con esto hemos probado que pg¢) < b con lo que concluimos la demostracion. Ol

La siguiente proposicion se prueba con argumentos similares a los usad eposi-
cion 5.1.7. En este caso la versién del Lema 5.1.6 que necesitariamos teradpeuaba mas
sencilla. Ademas, en vez de usar dicho lema, podemos usar un resul@daoade Wallace que
dice que sK; es un espacio compacto de un espacio topol@§iparai €1 y W es un subconjun-
to abierto en el espacio produdt X; que contiene §; Ki, entonces existen conjuntos abiertos
Ui C X parai € | tales queJ; = X; para todd < |'\F para algun subconjunto finite del y

”Ki C ”Ui CcW,
e I

véase [Eng77, pag. 186].
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Proposicion 5.1.8[Ang]). Sea X un espacio topolégico, Y un conjunto:Xf— RY una funcion.
Denotemos como es usual la topologia product®émomort,. Entonces, para todo& X,

osq, (f,X) = suposc (o f,X) (5.4)
yeY

donde la aplicaciorg, : RY — R esta definida por k- h(y).

Es bien conocido que ¥ cumple el primer axioma de numerabilida®f ein espacio topo-
l6gico, una multifunciorF : X — £2(Y) es superiormente semicontinua si, y sélo si, para cada
sucesionxy)n que converge hacia alg&e X, siz, € F(xy), paran € N, entonces

{zo:ne N}NF(x) #0.
La siguiente proposicién nos da una caracterizacion similar paraéanioscilacion.

Proposicion 5.1.9([Ang]). Sea X un espacio que cumple el primer axioma de numerabilidad,
x € X, (Y,T) un espacio topoldgico, d una métricaen Y yX — Z2(Y) una multifuncién. Dado
a > 0 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) para cada &> ay para cada sucesiofx,), convergente a ¥ X, si z € F(x,) entonces
{za: nEN} N{zeY:d(zF(x) <a} 0,
(i) osG(F,x) <a.

Demostracion.(ii) = (i) Supongamos que 0§¢) < a < &. Fijemos una sucesidx,), C X con-
vergente &. Supongamos que para caudexistez, € F(x,) tal que

{zo.neEN} N{zeY:d(zF(x)<a}=0.

Entonces
{zeY:d(zF(x)<d}CcY\{z:neN}.

Como os¢(F) < & existe un entornt dex tal que
F(U)CcY\{z.:neN}".
Por otro lado, comdx, ), — X, existen € N tal quex, € U y entonces
ZeF(U) CY\{z:neN},

lo que es una contradiccion.
(i)=-(ii) Filemos & > a y supongamos que para cada suce$igi, convergente x € X y
Z, € F(Xn),
{zo:neN} N{zeY :d(zF(x) <a}#0. (5.5)
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Supongamos que existe un conjumtabiertoV C Y tal que
{zeY:d(zF(x)) <d}cV

y F(U) ¢ V para cada entornd de x. Sea{Uy : n € N} una base de entornos deEntonces
para cadan € N existenx, € Un y z, € F(X,) tales quez, ¢ V. ComoV es un conjunta-abierto
obtenemos que

{zo:neN} N{zeY:d(zF(X) <d}C{z:neN} NV =0

pero esto es imposible por (5.5). Asi queidfcx) < &. Poder hacer esto para cada- a, implica
que (i) se satisface. m

Al igual que en la Observacion 5.1.2 ¥ses un espacio vectorial topolégicalyes la métrica
asociada a una nornfla | podemos cambiar la afirmacion (i) en la Proposicion 5.1.9 por

(i) para cada sucesidmy,), convergente a€ X, z, € F(x,)ya > a
{zo:ne N}T N (F(x) +a’B(Y’H_H)) # 0.

Para terminar esta seccion, observemos qu€ es un espacio topoldgicdy,d) un espa-
cio métrico,11, T2 dos topologias el tales quer, es mas fuerte que, y F : X — Z(Y) una
multifuncion, entonces

osc, (F) <osq,(F). (5.6)

5.2 Selectoresy distancia 81 (X,E)

El siguiente lema se va a usar en el Teorema 5.2.2. Obsérvese queceoparéeorema 2.7.1.
De hecho para probar el Teorema 2.7.1, en vez de usar el Lema deoBté&knpos haber seguido
las ideas de la prueba de este lema combinadas con el teorema de la cwigatgminada de
Lebesgue.

Lema 5.2.1(JAng]). Sea E un espacio de Banach;*Esu espacio bidual, A un subconjunto de

E** e ye E**. Pongamos & sup{d(z—Yy,E),ze A} ya= d(y,ﬂw*). Entonces para cada > 0
existe z= conv(A) con
ly—z| <2d+a+e.

Demostracion.Sin pérdida de generalidad podemos suponerygse0 y d,a < 4. Fijemos
£>0, comod(y,ﬂw*) = a, entonces

- €
y:OEAW—s—(a—i—Z)BE**. (5.7)

Por definicion del, existe una funciom : A — E tal que||z—h(z)|| < d+ &/4 para cada € A.
Entonces

W N — £
A" Ch(A)+(d+)Be = hA)" +(d+ > )Be-
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Asi por (5.7) se tiene que

YVl
W

0ch(A)" +(d+a+ g)BE** =h(A)+(d+a+ g)BE

Como 0 Ey h(A)+ (d+a+€/2)Bg C E, entonces

Och(A)+(d+at g)BE  convh(A)) + (d+a+ %)BE .

Por el teorema de Hahn-Banach,

W |
W N

0 conv(h(A)) + (d +a+ g)BE = con(h(A)) + (d+a+~)Be

Por lo tanto existé € convh(A)) tal que||h|| < d+a+ 3¢/4. Si suponemos que= 3" ; Aih(z)
concadag € A, 0<A <1y zi";l)\i =1, entonces

m
zZ= Zl)\izi € conv(A)
i=
y claramenté|z— h|| < d + £/4. En consecuencia

3¢ £
ly—2| =2 <|[[h[| + |Ih—Z| <dta+ - +d+ =2+ate,

con lo que concluye la prueba. Ol

Recordemos que un selector de una multifunéiarX — 2 (Y) es una funciorf : X — Y tal
que f(x) € F(x) para todax € X. Denotamos

SelF)={f:X—Y:fesunselector de}.

Recordemos que pafacC X denotamos

F(A) =JF(a).

acA

Gracias a la Proposicién 5.1.7 tenemos que el siguiente teorema es ungaxteh€orola-
rio 4.3.3.

Teorema 5.2.2([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banacli*ysk espacio
bidual. Si F: X — Z2(E**) es una multifuncion entonces

d(SelF),B1(X,E)) < gsup{osc(z) :ze F(X)} +20s6,(F)

donde se esta considerande £ (X) C E** como una funcion definida €Bg-,w").
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Demostracion.Estéa claro que podemos suponer que{ssfz) : z€ F(X)} y osg,. (F) son fini-
tos. Pongamoa > & > 0s¢,.(F) y d > sup{osdz) : ze F(X)}. ComoX es un espacio métrico,
existe una base de la topologiadiscretaZs = Unen%n cON cadaZ;, discreto. Para cada € %
filemosxy €Uy zy € F(xy). Paran € N, definamos la funcioty, : U %, — E** como

faX) =2y sixeU € %.

PongamodMy := {n € N : f,(x) esta definida parax € X. Por construccion, existe una sucesion
(Xm)m convergente ay zy, € F(xm) param e N tales que

(Zm)m C {fn(X) 1 n € My}.

Entonces, por la Proposicion 5.1.9

{fa(X):ne MX}W N (F(x) + a’BE**) # 0. (5.8)

Por el Teorema 1.1.9 combinado con la Proposicion 3d(8F) = 30s(2) para todoz € E**.
Asi que para cadd € % existeyy € E tal que||yu — zy|| < d/2. Pongamos

inX)=yu sixeU e, yne M.

Tenemos qué jn(x) — fr(X)|| < d/2 para todoc e X'y n € My asi que

w* . d
{fh(X):neM}  C {jn(x):ne MX}+§BEM

- wd
= {jn(X) :ne My} +§BEH.

Por (5.8) tenemos que

<{j”<x) e + gBE**> : (F(X) +a’BE**> #0

y entonces

{in0g e (F(X) £ +a’)BE**> £0.

Por otro lado para todoc My y z€ F(x), 0sd jn(X) —z) < d asi que combinando el Teorema 1.1.9
con la Proposicion 3.1.3
d(jn(x) —zE) <d/2

Ahora el Lema 5.2.1 nos permite asegurar la existencia de &lgloonv{ j(X) : n € My} tal que

ke F(x)+ (?era) Be-.
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Evidentemente podemos tomilacomo una combinacioén convexa con coeficientes racionales. Sea
{gm : me N} el conjunto de las combinaciones convexas finitas con coeficientes aksiate
(jn)n- Por lo que hemos probado ahora, para cad&, existem € N tal quegm(x) esté definida

y
gm(X) € F(x)+ <32d +a> Be+.

Definamos para cadae N
Am = {x€ X : gm(X) esté definida ym(x) € F(x) + (3d/2+ a)Bg- }.

Entonces menAm = X. Por construccion, existé, una familia discreta de conjuntos abiertos tal
queU%n, = dom(gny) vy tal quegn es constante e¥ para todoV € 7y, ComoX es un espacio
meétrico, los conjuntos abiertos son conjunt®g y por lo tanto como las familias discretas son
discretamentar-descomponibles tenemos qgg es constante en los conjuntos de una buena
particion de dorfgm). Denotemog)y, el valor constante dgm enV. Entonces

An= U (Vﬂ{xe X:gh € F(x)+(3d/2+a)Be-}).
Vem

Si definimos ahora

Bni= | <Vm{xe X gl e F(x)+(3d/2+a)BE**}) ,
Ve

como la familia’y, es discreta, por el Lema 1.2.2 tenemos Byes la interseccion de un conjunto
abierto y un conjunto cerrado. Por lo tagg es un conjunta?, y ¢¥5. ComoAn, C By, entonces
UmenBm = X. Definamosh : X — E como

h(X) = gm(X) if X € Cn = Bm\ UkemBk-

Dado que cad8, es un conjunteZ, y ¥5, tenemos que caday, es un conjuntaZ, asi que por

la Proposicion 1.5.2 (iii), la familidCy, : me N} es una buena particion. Corgg es constante en

los conjuntos de una buena particion de daw) O Cn, por la Proposicion 1.5.2 (ii) tenemos due

es constante en los conjuntos de una buena particidh Ber la Proposicion 4.1.4,¢ B;(X,E).
Vamos a probar ahora quih, SelF) < 3d/2+ 2a. Para ello, es suficiente con probar que

h(x) € F(x) + (3d/2+ 2a)Bg+. Por la definicion dé&y By, sélo tenemos que probar que si

X e {xeX:g\,eF(x)+(3d/2+a)Bg~}, (5.9)

entonces
gv, € F(X) + (3d/2+ 2a)Bg-.

Para ello razonemos por contradiccion. Supongamos que lo anterits@<$atonces,

F(X)+aBg~ C E*\B(g), 3d/2+a).



5.2 Selectores y distancia 8, (X,E) @

Comoa > 0s¢,. (F) y B(g),, 3d/2+a) esw*-cerrado, existe un entori dex’ tal que
F(W) c E*\B(g),, 3d/2+a). (5.10)
Por otro lado, por (5.9), existec W tal que
O € F(X) + (3d/2+a)Bg~ C F(W) +(3d/2+a)Bg-.

Por lo tantoF (W) NB(gY,,3d/2+a) # 0, lo que es una contradiccion con (5.10), y asi termina la
prueba. Ol

Corolario 5.2.3([Ang]). Sea X un espacio métrico y E un espacio de Banach.:$i = Z(E)
es una multifuncién entonces

d(SelF),By(X,E)) < 20s&,(F).

Demostracién.Es facil comprobar que si consideramos la topolagian el espacio bidual en-
tonces osf; (F) < osg,(F) asi que por el Teorema 5.2.2

d(SelF),B1(X,E)) <20s¢,.(F) <20s¢,(F).
O

En el siguiente teorema,= o(E,B) es la topologia de convergencia puntual sdbdonde
B C Be- es una frontera (es decir, para cada E existeb € B tal quex(b) = ||x||) tal que los
conjuntos acotadog (X, B)-relativamente numerablemente compactosvgoalativamente com-
pactos. Esto ocurre por ejemplo p&al conjunto de los puntos extremales de la bola dual (véase
[BT80]), para cualquier fronter8 cuandoE = C(K) para algin conjunto compacto (véase
[CG98]) 0 para cualquier frontera cuan@-, w*) es angélico (véase [CV95]).

Observemos que es mas débilv, por lo tanto, por (5.6)

0s¢ (F) < osg,(F)

asi que el siguiente resultado es mas fuerte que el Corolario 5.2.3. Rareeta usamos ideas
de [JOPV93]

Teorema 5.2.4([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banack-yo(E,B) donde
B C Be- es una frontera tal que los conjuntos acotados, B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. SKF— Z?(E) es una multifuncién entonces

d(SelF),By(X,E)) < 20s¢ (F).

Demostracion.Podemos suponer que ¢6€) < & < a conafinito.
Caso (Iy Supongamos que exisk& > 0 tal queF (X) "MBg # 0 parax € X. ComoX es un
espacio métrico, existe una base de la topolagtiiscretazs = Uneny%, con cadaZ;, discreto.
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Para cad®) € % filemosxy € U y z; € F(xy) N MBg. Definamos la aplicaciofy, : U %, — E
como
faX):=2y sixeU € %.

SiMy:={ne N: fy(x) esta definid®, por construccion, existe una sucesi@r)m convergente a
XY Zm € F(xm) param e N tal que

(Zm)m C {fn(X) : n € My}.
Entonces, por la Proposicion 5.1.9, para cada subsucesign de (zm)m
(Zm KEN} N (F(x)+a’BE) £0. (5.11)

Supongamos que

{fa¥)  neEMJ N(F(X)+aBg) = 0. (5.12)

Entonces{zy,, : k € N} N (F(x)+aBg) = 0 para cada sucesid@, )k de (zn)m. Por (5.11) cada
subsucesiofzy, )k tiene un punto de-aglomeracion efr (x) +aBg. Por lo tanto{z,: me N} es

un conjunto relativamente-numerablemente compacto y acotado asi que por hipétesis es débil-
mente relativamente compacto. Tenemos entonces que

{Zm:me N}T ={Zm:me N}W c{fa(X):ne MX}W,

lo que es imposible por (5.11) y (5.12). Hemos probado que

(T nEMJ N(F(X)+aBg) # 0.
Por el Lema 5.2.1, existec cony{ f,(x) : n € My} tal que
k € F(x)+aBg.

Ahora podemos proceder como en la demostracion del Teorema 5.2.2rpheat gue existe

una funciénh : X — E que es constante en los conjuntos de una buena particidhtdeque

d(h,SelF)) < 2ay por lo tanto, por la Proposicion 4.1.4 termina la demostracion en este caso.
Caso (I} El caso general. Definamos

Th = {xe X: F(x)NnBe # 0}.
Tomemos<' € T,. Afirmamos que
F(X)N(n+a)Bg #0.

Por contradiccion supongamos que esto es falso. Enté{&8st+ aBe C E\nBg. Por tanto existe
un entorndJ dex tal queF (U) C E\nBe. Comox € T,, existex € U tal queF (x) "\nBg # 0, lo
que es una contradiccion, con lo que deducimosFé N (n+a)Bg # 0. La sucesiom; = Ty,
Hnh = Tn\Th—1 paran > 2 es una buena particion depor la Proposicion 1.5.2 (jii). Por €aso (l)
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para cadan € N existe una funciém, : T, — E que es constante en los conjuntos de una buena
particion deH, y d(h,SelF|y,)) < 2a. Ahora podemos definli: X — E como

h(x) =hn(x) si x&€Hp.

Por la Proposicion 1.5.2 (iih es constante en los conjuntos de una buena particiGd de
claramental(h,SelF)) < 2a. O

El Teorema 5.2.2 y el Corolario 5.2.3 nos dice quE siX — Z(E) es una multifuncion de
un espacio meétrico a un espacio de Banach tal qug(Bge= 0 u os¢,. (F) = 0 entonces

d(SelF),By1(X,E)) =0;

sin embargo no sabemos Bitiene un selector de la primera clase de Baire. Como ya hemos
comentado, Srivatsa demuestra en [Sri93] que ssw-superiormente semicontinua entonées
tiene un selector de la primera clase de Baire. En el Teorema 5.2.6 probaensis g6lo cumple

que os{,(F) = 0 pero afiadimos que tome valores cerrados entondesiene un selector de la
primera clase de Baire. Para ello necesitamos el lema siguiente.

Lema 5.2.5([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banact w& espacio bidual.
SeaF: X — Z(E) ¢ Z(E*) una multifuncion tal quesg,. (F) =0, sea ht X — E una funcion
gue es constante en los conjuntos de una buena particion de Xey>s€dal que

B(h(x),e)NF(x) #0
para xe X. Sid > 0, entonces existe una funciéh:IX — E que es constante en los conjuntos de
una buena particion tal que
(i) ||h(x) —h(x)|| < & paratodo x€ X,y
(i) B(h'(x),0)NF(x) #0.

Demostracion.Por hipétesis, existe una buena particiéf: i € |} tal queh|x, es constante para
cadai € |. Por la Proposicion 1.5.2 (ii) es suficiente con constilén cadax; de forma indepen-
diente asi que podemos suponer sin pérdida de generalidédamue el valor constanieen todo
el espacioX.

Como X es un espacio métrico, hay una base de la topologiéscretaz = Unen%n cOn
cada?, discreto. Para cada € % fijemos

xu eUyz €F(xy)NB(ce).
Como%, es una familia discreta, podemos definir la funcfgnu %, — E** como
faX):=2y sixeU € %,.

PongamodVly = {n € N : fy(x) esta definidh parax € X. Por construccion, existe una sucesion
(Xm)m convergente &y zym € f(xm) param € N tales que la sucesidam)m C { fn(X) : n € My}.
Entonces por la Proposicion 5.1.9

[fa00 ne My N(F(X) + gBE**) £0.
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Por el Lema5.2.1, existec conV{ fn(X) }n, una combinacion convexa con coeficientes racionales,

tal que
20

ke F(X) + ?BE**'
Sea{gm: me N} el conjunto de la combinaciones convexas finitas con coeficientes resaten
(fn)n. Por lo que acabamos de ver, para cadaX existem € N tal quegn(x) esta definida y
Om(X) € F(x) + ZBg--. Definamos para cada.c N
e 20
Am = {X € X : gm(X) esta definida ym(x) € F(x) + gBE**}.
Entonces)menAm = X. Sea’y, una familia discreta de conjuntos abiertos talesgjes constan-
te enV paratodo/ € 7Yy tal queU”¥n, = dom(gm). ComoX es un espacio métrico, los conjuntos
abiertos son conjunta%, asi quegm €s constante en los conjuntos de una buena particion. Deno-
temos pomg), el valor constante dgy, enV. Entonces

An= | <Vﬂ{xeX:g\rﬁeF(X)+2355E**}>-

Vem

Si definimos ahora

2
Bn= | (Vm{xeX:g}{,eF(x)JrsBEw}),

Vet

como la familia¥y, es discreta tenemos qiBg, es la interseccion de un conjunto abierto y un
conjunto cerrado y por lo tant8,, es un conjunteZ, y ¥s. Ademas, comé\,, C By, entonces
UmenBm = X. DefinamogY : X — E como

W (X) :=gm(X) SiX€ Cmn=Bm\UkemBk.

CadaCp, es un conjunto%, asi que por la Proposicion 1.5.2 (iif)Cn : m € N} es una buena
particion. Caday, es constante en los conjuntos de una buena partici@y @esi que por la Pro-
posicién 1.5.2 (i)Y es constante en los conjuntos de una buena particion. Por construs@on e
claro quel|(x) — h(x)| < &. Tenemos que probar ahora duigx) € F (x) + 6Bg-. Por definicion
deh’ y By, s6lo tenemos que probar que si

2
x’e{xeX:g\éeF(x)jL:BE**}’ (5.13)

entonces
g\ri'l cF (X/) + 5BE** .
Supongamos que esto es falso. Entonces

o 20
F(X)+ §BE** C E**\B(g}“/nv g)
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pero como osig (F) = 0y B(gY,, %) esw*-cerrado, existe un entord dex tal que

F(W) C E*\B(gV, 25). (5.14)

Por otro lado, por (5.13), existec W tal que

25 25
oY, e F(x)+ EBE** CF(W)+ §BE**

asi queF (W) NB(gY, %) # 0, una contradiccion con (5.14). O

Teorema 5.2.6([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banacli*ysk espacio
bidual. Sea F X — Z(E) ¢ £ (E**) una multifuncién corosg,.(F) = 0. Si F(x) es cerrado
para todo xe X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

Demostracién.Por el Teorema 5.2.2 existe una aplicadigrie la primera clase de Baire tal que
B(hy(x), 1) NF(x) #0

para todox € X. Si seguimos la demostracion del Teorema 5.2.2 vemos que podemos suponer
gueh; es constante en los conjuntos de una buena particidh Aplicando ahora el Lema 5.2.5
podemos construir por induccion una sucesiad), de aplicaciones de la primera clase de Baire
gue satisface

(i) [[hn(X) —hny1(X)] < 1/2" para todax € X y
(i) B(ha(x),1/2")NF(x) # 0.
Definamosf : X — E como f(x) = lim, hy(X). ComoF (X) es cerrado para castatendremos por

(i) que f(x) € F(x). Por (i) f es el limite uniforme déh,)n y por lo tanto, por la Proposicion 4.0.1,
f es de la primera clase de Baire. O

Corolario 5.2.7. Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banacti p&espacio bidual. Sea
F : X — Z(E) una multifuncion comsg,(F) = 0. Si F(x) es cerrado para todo % X, entonces
F tiene un selector de la primera clase de Baire.

El siguiente corolario se obtiene adaptando las pruebas del Lema 5.2Tegreima 5.2.6 de
la misma forma que se prueba el Teorema 5.2.4 adaptando la prueba @éshddop.2.

Corolario 5.2.8. Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y (E, B) donde BC Bg-

es una frontera tal que los conjuntos acotadd¥, B)-relativamente numerablemente compactos
son w-relativamente compactos. SeaXx — Z(E) una multifuncion corosg (F) = 0. Si F(x)

es cerrado para todo % X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.
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5.3 Distancia a espacios de funciones medibles

Sea(Q,%, u) un espacio de probabilidad completo y g&a|| - ||) un espacio de Banach.
Denotemos poM(u,E) al espacio de funciones medibles @een E (o simplementeM () si
E =R). El primer objetivo de esta seccidn es obtener una férmula que nos perediadistancias
a espacios de funciones medibles. Denotemos

st={BeZ:uB)>0}

y paraA e X
I,={BeZ":BCAL

La siguiente proposicion en la que se caracteriza la medibilidad de unariumesdsirve para
motivacién de lo que sigue.

Proposicion 5.3.1.Sea(Q,Z, u) un espacio de probabilidad completd, || - ||) un espacio de
Banach y fe E2. Son equivalentes

() f es medible,
(i) para cadae > 0y para cada Ac " existe Be X tal quediamf (B) < €.

Demostracion.Sale directamente de la Proposicién 5.3.3. O
Basandonos en la proposicidn anterior introducimos la siguiente definicion.

Definicion 5.3.2. Sea(Q,Z, u) un espacio de probabilidad complet(E, | - ||) un espacio de
Banach y fe E?. Definimos el indice de medibilidad de f como

meagf) :=inf{e > 0: paratodo Ac =" existe Bc Z tal quediamf (B) < €},
donde por definiciomnf = oo,

Obsérvese que en estos términos, la Proposicion 5.3.1 nos dideegumedible si, y solo si,
measgf) = 0. De hecho me#$) nos va a servir para estudiar la distardid, M (u, E)).

Proposicién 5.3.3(ACR]). Sea(Q,Z, ) un espacio de probabilidad complet, | - ||) un es-
pacio de Banach y & E®. Entonces

%meaﬁ) <d(f,M(p,E)) < meagf),

Ademas si E= R se tiene que
d(f,M() = 2 meas).

Demostracion.Para ver la primera desigualdad podemos suponerd@éieM (u,E)) es finita.
Tenemos que ver que cada vez que- d(f,M(u,E)) se tiene que meéb) < 2¢. Tomemos
g€ M(u,E) tal qued(f,g) < €. FijemosA e X" y n > 0. Comog es medible, existe una sucesién
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On : Q — X de funciones simples tal quam,g, = g u-para casi todo punto. Por el teorema
de Egorov, ([Din67, Theorem 1, p. 94]), exidtec = con u(Q\ E) < u(A) y n € N tales que
logn(w) — g(w)|| < n para cadaw € E. EntonceE NA € . Comog, es una funcién simple,
existeB € 2 contenido erE N A tal quegn|g es constante. Por lo tanto diggB)) < 2n asi que
diam(f(B)) < 2¢ 4 2n. Esto prueba que meds < 2¢ 4 2n. Comoe > d(f,M(u, X))y n >0
eran arbitrarios, obtenemos que mdas< 2-d(f,M(u, X)).

Veamos ahora la segunda desigualdad. Podemos suponer qué yreas» ya que en caso
contrario el resultado seria inmediato. Basta con ver que si(hease, existeg € M(u, X) con
d(f,g) <e.

AFIRMACION.-Existe una sucesi¢B, ), de elementos dg* U {0} tal que
p(Q\| JBn) =0y diamf(By) < ¢ para todo ne N.
n

Como measf) < ¢, existeD € X tal que dianf (D) < €. Tenemos por lo tanto que el conjunto
F={{A:ieF}:Acz" diamf(A) <eparaic FyANAj=0sii#j}

es no vacio. Dotemos# del orden dado por la inclusién, es de€irg D por definicion siC c D.
Estamos en las condiciones del lema de Zorn por lo (@de=) tiene un elemento maximal.
Obsérvese que $A; @i € F} € .7 entonced es necesariamente numerable ya que

3 HA) SH(@) <t

Sea{B,:neF} conF C N maximal y tomemo®, = 0 sin € N\F. Veamos quéBy), es la
sucesion deseada. En caso contrario, tenemos que

H(@\JBy) >o0.

Usando que meé&$) < € obtenemos que exisC Q\ Uy By, tal que dianf (B) < €. Pero en tal
caso tenemos que
{Bn:neF}U{B} €¢.Z#

lo que contradice quéB,, : n € F} sea un elemento maximal d& y con esto termina la prueba
de la AFIRMACION.
Para cada € N, si By # 0 tomemosx, € f(By). Definamosy € M(u, X) comog(t) = X, Si
t € By para algm € Ny g(t) = f(t) en caso contrario. Claramente tenemosdjfeg) < € con
lo que termina la prueba de la segunda desigualdad.
Por ultimo, en el cask = R, para demaostrar que

d(f,M(u,E)) < %mea$f)

basta con repetir el argumento anterior con una pequefa diferenatatd&acasion, se defini-
ra como el punto medio de cofyB,). Asi se obtendria que la funci@obtenida cumple que
d(f,g) < &/2 lo que concluye la prueba en este caso. O
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Observacion 5.3.4.De forma analoga a como pasaba en la Observacion 4.1.7, si E tiene la
propiedad de que para todo conjunto acotadaHE existe x E tal que

H c B(x,diam(H)/2).
entonces podemos afirmar que
1
El siguiente ejemplo nos muestra que la desiguattid@dM (i, E)) < meagf) obtenida en la
Proposicion 5.3.3 es optima.

Ejemplo 5.3.5. Seau la medida de Lebesgue éh 1] y sea{e :t € [0,1]} la base candnica de
E = c([0,1]). Entonces la funcion f[0,1] — E dada por ft) = & cumple que

d(f,M(u,E)) = meagf) =1.

Veamos que esto es asi. Se tiene que (fg¢as1 ya que de hecho es inmediato que di@B) = 1
para todaB € =*. Tomemos ahorg € M(u, X). En tal caso exist& € Z con u([0,1]\A) = 0 tal
queg(A) C cp([0,1]) es separable. Asi que podemos encontrar un conjunto numeérable, 1]
tal queg(t’)(t) = 0 para cada < [0,1]\Cy cadat’ € A. Tomemog, € A\C. Entonces

d(f,g) = [[f(to) —9(to)[| = (f(to) —9(to))(to) = 1
de donde se deduce qdéf,M(u, X)) > 1. Por lo tanto
1<d(f,M(u,x)) <meagf)=1
con lo gue hemos probado lo que queriamos. O

Dedicamos el resto de esta seccion al estudio de una version cuantigti@aptbpiedad
de Bourgain. La propiedad de Bourgain se ha utilizado como una herttanmery potente en
el estudio de la integracion de funciones con valores en un espaciondgelBaséase [RS85],
[GGMS87], [CMV9I7] y [CRO5]. Por ejemplo si : Q — E es una funcién acotada, la propiedad
de Bourgain del conjunto

{Xof:x €Bg}CR®

caracteriza la integrabilidad Birkhoff de

Definicion 5.3.6. Sea HC R%, se define

%(H) =inf{e > 0: paratodo AcZ" existen B,...,B, € ZX

| min diamf(B;) <
tales que:equlngnd amf(B;) < ¢},

donde consideramos qirgf @ = +co.
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Se dice qué tiene la propiedad de Bourgain cuan@gH) = 0

Proposicién 5.3.7(J[ACR]). Sea Hc E®. Entonces

(i) B(G) < A(H) paratodo GC H.
(i) meagh) < #(H) para cada he H.

(i) B(H) = 2FAT).

Demostracion.(i) y (i) son inmediatos. Veamos que también se da (iii). Por (i) tenemos que

__EQ
ABH) < ,@(HE ). Veamos por tanto la desigualdad opuesta. Para ello supongama$( Hyees
finito y seag > ¢’ > %(H). FijemosA € £*. ExistenBy, ..., B, € =, tales que

sup mm d|am(h(B.))
heH 1

_EQ
Fijemosg € H" . Para cada ¥ i <n, elijamost;,t/ € B;. Existeh € H tal que

e—¢ )
Ih(t) =9l < — > |h(t) —g(t))|| paracadaXi<n.

Para algin X j < ntenemos quéh(tj) —h(tj)|| < ¢ asi que

l(t;) =gt < lla(t;) —hty) || + () — h(tp)]l+ () — gt < &
Como los punto$,t/ € B; se eligieron arbitrariamente, tenemos que

min diamg(B;) <

1<i<n

__EQ
Por lo tanto%’(HE ) < €. Comoe > #(H) es arbitrario, con esto concluimos la prueba. [

Bourgain prob6 que sB(H) =0y f H'™ entonces existe una sucesidq), enH que con-
verge af enpu-casitodo punto (véase [RS85]). La siguiente proposicion es usgbxaruantitativa
de dicho resultado:

Proposicion 5.3.8[ACR]). SeaHCc E®yge WEQ. Entonces existe una sucesidn), en H tal
que
limsup||hn(X) —g(X)|| < 2- AB(H)
Nn—o0

para u-casi todo punto x Q.

Demostracion. Supongamos qu@( ) es finito ya que en caso contrario el resultado seria tri-

vialmente cierto. Comg € HE , existe un ultrafiltrozz deH tal queg € Ut para cadd) € % .
DadoAc " yneN, tomemos

H(An) :={heH: diamh(A) < Z(H)+1/n}.
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Ademas consideremos qu€ (0,n) = H para toda € N. Fijemosn € N. Por definicion dez(H ),
para cadaA € = existe un conjunto finita#? C X5 tal queH = g » -7 (B,n) y, teniendo en
cuenta queZ es un ultrafiltro déH, podemos encontrd € .# tal que.”Z(B,n) € % . Usando el
Lema de Zorn de forma similar a como hicimos en la Proposicion 5.3.3, podenms@maina
familia numerable{A, n} de elementos disjuntos de" U {0} con u(Q\ UnAnm) = O tales que
J€(Anm,N) € % para cadan. Fijlemosty m € Ay m cuandoA, m # 0 y definamod, : Q — R como
fa(t) :=0g(thm) Sit € Anm )ﬁof”(t) =0(t) sitZ UnAnm.

Observemos quB := () _JAnm cumple queu(Q \ B) = 0. Afirmamos que

n=1m

[ fa(t) —a(®)|| < #(H) +% para todd € By todon € N. (5.15)

J— Q
Efectivamente, tomemas € N tal quet € A, m. Fijemosn > 0. Comog € 7 (Anm, n)E , po-

demos encontray € # (Anm,1) tal que| ga(t) — g(t)]| < 1 Y [lgn(tnm) — Gltnm) | < 1. De aqui
tenemos que

[ fn(t) =9 ]| = 19(thm) —9() [ < [[9(thm) — Gn(tam) (| +[[Gn(tnm) — Gn(t) || +[Ian(t) — a(t) |
< %(H)+%+2n.

Comon > 0 era arbitrario, se tiene la desigualdad (5.15).
Dadon € N, el conjuntoi_; Nm-1-(Axm,K) pertenece & y por lo tanto contiene una
funcionhy tal quel|hn(txm) — 9(tk m)|| < 1/n para cada X k <ny cada 1< m < n. Veamos que

limsup||ha(t) —g(t)|| <2-#A(H) paratodd € B.

n—oo

Fijemosk € N. Entonces por (5.15) tenemos qu&(t) — g(t)|| < Z(H) + 1/k. Tomemosn e N
tal quet € Ay m. Entonces para caae> max{k, m} tenemos que

[1hn(t) = g1 < [[Mn(t) — ha(tm) | + [lha(tem) — 9(tkm) |+ [ fi(t) — g (V)]
2 1
<2 —+=.
<2-#MH)+ kT
Por lo tanto imsup, ., ||hn(t) —g(t)]| < 2- #(H) + 2/k. Comok € N es arbitrario, concluimos
que imsup,_., [[hn(t) — g(t)|| <2-A(H). Con esto termina la prueba O

Si H es uniformemente acotado, se tiene ggi@con{H)) = 0 cuandoZ(H) = 0. Por otro
lado, esto no es cierto en general para conjuntos no acotados. Ra@reatersta seccion vamos a
ver una version cuantitativa de dicho resultado, véanse Proposicidr2 §.®roposicion 5.3.14.
Para ello necesitamos unos resultados previos:

Lema 5.3.9([ACR]). Sea HC E. EntoncesZ(H) es el infimo de todos las> 0 que cumplen
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(P;) para cadad > 0 existe una particion finith deQ enZX tal que
supy (U{A € : diamh(A) > £}> <o.
heH

Demostracion.Seag > 0 que cumplaR:) y tomemosB € . Existe una particiom deQ enZ
tal que

i H(B)
:equu (U{Ae I : diamh(A) > s}) <

De aqui se deduce que para cdda H podemos encontrak € ' con u(ANB) > 0 tal que
diamh(ANB) < €. Por lo tantaZ(H) < ¢

Reciprocamente, fijemas> %(H) y veamos que se cumpl&. Filemosd > 0 y conside-
remos la familia uniformemente integrable

= {g € M(u,R): 0<g<1pu-paracasitodo punfo/ gdu > 5}.
Q

Por el teorema de Dunford, Teorema 3.5.1, su imagen canéhican L1(u) es un conjunto
relativamenten-compacto erly(u). Es facil ver queK™ es|| - ||;-cerrado y convexo, y por lo
tanto eswv-cerrado de donde deducimos quenesompacto.

Fijemosg € K. ComoAd := {t € Q: g(t) > 0} € =*, existenA], ... ,Aﬂ(g) € I}, tales que

sup min diamh(A? 5.16
her1<|<n(g) (A) < (5.16)

Definamos
n(g)

ﬂ {team /fdu>0

V(g)~ es unw-entorno de la clasgdeg € L1(H).
ComoK"™ esw-compacto, existen;, ..., gk € K tales queK C U'j‘:1V(gj). Sed la particion
finita deQ formada por todos los atomos del algebra generada por la coleccion

{AV11<j<k1<i<n(g)}.
Fijemosh € H y definamos
C=|J{Aer: diamh(A) > €}.

Afirmamos quexc ¢ K. Supongamos lo contrario. Entongesc V(g;) para algun K j <k, es
decir, para cada £ i < n(g;) tenemos quqet(CﬂAlg‘) > 0 asi que existé € I' tal queA; C A,@JJ y
diamh(A) > €. Por lo tanto dlar’n(A,g ) > € para cada X i <n(gj), contradiciendo (5.16). Esto
muestra que(c ¢ K, es deciri(C) < é con lo que terminamos la prueba. O
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Definicién 5.3.10.Sea HC E® uniformemente acotado. Definimos

sos¢H) :=inf{e > 0: paratodo Be " existe una particion finit&d de B en>
tal que supAZ u(A) diamh(A) < u(B)e}.
heH =

Proposicion 5.3.11[ACR]). Sea Hc E® be uniformemente acotado. Entonces
sos¢H) = #A(H).
Demostracion.PongamoM := sup{||h(t)|| : t € Q, he H}. Fijemose > #(H) y B Z*. To-
memose > &' > #(H) y elijamosn > 0 suficientemente pequefio para que
2Mn + p(B)e' < p(B)e.
Por el Lema 5.3.9, existe una particion finitale Q enX tal que

supp(| J{A€T : diamh(A) > €'}) < n.
heH

Entonces
AZ‘ u(BNA)diamh(BNA) =
S

= p(BnA)diamh(BNA) + zr pu(BnA)diamh(BNA)
Ac Ac
diamh(BNA)>¢’ diamh(BnA)<¢’
<2Mn+u(B)e' < u(B)e.

Comoe > A(H)y B e Xt es arbitrario, sogél) < B(H).
Veamos ahora la desigualdad opuesta. Para ello fijemosos¢H) y B € Z*. Tomemos una
particion finital” deB enX tal que

supy u(A) diamh(A) < u(B)e.

heH =
La desigualdad anterior nos asegura que, para bag#l, existeA € I' con u(A) > 0 tal que
diamh(A) < &. De aqui se tiene qu&(H) < €. Comoe > sos¢H) es arbitrario, concluimos que
sos¢H) = #(H) con lo que completamos la prueba. O

Proposicion 5.3.12[ACR]). Sea Hc E® uniformemente acotado. Entonces
HB(H) = A(acon(H)).

Demostracién.Por la Proposicion 5.3.7 (i), tenemos q@wH) < #(aconH)). Para probar la
otra desigualdad, fijemas> sos¢H). DadoB € X, existe una particion finitéB,...,By} deB

enZ tal que
p
supz H(Bj) diamh(B;) < u(B)e.
hEHJ:l



5.3 Distancia a espacios de funciones medibles @

Tomemosg € acon{H) y escribamosgy = S{';Aih; para alginhy,...,hs € H y Aj € R con
Sit1]Ai| < 1. Dadon > 0, para cada ¥ j < p podemos elegirj,tj € Bj tales que

p
Z u(Bj)diamg(B;) n<Zu i) 9t =gt <

< 3 u(B) (3 A1 I -G < 3 ) (3 4l damne)
_iw@“ ) diamhy (8))) < p(B)e.

Comon > 0 es arbitrario, obtenemos qg@zlu(Bj) diamg(B;) < u(B)e. Este argumento mues-
tra que sos@conH)) < &. Comoe¢ > sos¢H) es arbitrario, sogaconH)) < sos¢H). La
prueba termina por la Proposicion 5.3.11. O

Lema 5.3.13([ACR]). Sea HC E® y Ac 3. Definamos G= {hxa:he€ H} c E®. Entonces
B(G) < AH).

Demostracion.Si #(H) = 4+ el resultado es inmediato. Supongamos.gifél ) < 4oy fijlemos
€ > %(H). Tomemos algum € . Entonces BNAe€ X" 0B\ A€ Z". En el segundo caso,
tenemos que diag(B\ A) = 0 para cada € G. En el primer caso, podemos elegir

Bi,....Bn € Z5 A
tales que sypy Mini<i<pndiamh(B;) < . Entonces

<
Sgglrglgndlamg(B.) +&.

De aqui sigue queé?(G) < €. Comoe > #(H) era arbitrario, esto termina la prueba. O

Proposicion 5.3.14[ACR]). Sea HC R® puntualmente acotado. $#(aconyH)) < 4o, enton-
ces
PB(H) = AB(aconH)).

Demostraciéon.Empezamos probando la siguiente afirmacion:

AFIRMACION.- Existe un cubrimiento numerable de conjuntos disjui#Qs de Q
enZ tal que la familia de restricciones |4, ¢ R*" esta uniformemente acotada cuan-
do u(An) > 0.

Q
Efectivamente, fuemoA € Xt y tomemok > Z(acon(H)) = %‘(acom(H)R ) (por 5.3.7 (iii)).
SeaG = acon\(H) . Entonces existeAs, ..., A, € Z; tales que

sup| min diamg(Ai) < k.
geG <i<n



@ Multifunciones y distancias a otros espacios

Definamosf : Q — /. (G) como f(w)(g) := g(w) (estamos usando q&es puntualmente aco-
tado). Por el teorema de Hahn-Banaki,(f) : x* € Be} = G. La desigualdad previa se traduce
entonces en
sup min diam¢ (f(A)) <k
BBy )r 1IN

Por [CRO5, Lemma 3.3] tenemos que existe 1 < ntal quef(A;) es acotado, es dechi|; es
uniformemente acotado. De nuevo, utilizando el Lema de Zorn como hicimospendba de la
Proposicion 5.3.3 nos permite probar la AFIRMACION.

Fijemose > #(H) y B€ . Entoncequ(BNA,) > 0 para algim. Consideremos la familia
uniformemente acotadd, := {hxa, : h€ H} ¢ R®. Por la Proposicién 5.3.12 y el Lema 5.3.13,
tenemos queg(aconHy)) < #(H). ExistenBy,...,Bp € Z*B‘ﬁAn tales que

sup min diamg(B))= sup min diamg(B;) < €.
geaconyH) 1=1=p I geaconyHy) 151<P '

Comoe > #(H) y B X' son arbitrarios, concluimos qug(aconH)) < #(H). Por otro lado,
por la Proposicion 5.3.7 (i) tenemos g@&aconH)) > %#(H) y con ello termina la prueba.[]
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