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Introduccion

En el Andlisis Funcional el problema de la representacién de los funcionales lin-
eales continuos sobre un espacio dado, juega un papel esencial. El presente trabajo
desarrolla el impactante resultado, expuesto por Frigys Riesz, que estable que cualquier
funcional lineal continuo positivo sobre el espacio de funciones continuas definido en
cierto espacio topoldgico, puede representarse de forma tunica por una medida regular
de Borel sobre una o-algebra del espacio topoldgico, tal resultado es conocido como
el Teorema de Representacion de Riesz. Se estudia el teorema para el caso de los fun-
cionales lineales en C[a, b], utilizando la integral de Riemann-Stieltjes; y luego, se estudia
en un contexto mas general, en espacios de Hausdorff localmente compactos. Se intro-
duce, en cada caso, la teoria preliminar necesaria para llevar a cabo la demostracion
del teorema de Riesz. Finalmente, se exhiben dos aplicaciones en las que se aprecia, el
gran potencial e importancia de este resultado. También se sugieren otras aplicaciones,
que no fueron desarrolladas en el presente trabajo, pero que podrian ser de interés para
futuros trabajos.

Hablaremos un poco de la evolucién histérica del Teorema de Representacion de Riesz.
Entre los pioneros mas destacados ([10], pag. 121-124), se encuentra Hadamard(1903)
quien ataca el problema de representar los funcionales lineales continuos sobre el es-
pacio C[a.b], considerando una funcién fija ®,, = nF(n(t — z)), en donde el problema
que se presentaba con tal representacion, es que la funcién F' era demasiado arbitraria.
Luego Fréchet(1904) mejora el resultado de Hadamard, e investiga el problema en otros
espacios de funciones. Tan pronto comenzé el estudio de Hilbert, Fréchet y Riesz, de-
muentan, de forma independiente que los funcionales lineales continuos sobre espacio de
Hilbert /2 (con la topologfa fuerte) podria ser escrito tinicamente como f(z) = (z, )
para toda x € (2.

Finalmente, F. Riesz(1909), fue capaz de dar una mejor forma al teorema de Hadamard,
mediante la eliminacién de la arbitrariedad de (®,); su idea era utilizar la integral de
Stieltjes, como Hilbert hizo en su trabajo sobre teoria espectral:

F. Riesz, demostré que cualquier funcional lineal continuo U : C[a,b] — R se podia
escribir como

U(f) = / f(z)da(z)

donde « es una funcién de variacién acotada en [a,b]. Imponiendo condiciones adicionales
sobre a, debe ser continua por la izquierda y tal que a(a) = 0, las cuales garantizan la
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unicidad de ésta.

En esencia, la idea de F. Riesz descrita brevemente, es lo que abordaremos en el
capitulo I del presente trabajo.

Existen versiones mas generales del Teorema de Representacién de Riesz, que no
fueron desarrolladas en este trabajo, por el nivel de complejidad de su estudio y por
el corto tiempo disponible para efectuar el trabajo. Sin embargo, este puede ser 1til,
como referencia basica, en el estudio futuro del Teorema en versiones mas generales. No
pretendo, originalidad y cualquier falla que resultare de manera inconsciente, ruégole
sea senalada para incorporarla al trabajo, tal gesto sera agradecido.



Capitulo 1

Integral de Riemann-Stieltjes

En este capitulo estableceremos que la integral de Riemann Stieljes define un fun-
cional lineal en C|a, b] y desarrollaremos el impactante teorema de Riesz, el cual garan-
tiza la existencia de aplicaciones lineales tinicas en C|a, b] que son integrales de Riemann
Stieljes .

Generalizaremos el concepto de integral de Riemann, adoptando como escala de me-
dida de los subintervalos de una particién, cualquier funcidn creciente a(x), pero antes
daremos algunas definiciones relacionadas con conjuntos dirigidos, redes y su convergen-
cia.

1.1. Definiciones preliminares

Consideremos un par (D, >=) donde D es un conjunto no vacio ordenado parcialmente
por >. Si se satisface, también, la condicién de que para todo «a, 3 € D hay un punto ~
en D, tal que v = a y v = 3, entonces decimos que el conjunto D es dirigido.

Definicién 1.1.1. Una red en el conjunto de los nimeros reales, es un par (S, >) tal
que S : (D,=) — R es una funcion cuyo dominio contiene a D, y » dirige a su
dominio. Una red se llama a veces sucesion generalizada o sucesion de Moore-Smith.

Las redes generalizan las sucesiones y como ellas tienen un sentido de convergencia
que definiremos a continuacion.

Definicién 1.1.2. Sea u, = S(a), para a € D, una red en R, decimos que u, tiene
limite [, si a todo niumero positivo € corresponde un indice o tal que para todo indice
a = ag se cumpla |u, — 1| < €.

En el capitulo III, donde se pondra de manifiesto algunas aplicaciones del teorema
de representacion de Riesz, se generalizara la definicién de convergencia de redes en un
espacio topoldgico.



La condicién de convergencia de una red es analoga al criterio de convergencia de
Cauchy.

Teorema 1.1.3. Condicion necesaria y suficiente para la existencia del limite de una
red {us} es que a todo nimero positivo € corresponda un indice o tal que para todo par
de indices o/ = ap, o' = ap se cumpla |uy — ugr| < €.

La demostracion puede verse en [2]

Definicién 1.1.4. La red {u,} de nimeros reales, se llama creciente (decreciente) si
la condicion o = o implica

'U,a/ 2 ua//7 ('U,a/ S ua//),

Teorema 1.1.5. Todo red creciente {u,} tiene limite finito o infinito coincidente con
el extremo superior de los numeros u,,.

La demostracion es sencilla, los detalles pueden verse en [2]

1.2. Integral Generalizada de Riemann-Stieltjes

Desde la perspectiva de la Geometria Analitica, en muchos contextos, es ventajoso
introducir sistemas de abscisas distintos del cartesiano. En el caso que nos ocupa, tomare-
mos como abscisa cualquier funcidn creciente o(z), y pondremos de manifiesto como se
modifica el concepto de la integral de Riemann al adoptar estas abscisas generales.

Dividiendo el intervalo [a, b] por puntos intermedios a = ¢ < x1 < -+ < x, = b, los
incrementos de abscisas son 6, = a(z,) — a(z,—1) > 0 y construyendo las sumas

s =Y¥m,0, ; S=XM,,

donde s < S para cualquier particion w, m, y M, representan el extremo inferior y
superior, respectivamente, de la funcién en el subintervalo [a(z,), a(z,_1)].

Si las clases s y S son contiguas, el niimero frontera se llama integral de f(x), segin
Stieltjes, con respecto a la métrica a(x), denotada por:

(1.2.1) / F@)da()

Observacién: da(z) denota incremento y no diferencial, pues la funcién «(z) puede
no ser diferenciable ni siquiera continua y, por tanto, esta notacion es mas general que
la de Leibniz.

Como la suma s crece al subdividir o refinar la particiéon, mientras que la suma
S decrece, unas y otras llegan a diferir del nimero frontera menos de ¢ desde una
particion en adelante, y lo mismo toda suma intermedia, resulta,



b
(1.2.2) / f(z)da(x) = lim ¥n,0,, con m, <n, < M,

donde el limite se toma segun el conjunto dirigido de las particiones 7, pudiendo tomarse
en particular n, = f(§,), tal que z,_; < & < z,. Esta integral suele llamarse integral
generalizada de Riemann-Stieltjes.

Si las clases s y S no son contiguas, resultan como extremos la integral inferior y
la superior.

La integral de Stieltjes es ejemplo de la fecundidad de los llamados limites dirigidos
o generales. Asi, por ejemplo, como las sumas inferiores s forman un conjunto creciente
y las sumas superiores .S un conjunto decreciente, ambos dirigidos segun las particiones
ordenadas por el criterio de subdivision, convergen a su extremo superior y a su extremo
inferior, respectivamente, de acuerdo al Teorema 1.1.5; ademas estos extremos coinciden
en el limite, cuyo valor es precisamente la integral de Stieltjes (1.2.2). Esto es:

Sea a el indice correspondiente a £/2, entonces para cualquier par de indices o/ > ay,
o = ayp serd

|Sar — Sarr| < |Sar — U + |l — sar| < €

luego,
0 < sup s, — inf s, <e¢

aragp arag
de aqui se deduce la igualdad
inf(sup s,) = sup( inf s,) =1
aragp arog

donde [ es el limite que verifica la Definicién 1.1.1, ademas si [ es el extremo superior de
las sumas inferiores s, respecto de todo nimero | — € < [ existe algin indice aq tal que

1> 80y >1—c¢

y para « = «q, por monotonia, serd también

[>5,>1—¢

cumpliéndose la Definicién 1.1.1, siguiendo un razonamiento similar para las sumas su-
. o . b
periores S y tomando [ como extremo inferior se induce que [ = [ f(x)da(z).

Nota: La existencia de la integral implica la convergencia, hacia un mismo limite, es
decir con error menor que ¢, desde una particion en adelante, pero caben tipos especiales
de particién, con norma arbitrariamente pequena, que no dan sumas convergentes hacia
el valor de la integral. Por ejemplo:



Sea

0 sizx<0
f<x>—{1 si x>0
y
()_ 0 siz<0
=11 siz>0
entonces

i. En particiones m que no contienen el origen como punto de divisién, s, = 0y
Sr = 1, por pequena que sea la norma.

ii. Eligiendo el origen como punto de divisién en las particiones, s, = 0y S; = 0,
luego existe la integral y vale 0.
1.2.1. Relacién con la integral de Riemann.

La integral generalizada de Riemann-Stieltjes coincide con la clasica integral de Rie-
mann, cuando «a(x) tiene derivada integrable.

En efecto, si o/(x) = g(z)
(1.2.3)  a(z,) — a(z,—1) = g(&)Ax

y las sumas > f(&) [a(z,) — a(z—1)] = > f(&)g(&)Ax comprendidas entre s y S,
llegan a diferir de f; f(z)da(x) menos de ¢, desde una particién 7/, es decir,

< E.

f Ja(z) = fE)ala,) — alz)] f Jda(z) = f(&)g(&)Ax

Por otro lado, desde una particiéon 7 posterior a 7/, se tiene

p)de = f(&)9(&) Az

<é€

b
/f(sv) Dde =3 F(E)alz,) — aler)

donde asumimos que ambas funciones f(x) y a(x) son integrables, luego

/fda /f z)dx

dado e arbitrariamente pequeno, obtenemos

(1.2.4) /fda /f

En general, aunque a(z) no sea derivable, si es integral indefinida de una funcién
g(x) (continua o discontinua), es decir,
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la relacién (1.2.3) subsiste, sustituyendo «(&,) por un valor pu,, tal que m, < u, < M,,
y multiplicando por f(&,) se obtiene una suma intermedia entre las sumas s y S que
conducen a la integral de Riemann, ff f(x)g(z)dz, si f(&) > 0, y por tanto se verifica
(1.2.4), si ambas existen. Por la propiedad aditiva f, puede expresarse como diferencia
de dos funciones no negativas, f = |f| — [ |f| — f |, de tal manera que cualquier caso se
reduce al f(x) > 0.

En particular, si g(x) es continua, entonces o/(x) = g(x), lo cual nos lleva al caso
anterior.

En fin, la integral de tipo Stieltjes es, pues, una generalizacion de la integral de Rie-
mann, y es legitimo usar la notacién (1.2.1).

Observaciones:

1. No basta que f(x) sea integrable, ni aun continua, y «(z) derivable, para que
exista fff(a:)g(:c)d:c Por ejemplo:

Si f(z) = 1y a(r) = &(z)(funcién de Volterra), que tiene derivada acotada
no integrable, entonces no existe la integral de Riemann, mientras que existe la
integral de Stieltjes, dada por

/ab do(z) = a(b) — ala)

donde a(x) es de variacién acotada.

La definicién, que es muy técnica, de la funcion Volterra puede verse en [2].

2. Se puede considerar a a(x) como medida de una masa repartida en el intervalo
(a,b) y entonces Aa(x) serd la masa en [z,_1,z,]. Si a(z) es continua, la masa
de cada punto es nula; pero cabe que existan masas puntuales aisladas, y si o
es la masa del punto zo, la funcién a(x) recibe un incremento o salto o al pasar
de la izquierda a la derecha de xy. La funcién «(z) es conocida como funcién de
reparticién o de distribucion; y si g(x) existe, ésta es la densidad lineal.

1.2.2. Condiciones de Integrabilidad.

En general, la condicion de integrabilidad de la integral generalizada de Riemann-
Stieltjes, es analoga a la de la integral de Riemann, con la salvedad de que no es necesario
que sea nulo el limite segtin la norma, tal condicién queda expuesta en el siguiente
teorema:



Teorema 1.2.1. Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de la integral
de Riemann-Stieltjes, fab f(z)da(z), es que para cada € > 0 exista una particion tal que

Zwr[a(x,,) —a(r,)] <e

donde w, = M, —m,. Lo cual es equivalente a que lim, > w6, = 0.

En cambio, para la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes no es necesario que
sea nulo el limite limy, . > w,.d, = 0, segin la norma; dicha condicién es necesaria para
la existencia de la integral de Riemann.

Definicién 1.2.2. Diremos que un conjunto de puntos es de medida () nula si puede
encerrarse en un numero finito o infinito-numerable de intervalos abiertos de medida 6,
tales que Y 9, < e.

Por tanto, para la existencia de la integral de Riemann es condicion necesaria y Su-
ficiente que el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x) sea de medida (a) nula.
Pero esta condicion no es necesaria para la existencia de la integral generalizada de
Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.2.3. Una funcidn f(x) es integrable respecto a o(x), en el sentido de la
integral generalizada de Rieman-Stieljes, si verifica las siguientes condiciones:

i. f(z) continua y a(x) mondtona.

ii. f(x) mondtona y a(x) continua.
Demostracién:

i Basta observar que desde una particion, donde w, < w, se tiene que
S—s= Zwrér < wZér =wla(b) —ala)] <e

eligiendo w suficientemente pequeno, existe la integral generalizada de Riemann-
Stieltjes, aunque a(z) sea discontinua, siendo mondtona.

ii Asumiendo que f(z) es creciente, por ejemplo, tenemos:

S—s=> wd, <h> w=h[f(b)— f(a)]

donde 6, < h, es decir, a(x,) — a(x,—1) < h, desde una particién en adelante si
a(x) es continua.

Nota: En estas mismas hipotesis existen los limites segiin la norma, es decir, condiciones
suficientes para la existencia de la integral de Riemann, bajo una norma h — 0 en
adelante, son f(x) continua y a(x) mondtona, o f(x) mondtona y a(x) continua.
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1.2.3. Propiedades Fundamentales.

Las propiedades fundamentales de la integral de Rieman-Stieljes subsisten, con la
salvedad de que ahora se interpretard J, = a(x,) — a(z,_1).

Teorema 1.2.4. Sea f una funcion integrable en el intervalo [a,b], entonces se verifican
las siguientes propiedades:

1. Teorema del Valor Medio:

b
/ f(z)da(x) = pla(d) — a(a)], con m < pu< M

siendo m y M los extremos de f(x) en (a.b).

2. Permutacion de extremos:

/fda /fda /fda

3. Aditividad respecto del intervalo:

/fda /fda /fda
/f do(x /f daa /f do(x

4. Linealidad respecto del integrando:

/ab kf(w)da(z) = k/abf(x)da(m);
/ab [Zj: fn(a:)] da(z) = i/@b fo(z)da()

5. Linealidad respecto de la distribucion o(z):

[ rwaran =k [ rwaat)
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6. Propiedades de Monotonia:

Para «o(z) creciente la integral de una funcién no negativa es no negativa, resulta
entonces de la propiedad 4 por sustraccion que:

Si f(z) / F@)da(z) < / p(z)da(z);  (a(z) creciente)

observando que —|f(x)| < f(z) < |f(z)], resulta,

/ |f(z)|da(z / f(x)do(z / |f(2)|da(z (a(z) creciente)

Ademads por la propiedad 1y por ser |f(z)| < méx,<,<p |f(2)|, resulta que

/ |f(z)|da(x) < n<1a |f(z)|[ae(b) — a(a)]; (a(z) creciente)

7. Continuidad de la Funcion Integral:

Sea F(x f f(z su incremento, segtin la propiedad 1 y 3, puede expre-
sarse de la Slgulente manera:

F(z+h)—F(z) = /w f(z)da(x) = pla(z+h)—a(x)];  (m < pu < M, afz) creciente)

Si ademds a(x) es continua, este incremento es arbitrariamente pequeno tomando
h sufientemente pequeno; luego F'(z) es continua si lo es a(z), y f(z) es acotada.
En cambio, es importante notar que la funcién integral de Stieltjes es discontinua
en los puntos donde f(z) es continua y no nula, si en ellos es a(x) discontinua.

Observacion: En la propiedad (3), para la integral de Riemann, la existencia de las
dos integrales del segundo miembro de la primera igualdad, no implica la del primero.
Por ejemplo:

Si

1 sio<z<1
f@%‘{o sil<az<2

() = 0 sio<zxrxl1
=11 sit<z<?2

para la integral de Riemann-Stieltjes, se tiene

Jy f@)da(z) =1, [} f(z)da(z) =0,
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pero
f02 f(x)da(z) no existe.

Observacion: Sila funcién a(z) tiene una cantidad finita de saltos en un punto de cada
subintervalo de la particién, la integral de Riemann-Stieltjes puede expresarse como una
combinacién lineal de los valores de la funcién f(z) en dichos puntos de discontinuidad,
tomando como coeficientes los saltos asociados de a(x).

En efecto, consideremos que «(z) tiene un salto o en &, esto es,

alz) =n para z < &,
alx)=n+o paraz>¢E,

el salto se presenta en un solo intervalo, para cualquier punto x, de particion, y en este
es Aa = o, mientras en los restantes es Aa = 0, luego las sumas por defecto y por
exceso son s = m,o, S = M,o, donde m, y M, tienden a f(§), siempre que f(z) sea
continua; por tanto, existe la integral, y vale:

b
/ f(@)da(z) = o f(€)

En general, si son varios los puntos &, de discontinuidad de la funcién escalonada
a(z) con saltos o, en nimero finito, resulta andlogamente:

b
/ f(x)da(z) = o1 f(&1) +oaf(§2) + -+ onf(&n)-

Asi, la integral de Stieltjes permite expresar sumas finitas.

1.2.4. Funciones de Variacion Acotada.

En este acdpite veremos que al tomar a la funcién a(x) de variaciéon acotada y
f(z) continua (o viceversa), la integral de Riemann-Stieltjes existe y sigue teniendo las
propiedades antes descritas.

Definicién 1.2.5. Sea f una funcion definida en Cla,b], sea {t;}I_, una sucesidn finita
tal que a <ty <ty < --- <t, <b, entonces la variacion de f sobre [a,b], representada
por VO(f) esta dada por:

V7 (f) = sup {Z [f (k) = f(tr-a)] : t € {ti}?zl}

Definicién 1.2.6. Una funcion f € Cla,b] es de variacion finita (o de variacion acota-

da) sobre [a,b] si

Vo(f) = sup {Z |f(te) = f(te—1)| i tr € {ti}?zl} < 400
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Proposicién 1.2.7. Sea f una funcidn de variacion acotada sobre Cla,b]. Entonces
existen funiones acotadas no decrecientes f1 y fo tal que f = f1 — fo.

La demostracion puede verse en [3]

Aunque hemos supuesto a(x) creciente, la descomposicién de Jordan permite gen-

eralizar la integral de Stieltjes al caso en que a(z) es de variaciéon acotada, pues de
(1.2.2) se deduce:

b
(1.2.5) / f@)da(a) = limSn, (o e,) - asle)] - [on(@,1) - aalar—))

= hm Ynelon(z,) — oq (1)) — hm Xnplag(zr) — aa(@-1)]

= /f Yday (x /f Ydag(z), con m, <n. < M,

existen, siempre que f(x) sea continua, para el caso de la integral de Riemann, aunque,
cabe también, que exista la integral de Stieltjes de una funcién f(x) muy discontinua.

Asi mismo escribiendo las férmulas precedentes para «; y para as, y, restando las
de cada par, quedan generalizadas las propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes
para distribuciones « de variacion acotada.

Similarmente, el caso en que f(z) es mondtona y «(z) continua, admite andloga gen-
eralizacién, expresando f(z) = fi1(z) — f2(x), como diferencia de funciones crecientes, si
es de variacion acotada.

En resumen, los dos tipos fundamentales de existencia de la integral de Stieltjes son:
f(z) continua y a(x) de variacion acotada, o viceversa; ya que de uno se pasa
al otro mediante integracion por partes, es decir ambos son equivalentes y tienen todas
las propiedades descritas en el apartado 1.2.4.

Propiedades de Monotonia.

Las propiedades de monotonia, descritas en 6. del apartado 1.2.4, que exigian «(x)
creciente, quedan generalizadas de la siguiente manera:

Teorema 1.2.8. Sea V(z) la variacion total de o(t)en [a,x], representado por V (z) =

VZa(t), entonces
/ f(z)da(z

Si P(z) y N(z) son las variaciones positiva y negativa de «(t) en [a,z], entonces
a(x) = a(a) + P(x) — N(z), y por la propiedad de linealidad de «a(x) y la relacién
(1.2.5),tenemos

(1.2.6)

/|f V() < [1(2)]lV (b).

Demostracién
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/ f(x)da( / f()dP(x / f(@)dN(2),

de donde, por propiedades 5. y 6. con P(x) + N(x) = V(x), obtenemos:

/abfdoz < de‘ /|f|dP+/ | f|dN = /IfIdV

Dado que |f(2)] < ||f(2)]|c ¥ V(a) = Via(x) =0, se verifica:

fdP‘

[ 1V < 5@y @)

Nota: La primera desigualdad de (1.2.6), suele escribirse:

/f Jda(x /|f )l lda(a

Teorema 1.2.9. Si f(x) es continua y o(z) de variacion acotada en [a,b], entonces

=£W@mm

es también de variacion acotada en [a.b] y

Vew) = VIF() < [ 1£(®lldae)
Valor de la integral ante la naturaleza de las funciones f(z) y a(z).

El siguiente teorema muestra que el valor de la integral de Riemann-Stieljes no
cambia al modificar «(z) en un conjunto numerable, siempre que siga siendo de variacién
acotada.

Teorema 1.2.10. Si f(z) es continua en [a,b], a(z) de variacion acotada en |a,b] y

toma un valor constante k en un conjunto C que incluye a y b y es denso en |a,b],
entonces

/a ’ f(a)da(z) = 0.

Por tanto, si oq(z) y ao(x), de variacion acotada, difieren en una constante k en el

conjunto C', tenemos
[ e = [ syt
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Demostracién.

Tomando particiones a = xy < x; < -+ < x,, = b en el conjunto C, donde «(x,)
parar =1,2,---  n es constante y d, = a(x,) — a(z,_1), es evidente que

b
[ 1@yt = i Y s <o

Teorema 1.2.11. Si a(z) es creciente en [a,b], y estrictamente creciente en n + 1
puntos, por lo menos, y f(x) > 0 es continua y tiene a lo mds n ceros en (a,b) entonces

b
/ f(z)da(x) > 0.

Demostracién.

Existe al menos un punto zy donde a(x) es estrictamente creciente y f(z) no se
anula, entonces existe un entorno E de z, o semientorno en el caso de que o = a o
xo = b, de extremos 3, v, tal que

mg = min f(z) >0, Aa(x) =a(y) —a(F) >0

BLz<y

[ t@iate) > [ fwydate) > mpaala) o
| ]

Definicién 1.2.12. La funcion normalizada de una funcién de variacion acotada o(x)
en [a,b], representada por o*(x), esta dada por:

0 s1x=a
o (x) = ¢ 5 [Mm,_or a(x) + lim,_o- ()] —afa) sia<z<b
a(b) — ala) siz=1»b

Teorema 1.2.13. Si f(x) es continua, a(x) de variacion acotada en [a,b] y o*(x) su
funcion normalizada, entonces

[ et = [ sy

La normalizacién de una distribucién a(z) no altera el valor de la integral de una
funcién continua, pues por teorema 1.2.10 se tiene

/ F(2)dla(z) — ala) — a* ()] = 0.
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1.3. Funcionales en C|a, b|

En esta seccién mostraremos que cada funcional lineal en Cla, b] se puede escribir
como una integral de Stieltjes y ademas puede extenderse de manera tinica al conjunto
de la diferencia de dos funciones que son limites de sucesiones crecientes y acotadas
en Cla, b]. Iniciaremos enunciando las condiciones que caracterizan la linealidad de un
funcional en Cla, b], lo consideraremos con la norma || - ||« definida.

Definicién 1.3.1. Sea Cla,b] el conjunto de las funciones reales continuas sobre el
intervalo [a,b]. Una aplicacion que asigna a cada elemento f de C un nimero real T(f),
T : Cla,b] — R, se dice que es un funcional lineal si verifica que es:

i. Aditiva: T(f1+ fo) =T(fi) +T(f2), V fi,f2 €Cla,b]
. Homogénea: T(cf)=cT(f), ¥V feClla,b] yv VceR
11.  Acotada: FExiste una constante M tal que

T < M| ()]
La integral de Riemann-Stieltjes, fab f(z)da(x), con a(z) fija 'y de variacién acotada,

siempre define un funcional lineal, comprobaremos una por una las condiciones de la
definicion 1.3.1:

| (@) + fo)date) = tmS(AE) + (&)5
HTIrn 2fl (§r>6r + 11/7?1 ZfQ(fr)(Sr

— /ab fi(z)da(z) + /ab fo(x)do(x)

ii. , )
[ eredate) =t S(er€)s, = timess €1 — ¢ [ f@)dato)

lim £ (€,)5,

< mix|f(2)].Vo(e) = V()| flls,

b
[ rada < 1im S| (6.5

donde V2(a) es la variacién total de a(x).

Por tanto, la integral de Riemann-Stieltjes, es aditiva, homogénea y acotada.

De hecho, cada funcional lineal en el espacio de las funciones continuas en [a, 0], se
puede escribir como una integral de Stieltjes. A continuacién mostraremos este hecho.
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Definicién 1.3.2. Llamaremos Ala,b] al conjunto formado por la diferencia de dos
funciones que a su vez son limite de sucesiones crecientes y acotadas en C|a, b]

Teorema 1.3.3. Sea T un funcional lineal definido en Cla,b], entonces T se extiende
de manera unica en Ala,b] y ademds

T(HI< T Moo

Demostracién. Consideremos una funcién f(z) como el limite de una sucesion { f,,(z)}
creciente y acotada, denotemos por B a una cota de dicha sucesion. Demostraremos que
el limite de T(f,) existe independientemente de la sucesién de funciones que se escoja
y que T extendido a Ala, b] sigue siendo un funcional lineal.

Para ello es suficiente probar que la serie > -, |T(f) — T(fx—1)| converge absoluta-
mente, con una eleccion adecuada de signo se cumple que la suma parcial de la serie an-
terior es la imagén, a través de T, de la suma parcial de la serie Y -, %[ fi(z) — fr—1(z)],
esto es,

n

T (Z +(fi(2) — fk_1<x>]> =Y IT(fi) = T(fra)l.

k=2

Dado que T es un operador acotado, bastara probar que las funciones incluidas en
el miembro izquierdo de la expresién anterior estara acotado, independientemente de la
eleccién de signo y de n, tomando en cuenta la monotonia de { f,,} se verifica facilmente
que

n

Z [ fi(@) = fr-1(2)]

k=2

n

< Z |£[fe(z) = freo1(2)]]

= [fa(x) = fi(@)] + [f3(2) = folx)] + -+ + [ful2) = fr1(2)]
= fulz) — fi(x) (1.3.1)

De lo cual se deduce que

< |fa = fillo < 2B

o0

Y Eful@) = fioa (@)

De lo anterior concluimos que la serie

T(f1) + (T(fa) = T(f1)) + (T(f3) = T(f2)) + - --

es absolutamente convergente. Asi T(f,,) tiende a un limite finito.

En resumen, si una sucesién f,(z) de funciones crecientes y acotadas converge a una
funcién acotada f(z), entonces T(f,,) también converge a un limite finito, designaremos
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este valor limite por T(f), donde f no es necesariamente continua.

A continuacién probaremos que este limite es nico y existe independientemente de
la sucesién que se eliga; supongamos que {f,} v {g.} son dos sucesiones crecientes de
funciones continuas que tienen el mismo limite f. Sin perdida de generalidad, podemos
suponer que dichas sucesiones estan aumentando en sentido estricto, es decir, f, < fni1,
In < gn+1; fijando un elemento f,, y recorriendo la segunda sucesion, tendremos que a
partir de cierto indice f,, < g,. De hecho si este no fuera el caso, los puntos = tal que

Fm(x) > g1(2), fn(z) > go(),- - -

constituirian una sucesién anidada de cerrados,no vacio y existira al menos un punto xz*
incluido en todos los conjuntos. Asi, tendriamos

fm(z*) > lim g,,(z) = f(z¥)

lo que contradice la hipdtesis de que f,, < f.

Siguiendo un razonamiento anélogo, existe para cada g,, una infinidad de funciones
mas grande f,. Por lo tanto podemos formar una sucesion creciente f,,, < gm, < fims <
gm, < --- tendiendo a f, y la sucesion de valores que le corresponden en virtud del
funcional T tiende a un limite definido, que coincide con lim T(f,,) = lim T(g,,). |

Asi, hemos demostrado que el funcional es tinico para cada funciéon acotada y es el
limite de una sucesion creciente de funciones continuas.

Consideremos, ahora, funciones del tipo definido en A|a, b], esto es, funciones f — g,
para f,g € Cla,bl], tales que son limite de sucesiones crecientes y acotadas. Al igual
que en el caso de la integral de Lebesque, la relacién f — g puede expresarse como,
f—g9=fi— g1, asuvezestoes f+ g, = f1 + g; por la linealidad del funcional T,
tenemos

T(f) +T(g) =T(f + 91) = T(f1 + 9) = T(f1) + T(g),
ast, T(f) — T(g) = T(f1) — T(g1), luego T(f — g) = T(f) — T(g).

Evidentemente, el funcional extendido a Ala, b] es aditivo y homogéneo; demostraremos
que sigue siendo acotado:

Sea 1 = Sup,<,<p |f(x) — g(x)], la cota superior de una sucesién de funciones en
Ala, b]. Consideremos dos sucesiones crecientes, continuas, {f,} v {gn}, que convergen
a f y a g, respectivamente. Formemos funciones auxiliares h, (z) tales que

fn(x)a si —p < fn(x) - gn(m) <pu
ho(2) = ¢ gn(z) +p, sl fu(@) = ga(z) > p
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Luego, las funciones h,(z) son continuas y tienden cada vez més a f. Por otra parte,
observemos que

sup () — gn(z)| < p

a<z<b

En consecuencia, tenemos

T(f ~ 9)] = | 1im T(ha) — T(ga)| = lim [T(hy — gu)] < Mrp

1.4. Teorema de Riesz

El dominio del funcional lineal T, definido en 1.3.1, puede extenderse a ciertas fun-
ciones con pocas discontinuidades. Sea R]a, b] el conjunto formado por este tipo de fun-
ciones; si f1, fa, -+, fn € Rla, b, entonces su combinacién lineal también esta en R]a, b].

Sea f.q(x) la funcién caracteristica en el intervalo ¢ < z < d, tal que f.q(z) =
lim,, f,(x), donde {f,} es una sucesién decreciente de funciones continuas y estd dada
por

0 siz ¢ (c—Lid+1)
B 1 stz € (c,d)
Inlz) = n(r—c)+1 siz€fc—1 ¢

n(d—z)+1 siz€dd+ L

Definamos la funcién a(z) = T(f,.) para a < z < by a(a) = 0, Demostraremos
que la funcién a(x) es de variacién acotada y que su variacién total no supera la norma
Mr.

Dividamos el intervalo (a,b) de la forma habitual y consideremos

Z la(2g) — alzp—1)| = T(f(x)),

donde
f(z) = €1 fam (z) + ng [fa,zk (z) - fa,xkq(x)} J
k=2
y er = —1,0, 0 1 de acuerdo con el signo de a(xy) — a(zx_1). Esta funcién, al ser una

combinacién lineal de las funciones f, ., , pertenece a R[a,b] y |f(z)| < 1, en consecuen-
cia,

> lalan) = alzr)| = T(f(x)) < Mr.

Luego,
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h’msupz la(xg) — a(xg_1)| = limsup T(f(x)) < Mr.
k=1

Asi queda demostrado que la variacién total de a(x) es menor o igual que Mp. =

Ahora consideremos que f(z) es una funcién continua, particionando el intervalo
(a,b) y denotando por & uno de los puntos del intervalo I, = (xx_1,zx). Definamos la
funcién ¢(x) tal que p(a) = f(&) v p(x) = f(&) para x5 < © < xy, es evidente que
esta funcion estd en Rla,b] y puede expresarse de la siguiente manera:

0(2) = F(&1) farrr (1) + > F(E) fan () = far_, (2)].
k=2

En consecuencia,

n

T(p) = f(&)a(w) + Y f&)alzr) — alwra)).

k=2

dado que a(zg) = a(a) = 0 obtenemos

T(p) = Y f(&)a(ar) — alzp)].

Observese que el segundo miembro de la expresion anterior, es la sumatoria del se-
gundo miembro de la expresién (1.2.2) asociada a la integral de Stieltjes.

Por otro lado, denotando por w la oscilacién maxima de f en los intervalos de sub-
divisién, tenemos |f(x) — p(z)] < w, por lo tanto,

IT(f) = T(@)| = T(f = )| < wMr.

Para méx(zy — xx_1) — 0, w — 0, de aqui se deduce que T(¢) — T(f). Luego

1(/) = [ f@)dao)

ademés la variacién total de a(z) es una cota del funcional, asi

Vb(oz(x)) > M.

a

Pero, a su vez, Variacién V,(a(z)) < Mr, por lo que V) (a(x)) = Mr. n

Todo lo expuesto anteiormente puede resumirse en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. La integral de Stieltjes

/ab f(x)da(z).
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formado con una funcidn fija de variacion acotada o(x), define un funcional lineal en
el espacio C de funciones continuas f(x), y a la inversa, cada funcional lineal puede
expresarse como una integral de Stieltjes.

Observacién: El teorema sigue siendo valido para el espacio de funciones continuas con
valores complejos, con la misma definiciéon de norma, ||f|| = méx|f(z)|. Por supuesto,
la funcién de variacién acotada «(z), puede tener valores complejos, asi como el fun-
cional lineal T(f) y, ademads, la propiedad T(cf) = ¢T(f) también debe exigirse para el
coeficiente complejo c.

Comentario:

En la demostracion del teorema de Riesz, hemos construidos funcionales lineales con-
tinuos, extendiendo el espacio C|a, b] al Ala, b], a través del limite de funciones continuas
y acotadas. En general, siempre es posible extender un funcional lineal de un subespacio
topoldgico Y a un espacio topolégico X, en donde Y C X. Sin embargo, si el funcional
es continuo, no hay razén, a priori, para suponer que tales extensiones también sean
continuas, a menos que el subespacio Y este complementado topolégicamente en X. El
teorema de Hahn-Banach nos garantiza que siempre existe la posibilidad de con-
struir funcionales lineales continuos en los espacios normados abstractos, este teorema
es uno de los resultados fundamentales del analisis funcional.
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Capitulo 2

El Teorema de Representacion de
Riesz

En este capitulo desarrollaremos el teorema de Riesz, para espacios de funciones
sobre espacios localmente compactos, el cual asegura que cada funcional lineal positivo
en un espacio localmente compacto, queda representado por una medida de Borel pos-
itiva regular sobre el mismo espacio. Esencial para la prueba son ciertas propiedades
topoldgica de R™ que detallaremos a continuacion.

2.1. Preliminares Topologicos

Definicién 2.1.1. Un espacio topologico es un conjunto X dotado de una coleccion, T,
de subconjuntos de X, que sastiface las siquientes propiedades:

i) 0,Xer
ii) La interseccion finita de elementos de T estd en T,esto es,
n
{Vi}i, ET—>ﬂVi €T
i=1
iii) La union arbitraria de elementos de T esta en T;

{VQ}ET%UVQGT

T se llama topologia de X

Definicién 2.1.2. Un espacio topologico X se dice de Hausdorff si para cualquiera dos
puntos distintos p y q de X existen dos abiertos disjuntos Uy V de X tales que p € U y
qgeV.

Definicién 2.1.3. Un subconjunto K de un espacio topolégico X se dice compacto si
cada cubrimiento abierto de K contiene un numero finito de sub-cubierta. Es decir, si
{VL.} es una coleccion de conjuntos abiertos, cuya unidn contiene a K, entonces la union
de alguna subcoleccion finita de {V,} también contiene a K. En particular si X es en
st compacto, entonces se llama un FEspacio Compacto.
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Definicién 2.1.4. Un espacio topologico X se dice localmente compacto si cada punto
de X tiene un entorno cuya clausura es compacto. Es evidente que todo espacio compacto
es localmente compacto.

De acuerdo al teorema de Heine-Borel todo subconjunto compacto del espacio eu-
clideano R" es cerrado y acotado, por lo que cualquier par de puntos de R” tiene entornos
disjuntos cuya clausura es compacto, es decir, R es un espacio de Hausdorff localmente
compacto. También, cada espacio métrico es un espacio de Hausdorff.

Teorema 2.1.5. Sean K un conjunto compacto y F un conjunto cerrado de un espacio
topologico X. Si F C K, entonces F es compacto.

Demostracién: Sea {V,} un recubrimiento abierto de F y sea W = F¢, entonces
W U (UaV,) cubre a X, asi existe una coleccién finita {V,} tal que

KCcWuV, U---UV,,
y dado que F C K tenemos que
FCVy,U---UV,,.
Luego F es compacto. [ ]

Teorema 2.1.6. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff, K C X, K compacto
y p € K¢ Entonces existen conjuntos abiertos disjuntos U y W tal que p € U y K C W.

Demostracién: Dado que el compacto K esta contenido en el espacio de Hausdorff,
entonces para cualquier punto ¢ € K, existen conjuntos abiertos disjuntos U, y V,, tal
que p € U, y ¢ € V,. Ademas, por la compacidad de K hay una coleccién finita de
puntos en K tal que

KcV,uU---uUV,,.

Luego, los conjuntos que satisfacen la hipotesis del teorema son

U=U,Nn---NU, vy W=V, U---UV,,.

Corolario 2.1.7. Sea X un espacio de Hausdorff, todo subconjunto de X, verifica lo
siquiente:

a. S1 K C X es compacto, K es cerrado.

b. Si ¥, K € X, donde F es cerrado y K compacto, entonces F N K es compacto.

Demostracién:
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a. Por la compacidad de K en el espacio de Hausdorff, existe una coleccién finita de
conjuntos abiertos {V, }i; tal que

KCV, U UV,

luego
Kc KU (UL V).

Se tiene que para cada p € K¢ existe un conjunto abierto U,, tal que U, C K¢
Por tanto K¢ es abierto, asi queda demostrado que K es cerrado.

b. Dado que F es cerrado y K compacto por la parte (a) del corolario K es cerrado,
luego, F N K es cerrado y por teorema 2.1.5 se deduce que F N K es compacto. m

Teorema 2.1.8. Si {K,} es una coleccion arbitraria de subconjuntos compactos de un
espacio de Hausdorff y si Na K = 0, entonces alguna subcoleccion finita {K,} también
tiene interseccion vacia.

Demostracién: Definamos V, = K¢. Fijemos un miembro K; de {K,}. Puesto que
ningun punto de K; pertenece a cada K,, {V,} es un cubrimiento abierto de K;. Por lo
tanto Ky C V,, U--- UV, para alguna coleccién finita {V,,}. Esto implica que

Ki N Ky, N---NK,, =0.

n

Teorema 2.1.9. Sea U un abierto en un espacio de Hausdorff localmente compacto X,
K c U y K compacto. Entonces existe un conjunto abierto V con clausura compacta
tal que

KcvcVcU

Demostracion: Dado que todos los puntos de K tienen un entorno con clausura com-
pacta, y ademés K esta cubierta por la unién de un ntimero finito de estos entornos,
k se encuentra en un conjunto abierto G con clausura compacta. Si U = X, tomar V = G.

De lo contrario, sea C = U°. El teorema 2.1.6 muestra que a cada p € C le corresponde
un conjunto abierto W, tal que K € W, y p ¢ W,. Por lo tanto {C NG NW,}, donde
p varia sobre C, es una colecciéon de conjuntos compactos disjuntos. Por teorema 2.1.8
existen puntos py,---,p, € C tal que

CNGNW,, N--- NW,, =0.

Luego el conjunto
V=GnW, Nn---NnW,_.

es un conjunto abierto cuya clausura es compacta, puesto que

VcGNW, Nn---NW,

"
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Proposicién 2.1.10. Sea X un espacio de Hausdorff, y sea K y L subconjuntos com-
pactos disjuntos de X. Entonces hay subconjuntos abiertos disjuntos U y V de X tal que
KcUyLcCV.

Demostracion: Consideremos primero el caso en que K contiene exactamente un pun-
to, digamos x. Por cada y en L hay un par U, y V, de conjuntos abiertos disjuntos tal
que z € U, y y € V,(recordemos que X es Hausdorff). Como L es compacto, existe una
familia finita y,--- ,y, de tal manera que los conjuntos V,,,---,V, cubren a L. Los
conjuntos U y V definidos por U = N, U,, y V = UL, V,, son los conjuntos abiertos
requeridos.

Consideremos ahora el caso donde K tiene més de un elemento. Acabamos de de-
mostrar que para cada x en K existen conjuntos abiertos disjuntos, digamos U, y V,
tal que x € U, y L C V,. Como K es compacto, existe una familia finita x,--- , x; tal
que Ug,,---,U,, cubre a K. La prueba queda completada si definimos U y V por

U=U" U, yV=n VvV,
| ]

Proposicién 2.1.11. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto que tiene
una base numerable para su topologia. Entonces cada subconjunto abierto de X es un
F, (union de una sucesion de subconjuntos cerrados de X), y de hecho es la union de
una sucesion de conjuntos compactos. Del mismo modo, cada subconjunto cerrado de X
es un Gg(interseccion de una sucesion de conjuntos abiertos de X).

Demostracién: Supongamos que U es una base numerable de la topologia de X. Sea
U un subconjunto abierto de X, y sea Uy la coleccion de los conjuntos V en U para los
cuales V es compacto y se incluye en U. La proposicién 2.1.9 implica que U es la unién
de la clausura de los conjuntos en Uy (los entornos abiertos previstos por la proposicién
2.1.9 se puede sustituir por conjuntos mas pequenos que pertenecen a Uf). Por lo tanto
U es la unién de una coleccion numerable de conjuntos que son cerrados y, de hecho,
compacto.

Ahora bien, supongamos que C' es un subconjunto cerrado de X. Entonces C° es
abierto, por lo que es la unién de una sucesién {F,} de conjuntos cerrados. En conse-
cuencia C es la interseccién de los conjuntos abiertos Fy, paran =1,2,--- [ ]

Proposicién 2.1.12. Cada espacio de Hausdorff localmente compacto que tiene una
base numerable para su topologia es o — compacto.

Demostracion: Dado un espacio topolégico es un subconjunto abierto de si mismo,
esta proposicion es un corolario inmediato de la proposicién anterior. [ ]

Definicién 2.1.13. El soporte de una funcion compleja f en un espacio topologico X
es la clausura del conjunto

{z: f(x) # 0},
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Denotaremos por C.(X), la coleccion de todas las funciones continuas complejas en
X con soporte compacto. Notese que C.(X) es un espacio vectorial, ya que se verifica:

i. Si f,g € C(X), la suma sigue siendo una funcion continua compleja, esto es, (f +
g) € C(X), asi también los multiplos escalares de funciones continuas complejas
siguen siendo continuas, es decir, (c¢f) € C(X), para f € C(X).

ii. El soporte de (f + g) se encuentra en la union del soporte de f y el soporte de g,
y cualquier union finita de conjuntos compactos es compacto.

Definicién 2.1.14. Si K C X compacto, f una funcion en C.(X), tal que 0 < f(x) <
1, para todo x € X y f(z) = 1, para todo x € K, entonces dicha relacion se denotard por
K < f. Por otro lado, si V' es un abierto, 0 < f < 1 para f € C.(X) y el soporte de
f esta en V', entonces tal condicion se representard por f < V. En caso de que ambas
relaciones se verifiquen la notacion que se utilizard es K < f < V.

Lema 2.1.15. (Lema de Urysohn’s): Sea X un espacio de Hausdorff localmente com-
pacto, V es abierto en X, K compacto y K C V. Entonces eziste una funcion f € C.(X)
tal que K < f < V.

Demostracion: Tomemos r; = 0,79 = 1, y sea 13,714,735, - una enumeracion de
racionales en (0,1). Por teorema 2.1.9, podemos encontrar conjuntos abiertos Vo y Vi
tal que Vy es compacta y

(1) Kcv,cV,cVocVyCV.

Supongamos n > 2y V,,,---,V, han sido escogidos de tal manera que r; < r;
implica Vrj C V,.. Entonces uno de los numeros rq,--- ,r,, digamos r;, serda el mas
grande menor que 7,41, y otro, por ejemplo r;, sera el mds pequeno mayor que 7,41.
Usando el teorema 2.1.9 de nuevo, podemos encontrar V, ., de manera que

V,, CVy CV,y, C V.

Continuando, se obtiene una colecciéon {V,.} de conjuntos abiertos, uno para cada
racional r € [0, 1], con las siguientes propiedades:

a. KC Vy,
b. VQ CV,
c. Cada V, es compacto,

d. s > r implica V, C V, (2)

Definamos

f(x):{ r sixz €V,

0 otro caso
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1 sizeV,
g5(x) = { s otro caso (3)

f=supfr, g=nfg, (4).

Es claro que 0 < f < 1, que f(z) = 1 si € K, y que f(z) tiene su soporte en V.
La prueba queda completada mostrando que f = g.

La desigualdad f.(x) > g,(z) sélo es posible sir > s, x € V,, y v ¢ V. Peror > s
implica V,. C V. Por lo tanto f, < gs; paratodor y s, asi f <g.

Supongamos f(z) < g(x) para algin x. Entonces existen racionales r y s tal que
flz) <r <s < g(x). Como f(x) <r, tenemos z ¢ V,. Ademds, dado que g(x) > s,
tenemos x € V. Por (2) esto es una contradiccién. Por tanto f = g. ]

Teorema 2.1.16. Particion de la unidad: Suponga que Vi,---,V, son subconjuntos
abiertos de un espacio de Hausdorff localmente compacto X; K es compacto, y

KcViyu---uV,.
Entonces existen funciones h; < V;, para i =1,--- ,n, tal que
hi(x) + ho(z) 4+ -+ hp(z) =1 (z € K).

A la coleccion {h;}, es llamada particion de la unidad de K, subordinada a la
cubierta {V;},.
Demostracion: Por teorema 2.1.9, cada z € K tiene un entorno W, con clausura
compacta W, C V; para algin 7. Hay puntos z1,--- ,z,, tal que W,, U---UW, D K.

Sil <17 <n,seaH;launion de los Wm]. que se encuentran en V;. Por lema de Urysohn “s
existen funciones g; tales que H; < ¢g; < V;. Definamos

hi =g
hy = (1 — g1)g2

hy, = (1 - 91)(1 - 92) s (1 - anl)gn-

Entonces h; < V;. Se comprueba facilmente, por induccion, que
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hi+hy+-+h,=1—1—=g)(1—g2) (1 —gy).

Dado que K € H; U--- U H,, al menos una g;(z) = 1 en cada punto = € K,
asi obtenemos que

hi(z) + ho(x) + -+ hy(z) =1

2.2. Propiedades de Regularidad de la medida de
Borel

En esta seccién estudiaremos la propiedad de regularidad de una medida en un Espa-
cio de Hausdorff localmente compacto, dicha propiedad permite muchas aproximaciones
y calculos que serfan imposibles sin ella. En particular, los funcionales lineales positivos
pueden representarse utilizando medidas regulares.

En espacios de Hausdorff localmente compactos méas complicados, existen medidas
de Borel finitas que no son regulares. Sin embargo, para un espacio de Hausdorff local-
mente compacto que tiene una base numerable con una medida de Borel finita en un
conjunto compacto la medida es regular.

Definicién 2.2.1. A la terna (X, A, i) que consiste de un conjunto X, una o — algebra
A de subconjuntos de X y una medida p sobre A es llamado espacio de medida.

Proposicién 2.2.2. Sea (X, A, p) un espacio de medida
a) Si {A} es una sucesion creciente de conjuntos que pertenecen a A, entonces
p(UpAy) = lim pu(Ay)

b) Si{Ax} esuna sucesion decreciente de conjuntos que pertenecen a A, y si u(A,) <
+00 para algin n, entonces

p(NeAg) = lim pu(Ay)

Demostracién: Primero consideremos que {Ax} es una sucesién creciente de conjuntos
que pertenecen a A, y definamos una sucesiéon {B;} donde By = A1 y B; = A; — A; 4
para j > 1. Estos conjuntos, asi construidos son disjuntos, pertenecen a A y satisfacen
A = U?ZIBJ» para cada k. De ello se deduce que Uy A, = U,;B; y por tanto

k
p(UeA) = D p(By) = lim Y p(By) = lim p(Uj_y By) = lim pu(Ay)
J Jj=1
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Esto completa la prueba de (a).

Ahora supongamos que { Ay} es una sucesion decreciente de conjuntos que pertenecen
a Ay que u(A,) < +oo para algin n, podemos suponer que n = 1. Para cada k sea
Cr = Ay — Ag. Entonces {C}} es una sucesion creciente de conjuntos que pertenecen a
A, v UpCy = Ay — (NEAg). Luego, se sigue de la parte (a) que pu(UpCl) = limy u(Cy) y
por tanto

p(Ar = (NpAy)) = limmu(Ar — Ay) = p(Ar) = lim p(Ag), donde p(A;) < +oo

Asi concluimos que

p(NeAx) = lm pu(Ay).

Definicién 2.2.3. Sea (Y, B) un espacio medible y sea By la coleccion de subconjuntos
de Y, entonces o(By) representa la o — algebra sobre Y mds pequena que incluye a By,
frecuentemente se le llama o — algebra generada por By.

Definicién 2.2.4. Sean (X, A) y (Y, B) espacios medibles. Una aplicacion f : X — 'Y
se dice que es medible con respecto a A, si para todo B € B, se verifica que f~1(B) € A.

Proposicién 2.2.5. Sean (X,.A) y (Y, B) espacios medibles y sea By la coleccion de
subconjuntos de Y tal que o(By) = B. Entonces la funcion f: X — Y es medible con
respecto a A y B si y sélo si f~Y(B) € A para cada B € B.

La demostracién puede verse en [3]

Lema 2.2.6. Sean X e Y espacios topologicos de Hausdorff, y sea f : X — Y una
aplicacion continua. Entonces f es medible Borel; es decir medible con respecto a las
o — algebras de Borel B(X) y B(Y).

Demostracion: La continuidad de f implica que si U es un subconjunto abierto de Y,
entonces f~(U) es abierta y por lo tanto un subconjunto de Borel de X. Dado que la
coleccién de subconjuntos de abiertos de Y es generada por B(Y), la medibilidad de f
es un resultado inmediato de la proposicion 2.2.5. [ ]

Lema 2.2.7. Sea X un espacio topologico Hausdorff, y sea Y un subespacio de X.
Entonces

B(Y) = {A: Existe un conjunto B en B(X) tal que A= BNY}

Demostracién: Sea B(X)y la coleccién de subconjuntos de Y que tienen la forma BNY
para algin B en B(X). Necesitamos demostrar que B(Y) = B(X)y. Sea f la inyeccién
estandar de Y en X, es decir, sea f(y) = y tomando cada y en Y. Entonces f es continua,
y por lo tanto medible con respecto a B(Y) y B(X). Dado que cada subconjunto B de
X satisface que f~}(B) = BNY, esto implica que B(X)y C B(Y). Por otro lado, se
comprueba facilmente que B(X)y es una o — algebra sobre Y que contiene todos los
subconjuntos abiertos de Y, y por lo tanto incluye B(Y). Con esto queda demostrado

que B(Y) = B(X)y. |
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Definicién 2.2.8. Sea X un espacio topologico de Hausdorff. Una medida de Borel en
X es una medida cuyo dominio es B(X). Suponga que A es una o — algebra de X, tal
que B(X) C A. Una medida positiva p en A es regular si

a) cada subconjunto compacto K de X satisface u(K) < 400

b) cada conjunto A en A satisface

p(A) =mf{u(U): ACU yU es abierto}

c¢) cada subconjunto abierto U de X satisface

p(U) = sup{u(K) : K C U y K es compacto}

Una medida de Borel reqular en X es una medida regular cuyo dominio es 5(X). Una
medida que satisface la condicién (b) es a menudo llamada regular externa y una medida
que satisface la condicién (c), se denomina regular interna.

Lema 2.2.9. Sea X un espacio de Hausdorff en el que cada conjunto abierto es un F,,
y sea v una medida de Borel finita en X. Entonces, cada subconjunto de Borel A de X
satisface

(1) v(A)=inf{v(U): AC U yU es abierto}

(2) v(A)=sup{v(F): F CAvyF es cerrado}
La demostracién puede verse en [3]

Proposicion 2.2.10. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto que tiene una
base numerable, y sea p la medida de Borel en X que es finita en conjuntos compactos.
Entonces 11 es reqular.

Demostracién: Consideremos primero la regularidad interna de p. Sea U un subcon-
junto abierto de X. La proposicién 2.1.11 implica que U es la unién de una sucesion {k;}
de conjuntos compactos, y la proposicién 2.2.2 implica que p(U) = lim,, u(U7_, Kj). De
aqui se sigue la regularidad interior de p.

Por otro lado, sea {U, } una sucesién de conjuntos abiertos tales que X = U, U,, de
tal manera que (U, ) < 400 para cada n (por ejemplo, tomar una base numerable U
de X, y organizar en una sucesién de estos conjuntos U en los que U es compacto). Para
cada n definir una medida de Borel p, en X por u,(A) = p(ANU,). Las medidas p,
son finitos, y por lo tanto la proposicion 2.1.11 y el Lemma 2.2.9 implica que son regular
externa. Por tanto, si A pertenece a B(X) y si € es un niimero positivo, entonces para
cada n existe un conjunto abierto V,, que incluye A y satisface p,,(V;,) < pn(A4) +€/2™.
Consecuentemente u((U,NV,)—A) < €/2". El conjunto V' definido por V = U, (U,NV,,)
es abierto, incluye A y satisface

p(V—A) <> p((UnnV,) = A) <.
Por lo tanto p(V) < u(A) + € y de aqui se sigue la regularidad externa de pu. ]
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Proposiciéon 2.2.11. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto que tiene
una base numerable. Entonces cada medida reqular de X es o — finito.

Demostracion: El espacio X es, de acuerdo con la proposicion 2.1.12, la unién de una
sucesion de conjuntos compactos. Dado que la medida de un conjunto compacto es finito
bajo una medida regular, entonces en espacio X es o — finito. [ ]

Proposicién 2.2.12. Sea X un espacio de Hausdorff, sea A la 0 — algebra en X que
incluye a B(X), y sea p la medida regular de A. Si A pertenece a A y es o — finito bajo
W, entonces

p(A) =sup{u(K): K C A y K es compacto}

Demostracién: Asumamos que p(A) < +00. Sea € un nimero positivo y usando la
regularidad de p escojamos un conjunto abierto Vtal que A C V' y u(V) < u(A) + e,
y luego elegimos un subconjunto compacto L de V' tal que pu(L) > p(V) — e. Como
uw(V — A) < €, podemos escoger un conjunto abierto W que incluye V' — A y satisface
uw(W) < e. El conjunto L — W es entonces un subconjunto compacto de A y satisface

(L =W) = p(L) = p(LOW) > (V) = 2€ > u(A) — 2¢

Dado que € es arbitrario, se sigue la relacion

w(A) =sup{p(K): K C Ay K es compacto}

en el caso en que p(A) es finita.

Por el contrario, podemos asumir que A = U,, A,,, donde para cada n tenemos A,, € A
y p(A,) < +oo. Para cada nimero positivo « necesitamos construir un subconjunto
compacto K de A tal que u(K) > «; podemos hacer esto, eligiendo primero un N su-
ficientemente grande que p(UM_;A,) > «a y usando la construccién de la primera parte
de la prueba para producir un subconjunto compacto de UY_, A,,. [

Lema 2.2.13. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, y sea ju una medida
de Borel reqular en X. Si U es un subconjunto abierto de X, entonces

u(U)Zsup{/fdu:fGCc(X)yOSfoU}

=sup{/fdu:fecc<X>yf<U}

Demostracién: Es claro que p(U) es al menos tan grande como el supremo primero,
y que el supremo primero es al menos tan grande como el segundo. Por lo tanto, es
suficiente probar que

M(U)ésup{/fdu:fecc(x)yf<U}-
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Sea o un ndmero que satisface que a < p(U), y usando la regularidad de p para
escoger un subconjunto compacto K de U tal que @ < pu(K). El teorema 2.1.9 propor-
ciona una funcién f € C.(X) que satisface que xx < fy f < U. Entonces a < [ fdu

a<sup{/fdu:f€Cc(X)yf<U}.

Como « es un numero menor que u(U), la prueba queda completada. [

2.3. Teorema de Riesz

Un resultado elemental que se estudia en cursos de Analisis Funcional, acerca de los
subconjuntos de Borel en espacios de Hausdorff, es que cada funcién f en C.(X), donde
X es un espacios de Hausdorff localmente compacto, es integrable con respecto a cada
medida regular en X. De ello se desprende que si p es una medida regular de Borel en
X, entonces f — [ fdu define un funcional lineal en C.(X). Frigyes Riesz(1909), de-
mostrd que existe una tnica medida regular de Borel que induce el mismo funcional, y
este debe poseer la caracteristica de ser positivo. En este sentido, el concepto de posi-
tividad de funcionales lineales es esencial.

Definicién 2.3.1. Un funcional lineal T es positivo en C.(X), si para cada funcion no
negativa f en C.(X) se verifica que T(f) > 0.

Obsérvese que, de acuerdo a la definicion anterior, si y es una medida regular de
Borel en X, entonces el funcional f — [ fdu es positivo. También, ocurre que un fun-
cional lineal positivo preserva el orden, en el sentido que si f, g € C.(X) y satisfacen que
f < g, entonces T(f) < T(g).

Teorema 2.3.2. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea X un espacio de
Hausdorff localmente compacto, y sea T un funcional lineal positivo sobre C.(X). En-
tonces existe una o — algebra M en X que contiene todos los conjuntos de Borel en X
y existe una unica medida reqular de Borel p sobre M tal que

T(f) = /){fdﬂ, para cadaf € C.(X)

Demostracion La demostracion se llevara a cabo mediante seis pasos esenciales en los
cuales se construira una o — algebra y una medida que represente al funcional lineal y
satisfagan las condiciones enunciadas en el teorema.

1. Primero probaremos la unicidad de p. Si p satisface las condiciones (b) y (c)
de la definicién de regularidad, enunciada en la secciéon anterior, claramente u
estd determinada en la o — algebra M. Por lo tanto es suficiente probar que

p1(K) = pe(K), para todo K compacto en X
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Fijemos un conjunto compacto K y ¢ > 0, de acuerdo a las condiciones (a) y (b)
de la definicion de regularidad, existe un conjunto abierto V, tal que, K C V con
w2(V) < pe(K) + ¢, por el lema de Urysohn s existe una funcién f € C.(X) tal
que K < f <V, por lo que

n(K) = /X \idin < /X Fdm = T(f) = /X Fus

< [ xvdte = (V) < () + ¢
Dado que ¢ es arbitrariamente pequeno, se obtiene que
i (K) < pa(K).
Intercambiando los papeles de p; y ps, llegamos a la otra desigualdad, asi,
1 (K) = pa(K)

y la unicidad queda demostrada.

. Construyamos una medida que represente un funcional y verifiquemos que esta es
una medida regular de Borel.

Definamos, entonces, para cada conjunto abierto V' de X, la funciéon
(1) pu(V) =sup{T(f): feC(X)y f <V}

Si Vi) C V4 es claro que (1) implica que p(Vh) < u(V2), luego podemos extender la
definicién anterior a todos los subconjuntos de X por

(2)  wp(F)=mf{u(V): E CV abierto};

y definamos tambien a Mg como la clase de todos los subconjuntos E de X tal
que verifican que

a) p(F) < 4oo
b) w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto} (3)

asimismo, definamos a M como la clase de todos los subconjuntos E de X tal que
(ENK) € My para cada compacto K.

Es evidente que si A C B, entonces u(A) < u(B) y que p(E) = 0 implica que
E € Mp, y consecuentemente E' también estd en M. Probaremos la subaditividad
de p:
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Sean V; y V, subconjuntos abiertos de X; consideremos una funcién g en C.(X) tal
que g < V1 U V5. Por teorema 2.1.16 existen funciones hy y hy tal que h; < V; y
hi(z) 4+ hao(x) = 1 para toda x en el soporte de g. De aqui

hig < Vi, g="hig+ hag
y por tanto
T(g) = T(h1g) + T(hag) < pu(V1) + pu(Va), ¥ g < ViUV,

asi

p(ViuVa) =sup{T(g) : g < ViU Va} < (Vi) + (V) (4)

Consideremos, ahora, una sucesion {F;} de subconjuntos arbitrarios de X; si
u(E;) = oo la subaditividad numerable de p se satisface trivialmente, supong-
amos entonces, que u(E;) < oo para toda i. Eligamos ¢ > 0 y por (2) existen
conjuntos abiertos V; D E; que satisfacen

M(V;) <M(Ei)+€/2i (i:1727"')

Tomemos una funcién f € C.(X) tal que f <V, donde V = U2, V;, como f tiene
soporte compacto, tenemos

f <ULV, paraalgin n.

Aplicando induccién a (4), obtenemos

n

T(f) < (U Vi) <Y u(Vi) <> u(E:) +e

=1 =1

Dado que esto es vélido para cada f <V y como U2, E; C V, se sigue que

(U2, B Z

y como ¢ es arbitrariamente pequeno queda demostrado la subaditividad numer-

able de p, esto es;
oo
HUZ ) < D (B

3. Ahora demostraremos que si K es compacto, entonces K € Mg y

p(K) = f{T(f): K < f}.
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Sea K < fyVy={z: f(z) >apara 0 < a <1}, entonces K C V, y para cada
funcién g tal que g < V,, se verifica que ag < f; luego por (1)

u(K) < p(Vo) =sup{T(g) : g < Va} < a "T(f)

haciendo tender « a 1, obtenemos

n(K) <T(f). (5)

Por tanto pu(K) < +o0.
Evidentemente, K satisface la condicién (3), asi K € Mp.

Por otro lado, por la condicién (b) de la definicién de regularidad de la medida de
Borel, para € > 0, existe VO K con u(V) < u(K) + ¢; y por lema de Urysohn s,
K < f <V para alguna funcién f € C.(X). Asi

T(f) < V) < p(K) + ¢

por tanto
u(K) <T(f) < p(V)
lo cual implica que
u(K) = mf{T(f) : K < f}.

. Demostraremos ahora que la coleccion M definida, es la ¢ — algebra en X que
contiene a todos los conjuntos de Borel. Para ello, primero, demostraremos algunas
propiedades de Mp:

a) Mg contiene a todo conjunto abierto V con u(V) < +oc.

En efecto, sea a un nimero real tal que o < p(V) por (1) en el paso 2,
existe una funciéon f < V con a < T(f). Si W es algin conjunto abierto
que contiene el soporte de K de f, entonces f < W, luego T(f) < u(W).
Ast T(f) < p(K), lo que indica que K es un compacto contenido en V con
a < p(K) por tanto se verifica que

w(V) =sup{u(K): K CV y K compacto}

b) Verifiquemos la aditividad de p en Mp.

Primero demostraremos que para un par de conjuntos compactos disjuntos,
K, y K, se verifica que

p(K1 U K2) = p(Ky) + p(Ks)  (6)

Eligamos £ > 0, por lema de Urysohn s existe f € C.(X) talque 0 < f <1y

1 size K
f(:v)—{ 0 size Ky
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Por el paso 3. existe una funcién g tal que
KiUKy<g y T(9) < u(Ki UKy) +¢

Observe que por la definicién de f(x), se verifica que K7 < fgy Ko < (1—f)g;
luego por la linealidad de T y por (5) se sigue que

p(Ky) 4+ p(Ky) < T(fg) +T(g— fg) = T(g) < (K1 UK,) +¢

Dado la arbitrariedad de € y por la subaditividad numerable de pu, probado
en el paso 1. se llega a que

p(Ky U K) = p(Ky) + p(K).

Por otro lado, si (U2, E;) = oo, la aditividad de p se sigue de manera trivial
del paso 1..Supongamos pues que p (U2, E;) < +00y eligamos un € > 0. Dado
que F; € My hay conjuntos compactos H; C F; tales que

w(H;) > w(E) —e/2 (i=1,2---)
Definamos K, = U ; H; y usando induccién en (6), obtenemos
(7)) w(UZE) 2 p(Kn) = Sy p(H;) > 3 u(E;) — €, para todo n € N
Luego,

M(U(i)ilEi) > Z N(E
i=1

y por paso 1. se obtiene
(8) (U2, E; Z w1(E;), donde E; son disjuntos dos a dos en Mp.
Ademés, como (U2, E;) < 400y € > 0, de (8) se verifica que

(U E;) ) + ¢, para algin N

HMZ

y por la relacién establecida en (7), se sigue que
(U E;) < w(Ky) + 2¢

lo cual demuestra que U°, E; satisface la condicién (c) de la definicién de
regularidad, y asi U, F; € Mp.
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c)

Demostraremos que dado E' € My, existe un compacto K y un abierto V en
Mp tal que

KcECV y wV-K)<e VFEEMp.

Demostracion: Las definiciones expresadas en el paso 2. aseguran la exis-
tenciade K C £y V D F tal que

p(V) —e/2 < p(E) < p(K) +¢/2

Dado que V' — K es abierto, V — K € Mpg, por (a) y el resultado expuesto
en (b) se deduce que

p(E) + (V= K) = p(V) < p(K) + ¢

y asi la prueba queda completada.

Probemos ahora que Mg es cerrada bajo uniones, intersecciones finitas y
complemento.

Demostracién: Sea A, B € Mpg; si ¢ > 0, por (c¢) sabemos que existen
conjuntos K; y V; tales que K1 C A C Vi, Kb C BC Voy u(V; — K;) < &,
para ¢ = 1,2. Luego

A-BCVi—KyC[Vi—K)U(K;—Vo)U (Vo — Ky)]
y la subaditividad de u, mostrada en el paso 1. implica que
(A —B) <e+pu(Ky— Vo) +e.

Asi, como K; — V5 es un subconjunto compacto de A — B, deducimos que
A — B satisface la condicién (c¢) de medida regular, luego A — B € Mp.

Por otro lado, dado que AUB = (A — B)U B, aplicando la aditividad de p en
Mp, obtenemos que AU B € Mp, de manera similar, ANB = A — (A — B)
también pertenece a Mp.

Finalmente, demostremos que M es una ¢ — algebra en X que contiene a
todos los conjuntos de Borel.

Demostracién: Sea K un conjunto compacto arbitrario en X. Si A € M,
entonces A°NK = K — (ANK), y como Ky (AN K) son miembros de Mp,
resulta que AN K € Mp y por tanto A° € M.

Ahora supongamos que A = U®; A;, donde cada A; € M y construyamos
una sucesion disjunta de miembros de Mg, de la siguiente manera

BlelﬂK
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B,=(A,NK)—(BiU---UB,_1), (n=2,3,--+)

luego, por (d) y dado que AN K = U2 | B, y por la aditividad numerable de
w1 en Mg se sigue que AN K € Mp, lo cual implica que A € M.

Por otra parte, consideremos un conjunto C' cerrado, entonces C'N K es com-
pacto, luego C N K € Mp, y asi tenemos que C € M. De hecho Xe M.

Asi, hemos demostrado que M es una o — algebra en X que contiene todos
los subconjuntos cerrados de X. Por tanto contiene a todos los conjuntos de
Borel en X.

. Ahora, probaremos que My esta compuesta por todos los miembros E de la
o — algebra M, para los cuales u(E) < +o0.

Demostracién: De acuerdo a los resultados expuestos en el paso 3. y en (d)
del paso anterior, si £ € Mg, entonces £ N K € My para cada compacto K,
lo cual a su vez implica que £ €M.

Supongamos que F €M y u(FE) < 400, dado que My contiene a todos los
conjuntos abiertos V con medida finita y por (c¢) del paso 4., para ¢ > 0, se
verifica que V O E'y K C V (K compacto) con u(V — K) < €. Luego, como
EnN K € Mp, existe un compacto H C (EN K) tal que

w(ENK) < u(H)+e¢

y dado que
ECl(ENK)U(V - K)|

tenemos que
w(E) < p(ENK)+p(V — K) < p(H) + 2e.

Por tanto se concluye que £ € Mp.

Ya hemos probado, la existencia de la ¢ — algebra M en X y la unicidad
de la medida regular de Borel, bajo las definiciones dadas en el paso 2.Llego
el momneto de demostrar la tltima parte de la conclusion del Teorema de
Representacion de Riesz:

. Para cada f € C.(X), se cumple que a cada funcional lineal positivo de f, le
corresponde una medida positiva finita Borel p sobre X, esto es:

T(f) = /de,u, para toda f € C.(X)
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Demostracion: Es suficiente probarlo para una funcion real f y ademas sélo
necesitamos demostrar que se verifica la desigualdad

T(f) < /X fdu (9)

ya que por la linealidad de T se verificara que
ST =0 < [ (Ddu=— [ fau (10
X X
Luego de (9) y (10) se obtendria la igualdad.

Iniciemos nuestra demostracion; consideremos el conjunto K como el soporte
de una funcién real f € C.(X), sea [a, b] un intervalo que contiene el rango de
f, eligamos ¢ > 0, y; tal que y; — y;_1 < € donde,

Y<a<y <---<y,=>0.
Definamos
Elz{xyl*1<f(‘r>§yl}mK7 izla"'vn

dado que f es continua, f es medible Borel, y los conjuntos F; son por tanto
conjuntos disjuntos Borel cuya unién es K. Existen conjuntos abiertos V; D E;
tales que

p(Vi) < p(Ei) +efn (i=1,---,n)
y f(z) < y; + ¢,V x € V. Por teorema 2.1.12, existen funciones h; < V; tal
que Y h; =1 sobre K. Por tanto f = >"""  h;f, y el paso 3. muestra que

W) < TS he) = 32T,
i=1 i=1
Dado que h;f < (y; +¢e)hi, vy y; —e < f(x) en E;, tenemos

T(f) = ZT(hif) < Z(yz + )T (h:)

_ Z(|a| +y; +¢)T(h;) — |a ZT(hi)

> (al +yi + &) [u(E:) +e/n] — |alp(K)

=1

VAN

n

= > i — OulE) + 2eu(K) +¢/nY_(la] +yi +e)

i=1 i=1

< /fdu+5[2u(K) + |a| + b+ €]
X

Como ¢ es arbitrario, la desigualdad (9) se ha establecido, y la prueba del
Teorema de Representacion de Riesz queda completada. [
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Capitulo 3

Algunas Aplicaciones del Teorema
de Representacion de Riesz

En este capitulo pondremos de manifiesto el alcance del teorema de representacion
de Riesz en otras parcelas del andlisis funcional. En particular, expondremos dos apli-
caciones notables, una de ellas es su aplicabilidad en la construccion del nicleo de
Poisson, utilizado para resolver el problema de Dirichlet en dos dimensiones. Especifi-
camente, sirve para hallar las soluciones a la ecuacién de Laplace en dos dimensiones,
dadas las condiciones de frontera de Dirichlet sobre un disco unitario. Los nticleos de
Poisson se encuentran a menuddo en aplicaciones en la teoria de control y problemas
en dos dimensiones en la electrostatica. La otra aplicacion del teorema de Riesz, es su
papel fundamental en la demostracién del interesante resultado del teorema de Mazur
en el espacio C(K), el cual asegura que a partir de una sucesiéon puntualmente conver-
gente en C(K'), podemos obtener una uniformemente convergente con el mismo punto
de convergencia, a partir de ciertas combinaciones convexas.

3.1. Una aproximaciéon Abstracta a la Integral de
Poisson

En esta seccién se exhibird como los funcionales lineales positivos en C(X) surgen de
manera natural, eligiendo un marco abstracto conveniente. En particular, expondremos
que a cada punto del disco unidad cerrado, el cual contiene al espacio de todos los
polinomios complejos f, que designaremos por A, le corresponde una medida positiva
sobre la frontera del disco, y este punto queda representado por un funcional lineal

positivo, en el subespacio A de C(D]0, 1]), conocido como la integral de Poisson, dada
por:

1 [ 1—7? . ,
f(z):%/ 1—2rcos(9r—t)+r2f(€n)dt (z=re"), VfeAy z€D|0,1]

Antes de ilustrar la aplicacién del teorema de representacion de Riesz para este prob-
lema concreto, definiremos el marco abstracto donde se desarrollara tal aplicacion.
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Teorema 3.1.1. (Teorema de Hahn-Banach) Si M es un subespacio de un espacio lineal
normado X y si f es un funcional lineal acotado en M, entonces f puede extenderse a
un funcional lineal acotado por F en X tal que || F|| = || f||, donde

[fII' = sup{[f(x)] : 2 € M, [[z]] < T} F|| = sup{|F(x)] : 2 € X, [Jz]| < 1}

La demostracién puede verse en [6]

Sean K un espacio de Hausdorff compacto, H un subconjunto compacto de K, y A
un subespacio de C(K) tal que f(z) =1, Vz € K, estden Ay

1l = 11 f e, (FeA) (1)

Diremos que H es una frontera de K, correspondiente al espacio A.

Si feAyx e K, larelacién (1) implica que
f@ < flu (2)

En particular , si f(y) = 0, Vy € H, entonces f(z) = 0, Vz € K. Por tanto, si
f=fi— fo,donde fi,fo € Ay f(y) =0, Vy€ H, entonces f; = fs.

Sea M = {f|n : f € A}, claramente M es un subespacio de C(H ), por lo cual cada
elemento de M tiene una tnica extension a un elemento de A. Asi, tenemos una cor-
respondencia natural entre M y A, que es inyectiva y que ademads, por (1) conserva la
norma.

Fijemos un punto x € K. Si f = 1 en A, se verifica que |f(z)| = || f||z, para todo
x € K, luego la aplicacién f — f(z) es un funcional lineal acotado en M, de norma 1.
Por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal T en C(H), de norma 1, tal
que
T(f) = f(x) (feM) (3
donde T(1) =1,[|T|| =1 (4).

A continuacién demostraremos que este funcional lineal es positivo en C(H):

Supongamos que f € C(H), 0 < f < 1, y definamos la funcién g = 2f — 1, y
T(9) = a + if donde a y [ son nimeros reales. Dado que |g| < 1, por su propia
construccién, se verifica que |g + ir|*> < 1 + r?, para toda constante real r. Asi (4)
implica que

B+r) <la+i(B+r)] =[T(g+ir)* <1+r% (5

Resulta asi que 3* + 2r3 < 1 para todo ntimero real 7, lo que obliga a que 3 = 0.
Como ||g||lg < 1, tenemos que |a| < 1; luego

T(f) = %T(1+g) _ %(1+o¢) >0, (6)
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Por tanto el funcional T es lineal positivo en C(H).

Ahora estamos en condiciones para aplicar el teorema de representacion de
Riesz, el cual asegura la existencia de una medida de Borel positiva regular p, en H
tal que

T(f) = /H fdue  (FecH)  (7)

En particular, obtenemos la férmula de representacion
f@) = [ fae (e ©®
H

Hemos demostrado que a cada x € K le corresponde una medida positiva fi, sobre
la frontera H que representa a x en el sentido de que se verifica (8) para toda f € A.

Ejemplo: SiV = {z : |z] < 1}, es el disco unidad abierto del plano complejo,
K =V, es el disco unidad cerrado, tomando como H la frontera U de V. Entonces todo
polinomio f, es decir, toda funcién de la forma f(z) = ij:o anz", donde ag,a;. - ,ay
son numeros complejos, satisfacen la relacion

1f1lv = Il fllo
asi,

f(z) = / fdu., (f € A) donde A es un subespacio de C(V)
U

Efectivamente, primero obsérvese que la continuidad de f implica que el supremo de
|f| en V es el mismo que en V.
Como V es compacto, existe un zy € V tal que |f(z0)] > |f(2)| para todo z € V.
Supongamos que
o€V

Entonces

y si 0 <r <1— |z, obtenemos que

N
1

S L |

~ 2

—T

™

) 1 &
ot reas < o [ 170 = P,

asi que, by = by = --- = by = 0; es decir f es constante. Por consiguiente, z, € U para to-
do polinomio no constante f, lo que prueba que la igualdad, || f||v = || f|lu, es verdadera.

Observacion: El funcional lineal positivo T determina a p, de manera tnica; pero no
hay ninguna garantia de que la extension que proporciona el teorema de Hahn-Banach
sea Unica. Sin embargo en algunos casos especiales si se obtiene unicidad.
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La Integral de Poisson:

Ahora estamos en condiciones de deducir la integral de Poisson en el contexto ab-
stracto descrito previamente.

Teorema 3.1.2. Supongamos que A es un espacio vectorial de funciones complejas
continuas en el disco unidad cerrado V. Si A contiene a todos los polinomios, y si

sup[f(2)| = ilelglf(Z)la (Vf € A)

zeV

donde U es la frontera de V, entonces la representacion integral de poisson

1 4 1—172 . A
fe) =5 [ e € (=)

es valida para toda f € A y todo z € V

Demostracién: Sea A un subespacio de C(V) que contiene a todos los polinomios y
tal que

L1l = Il fllo

para toda f € A. Entonces a cada z € V' le corresponde una medida de Borel positiva
1, en U tal que

f6) = [ s (Fea) )
U
Fijemos ahora un z € V y escribimos z = re??, 0 <r < 1,  real.

Si v, (w) = w™, entonces v, € A paran =0,1,2,---; por tanto, (9) muestra que

Un(Z) = T,neinG = / Undﬂz (TL = 07 17 27 te ) (10)
U

Como v_,, =T, en U, (10) implica que

/ Updp, = vt (n=0,£1,£2,--+) (1)
U

Esta ultima igualdad sugiere que consideremos la funcion real

PO —t)=Y_ rMe™N  (treal), (12)

n=-—00
como P,(f —t) estd mayorada por la serie geométrica convergente > r!"l entonces

1 i ) )
5 Po(0 —t)e™dt = riMle™  (n=0,£1,£2,---) (13)
s

—T
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Comparando (13) y (11) se obtiene
[ pan. = 5 / Fe P60 — bt (14)

para f = v,, y, por tanto, para todo polinomio trigonométrico f; luego (14) se ver-
ifica para toda f € C(U). Asi queda demostrado que p, estd determinada de manera
unica por (9).

En particular, se verifica (14) si f € A, y entonces (9) proporciona la representacién

- / fEBO -t (fed) (15)

La serie (12) puede sumarse explicitamente , pues es la parte real de

e” +2z  1—7r*+2irsin(f —t)
142 = = :
Sty - G2 LB

En consecuencia,

PO —1) = Lo (16)
" 1 —2rcos(d —t)+r?
que es el llamado nicleo de Poisson. Obsérvese que P,.(6 —t) > 0si 0 <r < 1. [

3.2. Teorema de Mazur

Otra notable aplicacion del teorema de representacion de Riesz, es que en el espacio
de las funiones continuas sobre un compacto, la convergencia débil implica la convergen-
cia puntual y viceversa, para sucesiones acotadas. De aqui, se desprende un resultado
interesante expuesto por Mazur; el cual establece que a partir de una sucesion puntual-
mente convergente en C(K), podemos obtener una uniformemente convergente con el
mismo punto de convergencia, a partir de ciertas combinaciones convexas.

Definicién 3.2.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. El espacio dual de X, denotado
por X*, es el espacio vectorial de todos los funcionales lineales continuos en X, dotado
con la norma canonica

11" = sup [f()],

r€Bx

donde Bx es la bola unidad de X.

Note que X* es un espacio de Banach para un espacio normado X.
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Definiciéon 3.2.2. Sea X un espacio normado. La topologia débil (w) en X es la generada
por una base que consiste de los conjuntos

O={zxeX:|filx —x)| <e, para i=1,2,--- n},
para toda fo € X*, 1,29, -+ , 2, € X ye >0

Observacion:

= En el caso complejo, la topologia w* en X* también puede definirse equivalente-
mente usando |Re(f — fo)(x;)| en la descripcién de su base.

= La topologia débil y la topologia débil estrella verifican la condicién de Hausdorft.

» Cada conjunto w-abierto es también abierto en norma, por lo que la topologia
de la norma es mas fuerte que la topologia débil. Asi mismo, como los conjuntos
definidos en la topologia w* en X estan entre los definidos en la topologia débil en
X, la topologia débil es mas fuerte que la topologia débil estrella en X*

Definicién 3.2.3. Un conjunto C es convexo en un espacio vectorial, si Z?:l ANz € C,
cuando x1,xa, -+ ,x, € C y A, Agy -+, Ay > 0 satisfacen Y 0 | N = 1.

Proposicién 3.2.4. Si un espacio normado X es finito-dimensional entonces la topologia
débil en X coincide con la topologia en norma de X, y la topologia débil estrella de X*
coincide con la topologia en norma de X*.

Los detalles de la demostracion pueden verse en [5]

Teorema 3.2.5. (Hahn-Banach) Sea C un conjunto convezo cerrado en un espacio de
Banach complejo X. Si xg ¢ C' entonces existe f € X tal que

Re(f(x0)) > sup{Re(f(x)) : z € C}

La demostracién puede verse en [5]

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio de Banach real. Si A es un conjunto convexo débil-
mente cerrado en la topologia estrella en X* y f € X*\ A, entonces existe x € X tal que

f(@) > sup{g(z) : g € A}

La demostracién puede verse en [5]
Definicién 3.2.7. Sea D un conjunto dirigido de X. Decimos que una red {Tq}acp €n
un espacio topoldgico X, converge a algin punto x € X si para cada entorno U(z) de x

existe ag € D, tal que z, € U(x) cuando ag < . Decimos que x es el limite de {xq} y
escribimos x; — .
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A continuacién demostraremos el teorems de Mazur, que es un corolario del teore-
ma de Hahn-Banach, el cual sustentard la convergencia en norma de una combinacion
convexa a partir de la convergencia débil en un espacio de Banach, en donde se pone de
manifiesto la aplicacion del teorema de representacion de Riesz.

Teorema 3.2.8. (Mazur, corolario de Hahn-Banach) Cada conjunto convexo cerrado
en un espacio de Banach X es débilmente cerrado. Por lo tanto, para los conjuntos
convexos, la norma y la clausura débil coinciden.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supongamos que X es un espacio de Banach
en los reales, y C es un subconjunto convexo cerrado de X. Si xy ¢ C, entonces, por
teorema 3.2.5, podemos elegir una funcién f € X* tal que f(x¢) > sup{f(z) : z € C}.
Sea o € R tal que

sup{f(z) :z € C} < a < f(xo).

Entonces el conjunto O = {z € X : f(z) > a} es débilmente abierto en X. Es claro
que, g € Oy ONC = P; lo cual demuestra que X\C' es w — abierto y por tanto C es
w — cerrado.

Consideremos que C es un conjunto convexo. Como la topologia de la norma es
= —w , Vol .
fuerte, obtenemos C' C €' ; y ademas sabemos que C' es un conjunto convexo cerrado,
por tanto también es w — cerrado, luego

—w

C=C

Para conjuntos no convezos, la norma y la clausura débil puede ser diferente.

La teoria de integracion indica la convergencia para sucesiones de funciones inte-
grables y no para redes, ya que la medida es numerablemente aditiva. Asi, el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue puede ser no vélido para redes. Por ejemplo:

Consideremos una red (D, <) donde D es un subintervalo finito de I = [0,1], < la
relacion de inclusién y sea f, : I — R, a € D tal que

fa(x):{(l) sizr €«

siz ¢

La red de funciones f, converge puntualmente a la funciéon 1.

En efecto, por definiciéon de convergencia, para todo a € I, existe «, tal que para
todo a > g, fo = 1. Sea a, = {x} € D, y como o > «, entonces o, C a, asi z € «,
luego

folz) =1

Por tanto, f, converge puntualmente a 1.
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Evidentemente, en este ejemplo, lim,, [  fadp # /, ; 1dp, violando el teorema de con-
vergencia dominada de Lebesgue; ya que f, es una red, no una sucesion.

En la teoria que nos ocupa, utilizaremos sucesiones.

A continuacion, desarrollaremos el teorema de Mazur en el espacio de las funciones
continuas sobre un compacto, en el cual se evidencia el aporte del teorema de repre-
sentacion de Riesz.

Consideremos el espacio normado (C(K),|| « ||l«); €l teorema de representacién de
Riesz, nos garantiza que el espacio dual de C(K) coincide con el espacio de las medidas
regulares, lo cual facilita el manejo de una convergencia més sencilla.

Proposicién 3.2.9. Si X es un espacio normado y A C X, entonces A es un conjunto
acotado si solo si para cada fen X*, sup{|f(a)| :a € A} < 0.

Los detalles de la demostracién pueden verse en [7]

Proposicién 3.2.10. Una sucesion acotada {f,} contenida en C(K) converge débil-
mente a una funcion continua f, si y solo si, converge puntualmente.

Demostracién:

i. Sea M (X) el conjunto de todos los valores complejos de medidas regulares sobre
X. Por hipétesis sabemos que [ f,dp — [ fdu débilmente, para cada p € M(X).
Gracias al resultado expuesto en el teorema de representacion de Riesz, se satisface
que M(X) = Co(X)*; luego la proposiciéon 3.2.9 implica que sup, || fn|]] < oo. Si
tomamos la medida de Dirac como p, esto es,

1 sizeA

tenemos

/X fudd, = fola)

asi f, — f, que es lo que queriamos probar.

ii. Elreciproco es una consecuencia del teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue
(TCD). Ahora, supongamos que f, — f puntualmente, y esta acotada, asi de
acuerdo al (TCD) y la hipétesis planteada, sabemos que para toda medida de
Borel finita u sobre X, tenemos

/X Fuddp — /X Fdp

luego, tomando p = M (X) llegamos a que f, — f en la topologia débil. [ ]
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Teorema 3.2.11. (Teorema de Mazur en C(K)) Sea C(K) el espacio de las funciones
continuas en el compacto K y f, fi, fa, - € C(K), donde {f.} es acotada. Si f,
converge puntualmente a f, entonces existe una combinacion convexa g, de {f,} tal
que g, converge en norma a f.

Demostracion:
Sea {f,} una sucesién acotada en C(K), K compacto. Definamos el conjunto C' como,

N N
C = conv{f, :n €N} = {Z)\nfn:)\HZO,ZAnzl}.
n=1 n=1

Supongamos que f,, — f débilmente, en términos topoldgicos esto es equivalente a
decir que f € C", luego el Teorema de Mazur 3.2.8 garantiza que la topologia débil w
puede reemplazarse por una fuerte, en || - ||, ya que C es convexo y cerrado, es decir,
Lido ikt M

C" = C. Esto implica que x € conv f,. De aqui se sigue que existen (\,), con A, >0y
SN\, =1 tal que

n=1""

S 1] <

Eligiendo ¢ = % proporciona una sucesiéon de combinanaciones convexas que con-
verge a f uniformemente.
|

Comentario:

Otras aplicaciones interesante, en donde el teorema de representacién de Riesz juega
un papel fundametal y podrian considerarse en trabajos posteriores son:

s Teorema de Krein - Smulian que caracteriza cuando la envoltura convexa
cerrada de un conjunto compacto es de nuevo compacta, en este contexto el teore-
ma de Riez permite identificar el dual de C(X) con el espacio M (K') de las medidas
de Radon definida en la o - algebra de Borel de K, lo cual es fundamental para su
demostacién.

s Caracterizacion debilmente compacta de Grothendieck.
Las aplicaciones anteriores no fueron incorporadas al presente trabajo por el nivel de
complejidad y la falta de tiempo para seguir su estudio; sin embargo es conveniente hacer

mencién de ellas, pues confio en que algunos lectores estaran interesados en estudiar con
detalle tales resultados.
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