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Introduccion

STE curso de doctorado estd disefiado, tanto para iniciarse en la investigacion en analisis
funcional, como para completar la formacién y cultura matematica de aquéllos que vayan a
dedicarse a otras especializaciones en andlisis matemaético, dlgebra, geometria y topologia,

etc. El estudiante recibird una orientacion especifica segin su progreso académico. Es objetivo
primordial del curso introducir y familiarizar al alumno con técnicas profundas del andlisis mate-
madtico que tienen aplicaciones a cuestiones de diferenciacién en espacios de Banach, optimiza-
cidn, teoria general de aproximacion, fests de convergencia sobre fronteras e integracion vectorial.
Nos centramos en aquellos aspectos del andlisis que constituyen la base necesaria para el estudio
de problemas de vigencia actual. Pretendemos que este curso proporcione, a quienes lo sigan con
aprovechamiento, una base sélida sobre la que poder iniciar tareas de investigacion en las lineas
del grupo de Anadlisis Funcional de la Universidad de Murcia.

L AS notas que siguen estdn organizadas en cinco capitulos pensados como material de trabajo

para el alumno. Cada capitulo cuenta con unos objetivos definidos, notas histéricas y llama-
das de atencién marcadas con un signo @ en las que se afslan comentarios que, en una primera
lectura, pudieran haber pasado desapercibidos para el lector. Las citas bibliograficas son nume-
rosas, y cada capitulo se cierra con un apartado que contiene comentarios
sobre libros y articulos donde poder ampliar los temas desarrollados en el mismo. Los capitulos 3,
4y 5 contienen una seccion titulada Conexion con el proyecto de investigacion, donde se exponen
cuestiones actuales de investigacion, algunas de ellas planteadas en el proyecto BFM2002-01719
(2002-2005) financiado por el Ministerio de Ciencia y Tecnologia.

El primer capitulo contiene los preliminares de topologia y teoria de dualidad que se necesitan
para el resto del curso. El capitulo segundo se dedica al estudio y demostracién de varias versiones
del teorema del punto fijo (Banach, Brouwer, Schauder, Tychonoff), asi como a sus aplicaciones
a las ecuaciones diferenciales (teoremas de Peano y Picard) y a la existencia de subespacios in-
variantes para operadores compactos en espacios de Banach (teorema de Lomonosov). En el ca-
pitulo tercero estudiamos diversas cuestiones relacionadas con funcionales que alcanzan la norma
en conjuntos convexos de un espacio de Banach, y demostramos los teoremas de Krein-Milman,
Krein-Smulian, Minkowski, Bishop-Phelps y el Principio Variacional de Ekeland. Presentamos
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e Introduccion

algunas aplicaciones del teorema de James a la teoria general de la aproximacion, y lo ligamos
con ciertos tests de convergencia y compacidad débil. El cuarto capitulo estd dedicado al estu-
dio de la diferenciabilidad y el renormamiento en espacios de Banach. Habida cuenta de que se
pueden obtener funciones diferenciables a partir de normas diferenciables, y que estas tltimas se
pueden construir a partir de normas duales rotundas, renormamiento y diferenciabilidad confluyen
de forma natural. Demostramos resultados cldsicos de renormamiento (Clarkson, Kadec, Klee) en
espacios de Banach con dual separable, los cuales nos permiten probar que estos espacios tienen
particiones de la unidad de clase C!. El ultimo capitulo se dedica al estudio de la integracién en
espacios de Banach (integrales de Bochner y de Pettis). En los capitulos anteriores, algunas de las
demostraciones hacen uso, de forma encubierta, de resultados que se pueden aislar en términos de
integracién vectorial (existencia de baricentros). Aqui proporcionamos una introduccioén a la inte-
gracion en espacios de Banach que deja al lector a las puertas de cuestiones de diferenciabilidad
de medidas vectoriales que estan ligadas, de forma natural, con los problemas de diferenciabilidad
y renormamiento desarrollados en el capitulo anterior. Nos remitimos a los cuadros 2.1, 3.1, 4.1
y 5.1 de las paginas 62, 104, 140 y 174, respectivamente, en los que se muestra la interrelacion
existente entre los resultados centrales estudiados en cada uno de los capitulos.

E L material presentado aqui es, en su mayoria, autocontenido, partiendo de la base de que el

alumno ha estudiado cursos bdsicos de topologia conjuntista, cdlculo de varias variables, teo-
ria de la medida y andlisis funcional. Referencias recomendadas donde encontrar los prerrequisitos
del curso son [2, 23, 50, 69, 96].

UEREMOS insistir en que el contacto de nuestros alumnos con la investigaciéon no se debe
Q reducir Unicamente a los cursos de doctorado y al trabajo con su director de tesis. Ambos
se deben complementar con la asistencia de los alumnos a las conferencias que, periédicamen-
te, se organizan en el Departamento de Matematicas y a las sesiones del Seminario de Anélisis
Funcional.

Finalmente, resefiamos que este curso de doctorado de 4 créditos es parte del programa de
doctorado Matemdticas que se imparte en la Universidad de Murcia, y que ha sido distinguido
en el curso 2003-2004 con la Mencion de Calidad del Ministerio de Educacién y Ciencia que,
en su informe final sobre la articulacién y coherencia de los contenidos y estructura general del
programa, argumentaba literalmente:

«Los objetivos de los cursos estdn formulados en general con mucha claridad. Los
contenidos de los cursos guardan una buena concordancia con los objetivos del pro-
grama. Hay una excelente correspondencia entre los contenidos de los cursos y las
lineas de investigacion. Los contenidos de los cursos son muy adecuados en extension
y profundidad a los créditos asignados. La metodologia diddctica propuesta es muy
adecuada a los objetivos. Los criterios de evaluacion estdn muy bien definidos. »

Bernardo Cascales y Stanimir Troyanski
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Preliminares

0
2
Q
0
0

K «OBJETIVOS» N
K Fijar una notacién y terminologia coherentes e inequivocas para el curso.

= Recordar las cuestiones bdsicas de topologia y espacios vectoriales que el
alumno debe conocer y que necesitaremos.

= Volver a introducir al alumno en la riqueza que la interrelacién de técnicas
de topologia, andlisis y dlgebra confieren a los espacios vectoriales topolo-
gicos.

= Presentar los espacios vectoriales topoldgicos como el marco adecuado para
estudiar cuestiones relativas a la dualidad, atin cuando éstas s6lo se apliquen

K a los espacios de Banach. j

N este capitulo repasamos algunas nociones basicas de topologia, dlgebra lineal, y anélisis
funcional, que deben ser conocidas por todos los alumnos, dado que son impartidas en asig-
naturas troncales de los planes de estudio de la Licenciatura en Matemadticas. En concreto,

en esta Universidad, los resultados que se recuerdan en este capitulo preliminar han sido cursados,
respectivamente, en las asignaturas:

e Topologia y Ampliacion de Topologia (Asignaturas Troncales de 6 y 9 Créditos. Primer y
segundo cursos de la «Licenciatura en Matematicas»).

e Algebra Lineal y Geometria Euclidea (Asignatura Troncal de 15 Créditos. Primer curso de
la «Licenciatura en Matematicas»).

e Andlisis Funcional (Asignatura Troncal de 6 Créditos. 1¢ Cuatrimestre. Cuarto curso de la
«Licenciatura en Matematicas»).

Nuestras referencias basicas para topologia son [48, 69], para 4lgebra lineal [31, 87] y para
analisis funcional [23, 50].

B. Cascales y S. Troyanski



° Preliminares

1.1 Espacios topolégicos

U NA topologia en un conjunto X es una una coleccién 7 de subconjuntos de X (llamados con-
Jjuntos abiertos) que satisface las propiedades siguientes: (a) el total, X, y el conjunto vacio,
@, son abiertos; (b) la interseccion de una cantidad finita de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto; (¢) la unién de cualquier coleccién de abiertos es un abierto. El conjunto X es el espacio
de la topologia 7 y el par (X, 7) se llama espacio topoldgico. Algunas veces, cuando no haya con-
fusién posible, no mencionaremos a 7, y simplemente diremos que X es un espacio topoldgico, tal
y como hacemos en toda esta seccion.

He aqui un resumen del vocabulario usual que utilizaremos al referirnos a topologias T y a los
espacios topoldgicos (X, 7).

(Comparacion de topologias| Sean X un conjunto y T, T dos topologias en X. Se dice que ¥ es

mas fina que 7 si los conjuntos t-abiertos de X son ‘T-abiertos. En este caso también se dice
que T es mas gruesa que ‘X. Se dice que ¥ y T son comparables si ¥ es mds fina que 7, o al
revés, T es mds fina que T.

Un conjunto F C X es cerrado si, y s6lo si, su complementario es abierto. Es claro
que tanto X como 0 son cerrados. Por otra parte, dado que para cada coleccién {A;},, de
subconjuntos de X se tienen las identidades

X\Ja=Nx\a) vy x\Nai=UJx\A4),
i€l i€l i€l i€l
se obtiene que la interseccion de cualquier coleccién de cerrados es un cerrado y la unién
finita de conjuntos cerrados es también un cerrado.
La adherencia de un subconjunto A de X, denotada por A, es la interseccién de todos
los cerrados de X que contienen a A.

El interior de un subconjunto A de X, denotado por A o intA, se define como el mayor
conjunto abierto de X contenido en A.

De las definiciones anteriores se pueden deducir facilmente las propiedades que siguen y que
el lector comprobard sin dificultad.

Proposicion 1.1.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

i) ACACA.
ii) El interior y la adherencia de A quedan caracterizados por las igualdades

fi:{xeX: existeVXETtalquexEVxCA}

Z:{xEX: paracadalU € 1, x€ U, setieneUﬁA;é(b}.

B. Cascales y S. Troyanski



1.1 Espacios topologicos o

iii) A es abierto si, y solo si, A = A.
iv) A es cerrado si, y sélo si, A = A.

(Topologia inducida) Si A es un subconjunto de X y 7’ es la coleccion de todas las intersecciones

ANU,conU € 1, entonces 7’ es una topologia sobre A, como puede comprobarse facilmen-
te. A 7’ se le llama topologia inducida en A por 7.

Lema 1.1.2. Sea % una familia de subconjuntos de un conjunto X tal que, para cualesquiera
miembros B1,By, € By cada x € B N\ By, existe B € 9 conx € B C B1NB,. Entonces, 0, X y la
familia de uniones de elementos de 98 forman una topologia t sobre X.

Demostracion. Es casi evidente que T es una topologia. Sélo probaremos que la interseccidn finita
de miembros de 7 estd de nuevo en 7. Consideremos A = Ji;Ai y C = U, C;, donde cada
A;,Cj € . Para cada x € A; N C}, tomamos Bj-‘j € Ftalquex e ij C A;NC;. Es claro que

ANC=|J{B};:icl, jel xeX},

conloque ANC € 7. O

(Base de una topologia) Una coleccién # C T es una base para la topologia 7 si cada elemento de

T es union de elementos de 4.

Un conjunto V se llama entorno de un punto x € X si x pertenece al interior de V. Una
coleccion %, de entornos de un punto x € X es una base de entornos para x si todo entorno
de x contiene un elemento de %,. Si, para cada x € X, %, es una base de entornos de x, la
coleccion { A, }rex se llama sistema de entornos para el espacio X. Todo sistema formado
por entornos abiertos satisface las siguientes propiedades:

(Ey).- Paracadax e X, $, # 0,y paracadalU € B, xc U.
(Ez).- SixeU € By, existe V € B talque V C U.
(E3).- Para cada U,,U, € %,, existe U € %, tal que U C U NU>.
Una base de filtro en un conjunto X es una familia de subconjuntos no vacios %
de X con la propiedad de que U NV contiene un miembro de %, paracada U,V € % . Si X

es un espacio topoldgico y %, es una base de entornos de x € X, entonces %, es una base
de filtro.

Proposicion 1.1.3. Supongamos que en un conjunto X hemos dado una coleccion {PBy}cx de
familias de subconjuntos de X que tienen las propiedades (E), (E3) y (E3). Sea 7 la familia de
todos los subconjuntos de X que son uniones de subfamilias de |J.cx $x. La familia T es una
topologia en X y la coleccion { P} xex es un sistema de entornos del espacio topoldgico (X, 7).

Demostracion. Véase [48, Section 1.2]. O
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([Espacios Hausdorff (separados)) Se dice que (X, T) es un espacio Hausdorff (T es una topologia

Hausdorff) cuando puntos distintos de X tienen entornos disjuntos. Si (X, 7) es un espacio
Hausdorff, es facil convencerse de que cada punto x € X es un conjunto cerrado.

@ En lo que sigue, salvo que especifiquemos lo contrario, siempre supondremos que nuestros
espacios topolégicos son Hausdorff.

Ejemplo 1.1.4 (Espacios métricos). Sea (M,d) un espacio métrico. Sea & la familia de todas las
bolas abiertas de (M,d), i.e., la familia de todos los subconjuntos

B(x,a) = {y eEM:d(x,y) < a},

cona >0y xe M. La familia 4 satisface la condicién exigida en el lema 1.1.2, ya que para
cualesquiera x,y,z € My a, b, c € R, siz € B(x,a) NB(y,b), se tiene que

B(z,¢) C B(x,a)NB(y,b),

donde
0<c§min{a—d(x,z),b—d(yaz)}- -

(Espacios metrizables) Un espacio topolégico (X, ) se dice metrizable si existe una métrica d

sobre X tal que cada elemento de 7 es unién de bolas abiertas. En este caso, diremos que la
topologia T es compatible con la métrica d.

(Funciones continuas) Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Se dice que f
es continua en x € X si para todo entorno V de y = f(x) se tiene que

fWV)y={ueX:fu)ev}

es un entorno de x. La aplicacién f se dice continua de X a Y sies continuaen cadax € X. f
es continua si, y s6lo si, f (V) es abierto en X para cada abierto V de Y. Equivalentemente,
f es continua si, y sélo si, para cada subconjunto C de X se tiene que f (6) C m La
aplicacion f se dice que es abierta de X sobre Y si f(V) es abierto en Y para cada abierto
V C X. La aplicacién f se dice que es un homeomorfismo si es biyectiva, y tanto ella como

su inversa son continuas.

H Espacios topoldgicos arbitrarios, 1879-1914. El gran desarrollo de la topologia gene-

== ral estuvo, en sus origenes, asociado al desarrollo y necesidad de formalizar cuestiones
de andlisis y geometria. Segtiin R. Engelking, [48, p. 35]: La topologia general debe sus co-
mienzos a una serie de articulos publicados por G. Cantor entre 1879-1884. Al discutir la
unicidad de problemas para series trigonométricas, Cantor se concentro en el estudio de con-
juntos de puntos excepcionales, donde uno puede quitar algunas hipotesis a un teorema sin
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que éste deje de ser cierto. Después, se dedico exclusivamente a la investigacion de conjuntos,
dando lugar, de esta forma, al desarrollo de la teoria de conjuntos y la topologia. Cantor in-
trodujo y estudio, en el marco de los espacios Euclideos, algunas nociones fundamentales de
topologia. Otros conceptos importantes, también en espacios Euclideos, fueron introducidos
entre 1893-1905 por C. Jordan, H. Poincaré, E. Borel, R. Baire y H. Lebesgue. En el mar-
co de la teoria general fue decisivo avanzar, desde los espacios Euclideos hasta los espacios
abstractos: nombres como los de B. Riemann, G. Ascoli, C. Arzela, V. Volterra, D. Hilbert
e I. Fredholm, aparecen entre los precursores de conceptos como los de variedad, conjunto
de curvas, conjunto de funciones, etc. Los espacios abstractos con una estructura topolégica
fueron primero introducidos por M. Fréchet y F. Riesz, 1906-1908. Con F. Hausdorff, en 1914,
comienza la topologia general en el sentido que se le da hoy. Volviendo a la nocion de entorno
y utilizando las propiedades (E;), (E») y (E3) introducidas en la pagina 9, Hausdorff da la
primera definicion satisfactoria de espacio topoldgico.

1.1.1 Conjuntos dirigidos y redes

(Conjunto dirigido) Una relacion binaria > dirige a un conjunto D si D es no vacio y se satisfacen

las siguientes propiedades:
a) Sii, j,ke€ Dsontalesquei> jy j>k, entonces i > k (propiedad transitiva).
b) Siie€ D, entonces i > i (propiedad reflexiva).
c) Paracadai,je D,existek € Dtalque k> iy k> j.

Un conjunto dirigido es un par (D, >) tal que > dirige a D. Un subconjunto L C D se dice
cofinal en D si, para cada i € D, existe j € L tal que j > i; si L es cofinal en D, entonces
(L,>) es un conjunto dirigido con la relacién binaria inducida.

Una red en un conjunto X es una aplicacién ¢ : D — X, con dominio un conjunto dirigido
(D, >). Lared se suele denotar mediante (x;);cp, donde x; = ¢ (i) parai € D.

Sea (x;);ep unared en X y A C X. Se dice que (x;);ep estd:

— frecuentemente en A, si para cada i € D existe j € Dtal que j > iy x; €A;

— eventualmente en A, si no estd frecuentemente en X \ A.
La red (x;);ep en el espacio topolégico X se dice convergente a un punto x € X si estd
eventualmente en cada entorno de x. No es dificil comprobar que X va a ser un espacio
Hausdorff si, y sélo si, las redes convergentes convergen a un unico punto. Si X es un
espacio Hausdorff y (x;);ep es una red convergente a x, se escribe

limx; ;= x,
ieD

y se dice que x es el limite de la red. Las sucesiones son un caso particular de las redes,
tomando N, con su orden total natural, como conjunto dirigido.
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Utilizando redes convergentes, se pueden caracterizar las funciones continuas: sean X e Y
espacios topoldgicos y f : X — Y una aplicacién. f es continua en x € X si, y sélo si, para
cada red (x;);ep en X convergente a x, se verifica que lim;ep f(x;) = f(x). También podemos
caracterizar los subconjuntos abiertos y cerrados en los términos que siguen.

Proposicion 1.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces:

e Para cada F C X se tiene que
F= {x € X : existe una red (x;)icp en F convergente hacia x}. (1.1)

e Un conjunto F C X es cerrado si, y sélo si, ninguna red en F converge a un punto de X \ F.
e G C X es abierto si, y solo si, cada red en X que converge a un punto de G estd eventual-
mente en G.

Demostracion. S6lo probaremos la igualdad (1.1). El resto de propiedades quedan como ejercicio.
Es claro que el conjunto descrito en la parte derecha de la igualdad (1.1) est4 contenido en F. Al
revés, sea x € F. Para cada entorno V de x, se tiene que VN F # 0. Elegimos xy € VN F. Dirigimos
ahora la familia de entornos %, del punto x mediante la relacion binaria que sigue: diremos que

U>V cuandoU CV, U,V € %,.

Es claro que la red (xy )ycg, converge y tiene limite x, y asi termina la prueba. [

(Punto de aglomeracion) Un punto x € X se dice que es un punto de aglomeracién de una red

(xi)iep si (xi)iep estd frecuentemente en cada entorno de x. Obsérvese que el conjunto de
los puntos de aglomeracién de (x;);cp (que puede ser vacio) se describe por la interseccion

C((Xi)ieD) = m {Xj . ] Z l}
ieD
Sea (x;)icp una red en X. Otra red (y;)¢ey se dice que es una subred de (x;);ep si existe
una aplicacién ¢ : L — D tal que
(i) yr =xg() paracadal € L.
(ii) Para cada iy € D, existe ¢y € L tal que, si £ > {y, entonces & (£) > ip.

Si una red (x;);ep es convergente hacia x € X, entonces todas sus subredes convergen tam-
bién al mismo punto.

Lema 1.1.6. Sea . una familia de partes de X con la propiedad de que la interseccion de dos
miembros de . contiene un miembro de /. Si (x;)iep es una red que estd frecuentemente en cada
miembro S € .7, entonces existe una subred (y;)cr de la red (x;)icp que estd eventualmente en
cada miembro S € .&.
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Demostracion. El conjunto de los pares ordenados
Dx.:={(i,8):ieD,S€.7}
se dirige por la relacién binaria
(i,8) > (j,T) si,ys6losi,i > jySCT.

El conjunto L = {(i,S) € D x.% : x; € S} es cofinal en D x ., gracias a que (x;);cp estd fre-
cuentemente en cada S € .. Si consideramos ahora la aplicaciéon ¢ : L — D dada por o ({) =i,
para £ = (i,S) € L, y definimos y; = x4y, entonces (y)ser es una subred de (x;)iep que estd
eventualmente en cada S € .. O

Del lema anterior se obtiene inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.7. Para una red (x;)icp en el espacio topolégico X, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) x € X es punto de aglomeracion de (x;)iep.
(ii) Existe una subred (y¢)icr de (x;)icp convergente hacia x.

‘ Convergencia segun Moore-Smith, 1922-1955. El concepto de red fue introducido por

== E. H. Moore y H. L. Smith en 1922. La nocién de convergencia en espacios topolé-
gicos generales fue descrita por G. Birkhoff en 1937, si bien su presentacion tenia algunas
deficiencias. La definicion correcta de convergencia de redes y subredes, que hoy utilizamos,
se debe a J. L. Kelley, quien la present6 en 1950. La teoria de convergencia de filtros, introdu-
cida por H. Cartan en 1937 y desarrollada por N. Bourbaki en 1940, es una teorfa, a la postre,
equivalente a la teoria de convergencia de redes, como fue probado por R. Bartle en 1955. A
partir de redes y filtros, los conceptos de ultra-redes y ultra-filtros son herramientas valiosas
para demostrar, entre otras cosas, en su total generalidad y de forma elegante y contunden-
te, el teorema de Tychonoff relativo a la compacidad de un producto arbitrario de espacios
compactos.

1.1.2 Compacidad

(Cubrimiento (o recubrimiento)) SeaA C X. Una familia ¢ de subconjuntos de X es un cubrimien-
tode AsiA C|J{C:C € €}. El cubrimiento ¢ de A se dice abierto si cada C € € es abierto
en X. Un subcubrimiento (o subrecubrimiento) de € es una subfamilia de 4" que también

es un cubrimiento de A.
Un subconjunto K de un espacio topolégico X se dice que es compacto si todo re-
cubrimiento abierto de K en X tiene un subrecubrimiento finito. Si K C X es compacto y
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x ¢ K, entonces existen abiertos U,V C X,conx € Uy K C V, tales que U NV = 0. Conse-
cuentemente, los subconjuntos compactos de los espacios Hausdorff son cerrados. Recipro-
camente, los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son también compactos.

Proposicion 1.1.8. Sea F un subconjunto cerrado de un conjunto compacto K. Entonces F tam-
bién es compacto.

Demostracion. Sea F C |J;¢; Gi, donde cada G; es abierto. Escribimos G = X \ F. Entonces, el
conjunto G es abierto y K C GU (|J;c; Gi). Dado que K es compacto, existen iy, ..., i, € I tales que
K C GU (Ui~ Gi,); luego F C Ui Gi,, y la prueba concluye. O

(Propiedad de la interseccion finita) Se dice que una familia {A;};c; de subconjuntos de X tiene la

propiedad de la interseccion finita si, para cada J C I finito, se tiene que () ;c;A; # 0.

Cambiando abiertos por cerrados, la compacidad puede ser caracterizada en términos de fami-
lias con la propiedad de la interseccion finita.

Proposicion 1.1.9. Un subconjunto K de un espacio topoldgico X es compacto si, y sélo si, ca-
da familia {F;},.; de conjuntos cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene
interseccion no vacia, i.e., iy Fi # 0.

Demostracion. Supongamos que K es compacto y que existe una familia {F;},_;, de conjuntos

icl
cerrados de K, con la propiedad de la interseccién finita, tal que ();c; F; = 0. Para cada i € I,
escribimos G; = X \ F;. Se tiene
Kcx=x\("F=JG
il il

Como K es compacto, existen iy,...,i, € I tales que K C J;_; Gj,. Por tanto,

n n
N F.=X\|JG, cX\K.
k=1 k=1
Por otro lado, cada F; C K, y asf, (;_; F;, = 0, lo que proporciona una contradiccién que termina
esta parte de la prueba.

Reciprocamente, supongamos que, para cada familia {F;}._, de conjuntos cerrados de K con

iel
la propiedad de la interseccion finita, se tiene que (;c; F; # 0. Sea {G;},.; un cubrimiento de K
por abiertos. Definimos F; = KN (X \ G;). Cada F; es cerrado y se verifica que

NF=kn (ﬂ(X\G,)) —KN (X\UG,-) — 0.

Por la hipétesis hecha sobre K, deben existir iy, ..., i, € I tales que (;_, F;, = 0, y asf,

0= ﬁF,-k:Km(ﬁ(X\G,-k)) :Kﬁ(X\LnJGik),
k=1

k=1 k=1

lo cual implica claramente que K C (J;_; Gj,, y la prueba termina. 0
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A través de redes, la compacidad puede ser caracterizada en los términos que siguen.

Teorema 1.1.10. Un subconjunto K de un espacio topologico X es compacto si, y sélo si, cada
red de K tiene un punto de aglomeracion que pertenece a K.

Demostracion. Supongamos que todas las redes de K tienen un punto de aglomeracién que perte-
nece a K y que K no es compacto. Entonces, existe un cubrimiento abierto {G;},.; de K tal que,
para cada subconjunto finito J C I, se tiene que K ¢ [J;c; G;. Para cada J C [ finito, elegimos
x; € K\U e, G;. Dirigimos la familia de subconjuntos finitos %(I) de I por la siguiente relacién
binaria:

J1>J en e@0(1) cuando J, C J;.

Por hipétesis, la red (x7),c #,(;) tiene un punto de aglomeracion x € K. Por un lado, como {G;};,
es un cubrimiento de K, existe k € I tal que x € Gy. Por otro lado, dado que x es punto de aglomera-
cién de (x7) ez, (1), existe J € P(I) tal que J > {k} (es decir, k € J), con x; € Gy. Obsérvese que,
por construccion, x; & U;c; G; y, sin embargo, como k € J, se tiene que x; € Gy; esto proporciona
una contradiccién que concluye esta parte de la prueba.

Supongamos ahora que K es compacto y sea (x;);cp una red en K. Veamos que el con-
junto de los puntos de aglomeracién C ((x,-),-eD) de (x;)iep es no vacio: la familia de cerrados
{{xj 1j> i}}[ ¢p tiene la propiedad de la interseccion finita y, consecuentemente, la proposi-

cién 1.1.9 puede utilizarse para obtener que

0# C((xi)ien) = (1 {xj: i =i} O

ieD
Proposicion 1.1.11. La imagen continua de un espacio topoldgico compacto es compacta.

Demostracion. Sean X e Y espacios topoldgicos, con X compacto, y f : X — Y una aplicacién
continua y sobreyectiva. Sea {G;},.; un cubrimiento abierto de Y. Como f es continua, cada
£~ Y(G;) es abierto en X. Ademds, X = J,c; f ' (G;). La compacidad de X nos asegura que existen
it,...,in € I tales que X = U{_, f~1(G;,). Entonces, Y C U}_, G,,. O

Corolario 1.1.12. Sean X e Y espacios topolégicos y f : X — Y continua y biyectiva. Si X es
compacto, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Lo tnico que hay que probar es que f lleva cerrados a cerrados, lo que se sigue
inmediatamente de las proposiciones 1.1.8 y 1.1.11. O

El corolario anterior conduce de inmediato al siguiente.

Corolario 1.1.13. Sea X un conjunto con dos topologias ¥ y 7 tal que (X,T) es compacto. Si T
es mds fina que T, entonces ¥ = T.
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Proposicion 1.1.14. Sean K| y K; dos espacios topoldgicos compactos. Entonces el espacio pro-
ducto K| X K es un espacio topolégico compacto.

Demostracion. Sea (z;)iep una red en K| x Kj. Para cada i € D podemos escribir z; = (x;,y;),
con x; € Kj e y; € K. La red (x;);cp tiene una subred convergente a un punto x € Kj, es decir,
existen un conjunto dirigido L; y o7 : L — D con la propiedad de que, para cada ip € D, existe
£y € Ly tal que, si £ > {o, entonces &(¢) > io, de forma que la red (x4(¢))¢er, €s convergente a x. Si
consideramos ahora la red (y/)¢er,, podemos encontrar otro conjunto dirigido Ly y 62 : L, — L;
con la propiedad de cofinalidad adecuada, de forma que la subred (y¢)sez, de (yi)icp converge a
un punto y € K». Es claro que (x¢,y¢)ser, €s una subred de (z;)icp que converge hacia (x,y) en
K1 x K>, que es, consecuentemente, un espacio compacto. O

La demostracién anterior vale para un producto finito de espacios compactos. Observamos
que de hecho el producto arbitrario de espacios compactos es un espacio compacto, después del
teorema de Tychonoff, [69, p. 166-167].

H Compacidad, 1894-1923. La génesis de la nocién de compacidad estd conectada con el

= teorema de Borel (1894) el cual establece que cada cubrimiento abierto numerable de un
intervalo cerrado y acotado tiene un subcubrimiento finito, y con la observaciéon de H. Lebes-
gue (1903) de que lo mismo se satisface para cualquier cubrimiento abierto no necesariamente
numerable. Muchas veces, los conceptos generales de topologia tienen un claro antecedente en
la correspondiente propiedad de subconjuntos de R. Esto pasé con la nocién de compacidad.
Durante algtin tiempo no estuvo claro si el concepto de compacidad general debia extender
las ideas subyacentes detrds del teorema de Borel, la nocién de compacidad sucesional o la
nocién de compacidad numerable. El concepto de espacio (regular) compacto fue introducido
por L. Vietoris, en 1921. La nocién de compacto que hemos utilizado aqui se debe a P. Ale-
xandroff y P. S. Uryshon, 1923, quienes demostraron muchos de los resultados que se siguen
estudiando hoy en dia en los textos bdsicos de topologia. Mencionamos que la relacién entre
compacidad y redes puede encontrarse en [69].

1.1.3 Teorema de Baire

Sean X un espacio topolégico y R un subconjunto de X. Se dice que R es denso

en ninguna parte o raro si su clausura tiene interior vacio, i.e., intR = 0.

(Conjuntos de Primera y Segunda Categoria) Las uniones numerables de conjuntos raros en X se

Ilaman conjuntos de primera categoria en X. Los conjuntos que no son de primera categoria
en X se llaman de segunda categoria en X. Obsérvese que el espacio X es de segunda
categoria en s mismo si, y s6lo si, la intersecciéon numerable de abiertos densos es no vacia.
A las intersecciones numerables de abiertos se les da, en topologia, el nombre de

conjuntos Gg.
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([Espacio de Baire] Un espacio topolégico se llama de Baire si la interseccion de cualquier sucesion

de abiertos densos es un conjunto denso. Todo espacio de Baire es de segunda categoria en
s{ mismo.
Teorema 1.1.15 (Teorema de la Categoria de Baire, 1899). Si (M,d) es un espacio métrico com-
pleto, entonces M es un espacio de Baire.

Demostracion. Sea (Gp)nen una sucesion de abiertos densos. Para demostrar que [,y Gn €S
denso, probaremos que, para cualquier abierto no vacio V. C M, se tiene que V N (ﬂneN G,,) es no
vacio. Por la densidad de G| en M, G; NV es un abierto no vacio. Tomemos x; e My r; < 1 de
modo que B[xj,r1] C VN Gj. Por la densidad de G, en M, existen x, € M y r, < 1/2 tales que
Blxp, 2] C GoaNB(x1,r1) C G NGy, NV. Por induccidn, se construyen sucesiones (x,), en M y
(rn)n con 0 < r, < 1/n, de modo que

B[Xn,l”n] C Gy ﬂB(xn,l,rn,l) cGiNnGaN...NnG,NV.
La sucesion (x,), asi construida es de Cauchy, puesto que B(xy,7,) C Blxn, | C B(Xp—1,71—1) ¥

lim,, r, = 0. Y si denotamos por x el limite de (x;,),, se tiene que x € B[x,,r,] C G, NV para cada
n, debido a que Blx,,, r,] es cerrado. Es decir, x € VN (N,en G- O

Las mismas ideas que aparecen en la demostracion del teorema anterior sirven para probar que
todo espacio topoldgico localmente compacto es de Baire.

@ Conviene observar que, si el espacio M no es completo, el teorema anterior no es cierto.
Por ejemplo, para M = Q = {q, : n € N} con la métrica inducida por la de R, se cumple
que G, := M\ {g,} es un abierto denso, mientras que (),cn G, = 0.

H Teorema de la Categoria, 1899-1937. R. Baire demostré el teorema de la Catego-

== rfa 1.1.15 para la recta real en 1899. F. Hausdorff extendio el resultado a los espacios
completamente metrizables, 1914. E. Cech establecid, en 1937, que un espacio es completa-
mente metrizable si, y s6lo si, es metrizable y es un G en alguna de sus compactificaciones.
Los espacios que son Gg en alguna de sus compactificaciones son conocidos como espacios
Cech-completos; en los espacios Cech-completos se satisface el teorema de la Categoria de
Baire. El teorema de la Categoria aplicado a espacios de funciones y a espacios de subcon-
juntos cerrados es una herramienta eficiente para establecer la existencia de algunos objetos
matemadticos, como por ejemplo, la existencia de funciones continuas en R que no son deri-
vables en ningin punto. El teorema de la Categoria es la herramienta que permite demostrar
los teoremas de Gréfica Cerrada, Acotacion Uniforme y Aplicacion Abierta para espacios de
Banach en andlisis funcional.
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1.2 Espacios vectoriales

M EDIANTE K representaremos, o bien el cuerpo de los nimeros reales R, o bien el cuerpo de
los nimeros complejos C. En tal caso, se define un escalar como un elemento del cuerpo de
escalares K.

(Espacio vectorial) Un espacio vectorial sobre K es un conjunto E, cuyos elementos se llaman

vectores, sobre el que se definen dos operaciones: la suma de vectores (a cada par de vectores
(x,y) le corresponde un vector x +y) y la multiplicacion de vectores por escalares (a cada
par (¢, x), con @ € Ky x € E, le corresponde un vector ox), satisfaciendo las propiedades:

x+y=y+x, paracadax,y € E;
x+(y+z)=(x+y)+z paracadax,y,z € E;
E contiene un tnico vector 0 tal que x+0 = x, paracadax € E;
para cada x € E, existe un Gnico —x € E tal que x+ (—x) = 0;
1x =x, paracadax € E;
o(Bx) = (af)x, paracada @, e Ky x € E;
o(x+y)=ax+ oy, paracada x € Ky x,y € E;
(a+B)x=ax+Px, paracadaa,p e Kyx€E.

A 0 se le llama elemento neutro y —x se denomina elemento opuesto de x.

Un espacio vectorial real es un espacio vectorial sobre K = R. Un espacio vectorial com-

plejo es un espacio vectorial sobre K = C.

@ Debe sobrentenderse que toda afirmacion sobre espacios vectoriales en la que no se espe-
cifique el cuerpo de escalares, es valida para espacios vectoriales reales y complejos.

(Suma de Minkowski) Si E es un espacio vectorial, A,B C E, x € E y A € K, usamos la notacién:
e x+A={x+a:acA};
e x—A={x—a:a€A};
e A+B={a+b:acA,bc B} (suma de Minkowski);
e MA={Aa:acA}.

Mediante —A := (—1)A designamos el conjunto de los opuestos de los elementos de A.

Figura 1.1: Suma de Minkowski
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(Subespacio vectorial) Se dice que un subconjunto F C E es un subespacio vectorial de E si F
es un espacio vectorial respecto de las mismas operaciones inducidas por E. Se comprueba
facilmente que esto ocurre si, y sélo si,

oF + BF C F, para cualesquiera o, 8 € K.

(Conjuntos equilibrados) Se dice que un conjunto A C E es equilibrado si €A C A paratodo o € K
tal que |a| < 1.

(Conjuntos convexos| Se dice que un conjunto A C E es convexo si

AA+(1—A)ACA, paracada0 <A <.

El conjunto A C E se dice que es absolutamente convexo si A es convexo y equilibrado, o,
equivalentemente, si

aA+ BA C A paracada o, € Kcon |o| +|B| < 1.

La interseccion de conjuntos convexos (respectivamente, absolutamente convexos) es con-
vexo (respectivamente, absolutamente convexo). Asi, en cualquier espacio vectorial E, si
A C E, entonces existe un conjunto convexo (respectivamente, absolutamente convexo) mas
pequefio en E que contiene a A (i.e., la interseccidn de todos los convexos —respectivamente,
absolutamente convexos— que contienen a A) y que denotaremos por co(A) (respectivamen-
te, I'(A)). Es facil comprobar que si A es equilibrado, entonces su envoltura convexa co(A)
es un conjunto absolutamente convexo.

(Combinacién lineal) Si xi,x3,...,x, son vectores en E, diremos que un elemento de la forma
Mx1+...+A.x,, donde A1, Ay, ..., A, €K, es una combinacion lineal de los vectores x; € E,
i=1,...,n. Las sumas anteriores suelen escribirse de forma mds breve como }?' | A;x;.

([Espacio generado) Si A es un subconjunto de E, entonces spanA representa el conjunto de todas

las combinaciones lineales de elementos de A. Es claro que spanA es un subespacio de E, el
cual se denomina subespacio vectorial generado por A.

(Conjuntos linealmente independientes] Un subconjunto A de E se dice linealmente independiente

si, para todo subconjunto finito no vacio {x; : i = 1,...,n} de A, la igualdad

i l,-xi =0
i=1

implica que
Ai=0, paratodoi=1,...,n.

(Conjuntos ordenados) Un elemento m de un conjunto (A, <) con orden parcial se llama maximal

si, cuando @ € A, con m < @, se tiene que m = a. Un conjunto (A, <) con una relacién de
orden se dice totalmente ordenadosi, para cada o, B € A, setieneque a < B 6 < a.
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Lema 1.2.1 (Kuratowski-Zorn, [69, p. 45-46]). Sea A un conjunto con orden parcial tal que cada
subconjunto B de A totalmente ordenado tiene un elemento maximal. Entonces A tiene, al menos,
un elemento maximal.

Un subconjunto B de un espacio vectorial E se dice que es una base (base de Hamel)
de E si es linealmente independiente y E = spanB. Equivalentemente, B es base de E si es
linealmente independiente y maximal con respecto a la inclusién de conjuntos. Todo espacio
vectorial tiene una base como consecuencia del lema de Zorn 1.2.1.

Dos bases cualesquiera de E tienen el mismo cardinal, que se llama dimension de
E sobre K. Un espacio vectorial E tiene dimension n € N (dimE = n) si tiene una base
{u1,...,u,} con n elementos. Esto quiere decir que cada x € E tiene una tnica representa-
cion de la forma

x=ou+...+ou,, conoz €K, i=1,...,n.

Si dimE = n para algin n € N, se dice que E tiene dimension finita. Si E = {0}, entonces
dimE = 0.

Dual algebraico) El espacio dual de un espacio vectorial E es el conjunto E¥ cuyos elementos
son las formas lineales en E, i.e., las aplicaciones g : E — K satisfaciendo

glx+y)=gx)+g0), g(ax) =og(x), paracadax,yc Ey a € K.
Nétese que E¥ dotado de la adicién y multiplicacién por escalares definidas mediante
(g1+82)(x) = g1(x) +82(x),  (ag1)(x) = agi(x),
se convierte en un espacio vectorial.

Lema 1.2.2. Sea E un espacio vectorial. Entonces E* tiene dimension finita si, y solo si, E tiene
dimensién finita, y dimE = dim E*.

Demostracion. Sea dimE = n. Entonces, existe {ej,...,e,} tal que cada x € E tiene una tnica
representacion de la formax =Y, fi(x)e;. Por la unicidad de la representacion, se tiene que

filax+by) = afi(x)+bfi(y), paracadaa,bcKyx,y€E.

Asi, se tiene que f; € E*, parai=1,...,n. Sitomamos f € E*, entonces, paracadax € E,
) =Y fle)fi(x),
i=1

luego f =Y, f(e;) f:- En consecuencia, dimE* < n = dimE.
Reciprocamente, supongamos que dim E# = n. Como E C (E*)*, obtenemos, usando lo que
acabamos de probar, que dimE < dim(E#)# < dimE*, y asi acaba la demostracion. L]
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Lema 1.2.3. Sea {f;:i=1,...,n} un subconjunto linealmente independiente de E*. Entonces,
existe {uj: j=1,...,n} en E tal que fi(u;) = &;j, parai,j=1,...,n.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre 7.

Sin=1y fi 0, tomamos e; € E tal que fi(e;) #0,y u; =e1/fi(er).

Tomemos ahora fi,..., f, € E* linealmente independientes, y supongamos, por hipétesis de
induccidn, que la tesis del lema es cierta para fi,..., f,—1 € E*. Fijemos ey, ...,e,—1 € E tales que
filej) =&ij,i,j=1,...,n—1,y para cada x € E escribamos y, = ;’:_1] fi(x)ei. Si fu(x—yx) =0
paracadax € E, entonces f, €span{f;:i=1,...,n—1},conloque fi,..., f, no serian linealmente
independientes, contradiciendo nuestra hipétesis. Existe por tanto un x € E tal que f,(x —y,) # 0.
Si definimos

Uy := AT ,
fn (x - yx)
se tiene entonces que f;(u,) =0, sii < n,y f,(u,) = 1. La prueba concluye tomando, para cada
i=1,....,n—1,u;=e;— fn(e;)uy,. O

Para f € E*, se define el niicleo de f como
kerf:={x€E: f(x)=0}.

Es claro que ker f es un subespacio de E. Si f es no nula, entonces ker f es un subespacio
propio maximal, o, equivalentemente, dim(E /ker f) = 1.

Lema 1.2.4. Sean f1,..., fu, f formas lineales en E que satisfacen

n
ﬂkerf,- Ckerf.

i=1

Entonces f € span{fi,..., fu}.

Demostracion. Si fj=0parai=1,...,n, entonces ker f; = E parai = 1,...,n. Asi, se tiene que
E =, ker f; C ker f, y por tanto, f = 0.
Supongamos ahora que fi,..., fi son linealmente independientes y que f; € span{fi,..., fx}

para j=k+1,... n. Entonces,
k n
(\ker f; C (ker f; C ker f. (1.2)
i=1 i=1

Supongamos que f ¢ span{fi,..., fi}. Entonces, f, f1,..., fx son linealmente independientes. El
lema 1.2.3 nos asegura la existencia de u € E tal que f(u) =1y fi(u) =0, paracadai=1,...,k.
La inclusién (1.2) nos dice que f(u) = 0, llegando a una contradiccién que termina la prueba. [

B. Cascales y S. Troyanski



@ Preliminares

* Espacios vectoriales, 1640-1932. La discusién de R y R® como espacios de coorde-

== nadas se remonta hasta R. Descartes y P. Fermat. La nocién de vector ya fue expuesta
por B. Bolzano, y la idea de suma de vectores aparece implicitamente, en 1799, en trabajos
de C. F. Gauss sobre la representacion geométrica que hace de los imaginarios y la aplicacién
de ellos a la geometria elemental. Nombres como los de A. Cayley y H. Grassman aparecen
asociados a las extensiones de las ideas que se expresan en espacios de 2 6 3 coordenadas
a ideas que se expresan en espacios de n coordenadas. Grassman, por ejemplo, introduce en
estos ultimos las nociones de independencia lineal o dimensidn, y establece la relacion funda-
mental dim(E) +dim(F) = dim(E + F) +dim(E N F). Fue G. Peano, en 1888, quien aprecio
en todo su valor la obra de Grassman y dio la definicion axiomatica de los espacios vectoriales
(de dimension finita 0 no) sobre el cuerpo de los nimeros reales, junto con la definicion de
aplicacion lineal. Las técnicas de dlgebra lineal asisten con éxito a cuestiones del andlisis, y
matematicos de la talla de D. Hilbert las utilizaron con éxito desde un principio. En la década
1920-30, S. Banach tuvo la brillante idea de combinar técnicas de topologia conjuntista con
técnicas de dlgebra lineal, obteniendo resultados tan potentes como los teoremas de Banach-
Steinhaus, de Grafica Cerrada y de Aplicacion Abierta. Las ramas de topologia, dlgebra lineal
y andlisis funcional contindan beneficidndose mutuamente desde los principios del siglo XX.

1.3 Dualidad

E N esta seccién queremos introducir al lector en la riqueza que la interrelacion de técnicas de

topologia, andlisis y dlgebra, presentando los espacios vectoriales topoldgicos como el marco
adecuado para estudiar cuestiones relativas a la dualidad, que serdn utilizadas con profusién en el
contexto de los espacios de Banach en capitulos posteriores.

(Funcionales subaditivos, seminormas y normas) Sean E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y

q : E — R una funcién. Diremos que:

(i) g es subaditiva si g(x+y) < q(x)+¢q(y), para todo x,y € E.
(ii) q es positivamente homogénea si g(0x) = aq(x), paratodoxde E'y a > 0.
(iii) g es sublineal si es subaditiva y positivamente homogénea.
(iv) g es una seminorma si q es subaditiva y g(ox) = |ot|¢(x), paratodox € Ey a € K.
(V) g es una norma si g es una seminorma y ademds la ecuacién g(x) = 0 sélo tiene la
solucién x = 0.

([Espacios normados y de Banach) Un espacio normado es un espacio vectorial X dotado de una

norma ||-||. Un espacio normado (X, ||-||) se llama espacio de Banach si la distancia asociada
alanorma, d : X x X — R, mediante la férmula d(x,y) = ||x— y||, es completa, es decir, si
cada sucesion de Cauchy en (X,d) converge a un punto perteneciente a X.
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La topologia asociada a una norma es compatible con la estructura de espacio vectorial, en el
sentido de que las operaciones suma y producto por escalares son continuas: esto se sigue direc-
tamente del hecho de que la norma satisface la desigualdad triangular y permite sacar escalares
fuera en valor absoluto. En otras palabras, un espacio normado es un espacio vectorial topolégico.

(Espacios vectoriales topoldgicos) Una topologia vectorial en un espacio vectorial E es una topo-

logia ¥ para la cual las aplicaciones
S(E,T)X(E,T)%(E,T) y pKX(E,{Z)—>(E,{Z),

definidas por s(x,y) =x+yy p(A,x) = Ax son continuas. Un espacio vectorial topoldgico
es un espacio vectorial £ dotado de una topologia vectorial Hausdorff . En lo que sigue,
utilizaremos e.v.f. como abreviatura para espacio vectorial topolégico, y escribiremos, in-
distintamente, (E,¥) o E[T] para denotarlo.

@ Salvo que se especifique lo contrario, todos los e.v.t. se supondrdn Hausdorff, aunque
pueda ocurrir que algunas topologias vectoriales no lo sean.

Proposicion 1.3.1. Sea E[T] un e.v.t. Entonces:

(i) Paraa € Ey A € K, A #0, las aplicaciones
sq E[X] — E[Z] y pp:E[Z]— E[Z],

definidas por s,(x) =x+ay p; (x) = Ax son homeomorfismos.
(ii) Si % es una base de entornos del origen en E[%], x € E 'y a # 0, entonces

x+au = {x—i—aU:Ue%}

es una base de entornos de x.

(iii) Si A C E es abiertoy B C E es un subconjunto cualquiera, entonces A+ B es abierto.

(iv) SiA C E es compactoy B C E es cerrado, entonces A+ B es cerrado.

(v) Si F C E es un subespacio vectorial, su clausura F es un subespacio vectorial.

(vi) Sea % una base de entornos del origen de E[T]. Si A es un subconjunto de E, entonces se
tiene que A = Nyeqy (A+U).

(vii) Si F[t] es otro ev.t.y T : E — F es lineal, entonces T es continua si, y solo si, T es

), T es continua si, y solo si, kerT es cerrado en E[%].

continua en 0. Cuando F = (K, |-

Demostracion. La demostracién de las cinco primeras propiedades la dejamos como ejercicio.
Para probar (vi) obsérvese que, por definicion de clausura, se tiene que

Ac () (A+U).
Uew
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Reciprocamente, si x € (<4 (A+U), entonces, para cada U € %, existen ay € A e yy € U tales
que x = ay + yy. Ordenando % por la relacion binaria

U, > U, si, ysoélosi, Uy C U,

para Uy, U, € %, es claro que lared (yy )y — 0, y por lo tanto, (ay )y converge a un cierto a € A,
lo que implica que x € A.

La primera parte de la propiedad (vii) es sencilla de establecer. S6lo prestaremos atencidn a la
prueba del caso F = (KK, | -|) para ver como la hipétesis ker T’ cerrado implica la continuidad de 7.
Procedamos por reduccién al absurdo, y supongamos que ker 7" es cerrado y que 7' no es continua.
Existe, por tanto, una red (x;);ep en E[%] tal que x; — 0 pero T'(x;) /4 0. La dltima condicién
significa que para algin € > 0, el conjunto J = {i € D : [T (x;)| > €} es cofinal en (D,>). Por lo
tanto, la red (x;) je; también converge a cero. Como 7 # 0, podemos tomar a € E tal que T'(a) =1,

y asi, si para cada j € J definimos
X
pe— a’
T(x))

se tiene que z; € ker Ty que z; — (—a) € kerT. Por lo tanto, ker 7 no es cerrado, y hemos llegado

lj =

a la contradiccién que acaba la prueba. O

(Conjunto absorbente] Un conjunto A C E se dice que es absorbente si, para cada x € E, existe
po > 0 tal que x € pA, para |p| > po.

Proposicion 1.3.2. Si E[%] es un e.v.t. y % una base de entornos del origen para X, entonces:

(i) Paracada U € U, existe V € U tal que V+V C U.
(ii) Para cada U € %, existe V € U tal que oV C U, para cada |a| < 1.
(iii) Cada U € U es absorbente.

En particular, -
%:{UW\SI(XU:UE%} y @:{UUE%}

son bases de entornos del origen en E[%]. Asi, cada e.v.t. tiene una base de entornos del origen
formada por conjuntos absorbentes, equilibrados y cerrados.

Demostracion. La propiedad (i) es consecuencia de la continuidad de la suma s : E X E — E en
el punto (0,0). Dado x € E, (iii) se deduce de la continuidad de la aplicacién p, : K — E[%],
dada por py(A) = Ax, en A = 0. Para demostrar (ii), dado U € %, la continuidad del producto por
escalares p : K x E[T] — E[%] en (0,0) nos asegura la existencia de una bola B[0,¢&] C Ky de
un W € % tales que B[0,€]-W C U. El conjunto V := €W satisface la propiedad requerida en (ii).

La familia % es una base de entornos del origen gracias a (ii). La familia % es una base de
entornos del origen gracias a (i) y a la propiedad (vi) de la proposicién 1.3.1. Es claro ahora que,
tomando los cierres de los elementos de @7, se consigue una base de entornos del origen formada
por conjuntos equilibrados, cerrados y absorbentes en E. [
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Proposicion 1.3.3. Sea E un espacio vectorial y sea % una base de filtro verificando:

(i) CadaU € U es absorbente y equilibrado.
(i) {U :U € %} ={0}.
(iii) Para cada U € %, existe V € U tal que V+V C U.
Si para cada x € E consideramos %, = {x+U : U € % }, entonces existe una unica topologia
vectorial X tal que Y es base de entornos de x, para cada x € E.

Demostracion. La familia {%, }icg satisface las propiedades (E;), (E2) y (E3), y por tanto, véase
la proposicion 1.1.3, existe una tnica topologia para la que { %, }+cr es un sistema de entornos. Se
comprueba que T es una topologia vectorial. O

(Topologia asociada a una familia de seminormas) Sea E[T] un e.v.t. Se dice que ¥ estd asociada

a una familia de seminormas &7 si la familia

U= (Vx€E:pi(x)<e}:pi,....pn€ P, £>0,neN (1.3)
i=1

es una base de entornos del origen para ¥; obsérvese que, en este caso, para la familia & se
satisface ,c » {x € E : p(x) =0} = {0}.

@ Es ttil tener presente que si ¥ estd asociada a &, entonces la convergencia de una sucesion

T . C .
(o red) x; = x es equivalente a la condicién p(x; —x) — 0, para toda seminorma p € &.

([Espacios localmente convexos] Un espacio localmente convexo (brevemente e.l.c.) es un e.v.t.
E[%] cuya topologia ¥ tiene una base de entornos del origen formada por conjuntos con-
vexos. En este caso se dice también que ¥ es una topologia localmente convexa.

Utilizando la proposicién 1.3.2, es facil convencerse de que todo e.l.c. tiene una base de
entornos del origen formada por conjuntos absolutamente convexos y cerrados. Si (X, ||-||)

es un espacio normado y ¥ es la topologia asociada a la norma ||-||, entonces (X,%) es un

e.l.c. Mas en general, si (E,T) es un e.v.t. cuya topologia estd asociada a una familia de
seminormas, entonces (E, %) es un e.l.c.

Como veremos en las paginas siguientes, e.l.c. y e.v.t. cuyas topologias estdn asociadas a fa-
milias de seminormas son, en realidad, una misma cosa, teorema 1.3.7.

Proposicion 1.3.4. Sea A C E un conjunto absorbente. Para cada x € E, definimos
pa(x) :=inf{t >0:x €1A}.

El funcional psy : E — R es no negativo y positivamente homogéneo. Si A es convexo, entonces
pa es sublineal, y se tiene que

{x€E:pa(x) <1} cAC{x€E:ps(x) <1}. (1.4)

Si ademds A es absolutamente convexo, entonces p es una seminorma.
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Demostracion. Para A absorbente, es claro que p4 estd bien definido y es no negativo. Por otro
lado, 0 € A, y asi, pa(0) = 0. Para ¢ = 0 se tiene que ps(0x) = 6pa(x). Para 6 > 0 tenemos que

t
pa(ox) =inf{t >0:0xctA} = inf{t >0:x€ EA} = opa(x),

y asi, ps es positivamente homogéneo.
Supongamos ahora que A es convexo y tomemos x,y € E. Sean ¢ > pa(x) y p > pa(y).
Elijamos ¢’ y p’ de forma que 6 > 6’ > pa(x) y p > p" > pa(y), satisfaciendo Z;, % € A. Se tiene

entonces que
/

Xty o x Py
G’—i—p’_c’—i—p’a’ o' +p'p

y, en consecuencia, podemos concluir que

/

pa(x+y) < pa(x)+pa(y).

Obsérvese que si A es equilibrado y ¢ > 0, entonces la condicion Ax € fA equivale a |A|x € tA,
para cada A € K. Asi, cuando A es absolutamente convexo, tenemos que, para A € K, A # 0, la
igualdad

pa(Ax) =inf{t > 0:x € ||t} = [A|inf{|A| ' :x € |A| 1A} = |A|pa(x)

establece que p4 es una seminorma. Nos queda sélo demostrar las inclusiones (1.4). Es claro que
AC {x EE :pa(x) < 1}. Por otro lado, si A es absorbente y convexo y x € AA para A > 0, entonces
X € pA para p > A, de donde se sigue que {x EE:palx) < 1} CA. O

(Funcional de Minkowski) Si E es un espacio vectorial y A C E es absorbente, ps se denomina el

Juncional de Minkowski asociado a A. Si p es una seminorma y tomamos la bola unidad
A= {x€E:p(x) <1}, entonces se tiene que ps = p.

Figura 1.2: Funcional de Minkowski
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Proposicion 1.3.5. Sean C un conjunto convexo y absorbente de un e.v.t. E[T] y pc su funcional
de Minkowski asociado. Son equivalentes:

(i) pc es continuo en E[T)].
(ii) 0 € intC (i.e, C es un entorno del origen).

Ademds, en este caso se tiene que
intC={x€E:pc(x)<1} y C={x€E:pc(x)<1}. (1.5)

Demostracion. Como 0 € {x € E : pc(x) < 1} C C, si pc es continuo, entonces 0 € intC. Re-
ciprocamente, si 0 € intC, entonces C es un entorno del origen en E[T] para el que se tiene la
inclusién eC C {x €E:pc(x) < 8}, lo que significa que p¢ es continuo en el 0. El apartado (ii)
de la proposicién 1.3.1 permite obtener ahora que p¢ es continuo en todos los puntos.
Supongamos ahora que pc es continuo y demostremos la igualdad (1.5) correspondiente al
interior. Es claro que {x €E:pc(x) < 1} C intC. Para probar la inclusién contraria, tomemos
x € intC'y fijemos (1, ), una sucesion de nimeros reales estrictamente mayores que 1 y convergente
a 1. Entonces, f,x — x, y por lo tanto, existe N € N tal que zyx € intC C C. De aqui se sigue que
pe(x) < i < 1, que es lo que se queria demostrar. El resto de la prueba se deja como ejercicio. [

Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.3.6. Sean E[T| une.v.t.y p: E — R, una seminorma. Son equivalentes:

(i) p es continua.
(ii) La bola {x € E : p(x) < 1} es abierta.
(iii) O e int{x € E : p(x) < 1}.
(iv) p es continua en el 0.
(v) Existe una seminorma continua q : E[¥] — R tal que p < q.

La correspondencia existente entre entornos del origen absolutamente convexos y seminormas
continuas permite demostrar que los e.lc. son, exactamente, aquellos e.v.t. cuya topologia estd
asociada a una familia de seminormas, y que en ellos, siempre hay formas lineales continuas que
son no nulas.

Teorema 1.3.7. Sea E[T] un e.v.t. La topologia ¥ estd asociada a una familia de seminormas si,
y sélo si, E[T] es un espacio localmente convexo.

Demostracion. Si la topologia T estd asociada a una familia de seminormas, entonces ¥ es local-
mente convexa. Reciprocamente, supongamos que E[T] es un e.lc. y sea % una base de entornos
del origen para ¥ formada por conjuntos absolutamente convexos y cerrados. Después de la igual-
dad (1.5), paracada U € % se tiene que U = {x EE:pyx) < 1}, y asi, T es la topologia asociada
a la familia de seminormas {py : U € % }. O
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La continuidad de aplicaciones lineales entre e.l.c. se caracteriza de forma similar a como se
caracteriza la continuidad de aplicaciones lineales entre espacios normados.

Proposicion 1.3.8. Sean E[T]y F[t] dosel.c., y T : E — F una aplicacion lineal. Entonces, son

equivalentes:

(i) T es continua.
(ii) T es continua en el 0.
(iii) Para cada seminorma continua q en F[t|, existe una seminorma continua p en E|[%] satis-
faciendo q(T (x)) < p(x), para cada x € E.

Demostracion. Las implicaciones (i) = (ii) y (iii) = (i) son inmediatas. Veamos que (ii) = (iii).
Sean g una seminorma continua en F[t] y U = {x €F:q(x)< 1}. U es un entorno del origen en
F para el que podemos encontrar otro entorno del origen cerrado V en E[T] tal que (V) C U. Si
p es el funcional de Minkowski asociado a V, entonces, para cada x € E 'y € > 0, se tiene que

T<p()+) cu,

lo que es equivalente a ¢(7'(x)) < p(x) + €, quedando asi establecida la validez de (iii). O

y por lo tanto,

Dual topoldgico| Para un e.v.t. E[%], llamamos dual topoldgico (o simplemente, dual, cuando no
hay lugar a confusién) al conjunto de aplicaciones lineales de E en K (i.e., formas lineales)

que son continuas para ¥ y la topologia natural de K. El dual de E[%] se denota por (E[%])’
o, simplemente, E’, si la topologia T se da por supuesta.

@ Queremos llamar la atencidn sobre lo siguiente: en el caso de un espacio normado (X - H) ,

se utiliza la notacién (X e ||)* o, simplemente, X* para referirnos al dual topolégico, que
es la forma habitual en la que este dual es representado en los libros sobre espacios de Banach.
Por esta razon, y a pesar de que la notacidn introducida en la definicidn anterior es distinta (es la
habitual en los libros de e.l.c.), preferimos no utilizar la notacién X’ para el dual topoldgico de

un espacio normado.

H Espacios localmente convexos, 1920-1966. La teoria general de los espacios vectoria-

== les topoldgicos se fundd en la década de 1920 a 1930, aunque sus origenes son ante-
riores. D. Hilbert fue uno de los nombres mds influyentes y activos que empujaron hacia la
confluencia del andlisis, el dlgebra y la topologia. En 1906, Hilbert, cuando investigaba sobre
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cuestiones desarrolladas por I. Fredholm, se dio cuenta de que la teoria de ecuaciones integra-
les podia ser presentada como un caso particular de la teoria de sistemas lineales con infinitas
ecuaciones e incdgnitas (x,),: las dnicas soluciones a considerar serfan las que satisfacen
Y, x2 < +oo. Desde ese momento estuvo claro que el espacio de Hilbert de las sucesiones de
cuadrado convergente es esencial en toda la teoria, apareciendo de forma natural como paso al
limite del espacio Euclideo de dimensidn infinita. Hilbert necesitd introducir en su espacio dos
topologias, que correspondian a la topologia fuerte y a lo que hoy en dia llamamos topologia
débil; e incluso necesitd utilizar la compacidad débil de la bola unidad. En 1907, M. Fréchet,
F. Riesz y E. Schmidt introdujeron el lenguaje de la geometria euclidea en el espacio de Hil-
bert, hablando de normas (||x|| con la notacién actual), desigualdad triangular, etc. F. Riesz y
E. Fisher demostraron, poco después, que el espacio de las funciones de cuadrado sumable
(en el sentido que H. Lebesgue habia definido en 1902) es isomorfo al espacio de Hilbert. La
teoria de los espacios de Hilbert no fue presentada de forma axiomatica hasta 1930, gracias
a M. H. Stone y J. von Neumann. Antes, entre 1920 y 1922, S. Banach, H. Hahn y E. Helly
dieron la definicion de espacio normado general. Era sin embargo conocido, como Fréchet
habia notado en su tesis (en 1906), que existian nociones de convergencia cldsicas que no co-
rrespondian a nociones de convergencia asociadas a una métrica: la topologia de convergencia
puntual en el espacio de las funciones reales acotadas. La definicién general de espacio local-
mente convexo fue dada por von Neumann en 1935. Todos los conceptos anteriores son casos
particulares de la nocién de espacio vectorial topoldgico, que fue estudiada de forma sistema-
tica hacia 1950 y, en particular, en los tratados de G. Kothe (1960) y N. Bourbaki (1966). Una
estrella indiscutible del mundo de los espacios localmente convexos generales es el espacio de
distribuciones de L. Schawrtz.

1.3.1 El teorema de Hahn-Banach: version analitica

(Extensiones de formas lineales| Dados un e.v.t. E, un subespacio vectorial F de E y una aplicacién

lineal f: F — R, siempre existe la posibilidad de obtener una prolongacién lineal, f, de
f a E. Basta, por ejemplo, considerar un complemento algebraico de F y definir f como
cero sobre €l; o, de forma mds general, tomar una base de Hamel en este complementario
y extender f definiendo f de manera arbitraria sobre los vectores de la base. De hecho, se
obtienen as{ todas las posibles extensiones lineales de f a E. Si f es continua, no hay, a priori
(incluso cuando E es un espacio normado de dimensién infinita), razon para suponer que
alguna de tales extensiones también sea continua. En algunos espacios normados concretos
es facil construir, con procedimientos particulares, formas lineales continuas. La pregunta
natural es, ;existe un procedimiento general para construir funcionales lineales continuos en
los espacios normados abstractos? El teorema de Hahn-Banach proporciona una respuesta
afirmativa a dicha cuestién.
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Teorema 1.3.9 (Hahn, 1927; Banach 1929). Sean E un espacio vectorial real y p : E — R
un funcional subaditivo y positivamente homogéneo. Sean F un subespacio vectorial de E de
codimension 1y f: F — R lineal de modo que f(x) < p(x) para cada x € F. Entonces, existe
f: E — R lineal tal que f restringida a F coincide con f y tal que f(x) < p(x) para cada x € E.

Demostracion. Por hipétesis, si xg € E \ F, entonces E = F @ span{xo}. Asi, para cada x € E se
tiene que x = y +axp, con y € F y a € R, y por tanto, cualquier extensién lineal f de f estd dada
por f(x) = f(y) +aa, para cierto o € R. Se trata ahora de determinar o para que se verifique la
desigualdad

f(x) < p(x). (1.6)
La existencia de un tal o exige condiciones que pasamos a analizar.

(a) Sia > 0,ladesigualdad f(axy+y) = aa+ f(y) < p(axo+y) es la misma que
a+flva™t) < plo+ya),
lo que a su vez equivale a

o< —f(z)+p(z+x), paratodoz€F.

(b) Si a <0, la desigualdad f(axo+y) = aa + f(y) < p(axo +Y), que equivale, después de
dividir por —a, a que
—a—f(ya™") < p(=xo—ya '),

es a su vez equivalente a
o> f(w)—p(w—x0), paratodow € F.

Asi pues, una condicién necesaria para que exista f cumpliendo (1.6), es que exista o € R
satisfaciendo

fw)—pw—x0) <o < —f(z)+p(z+x0), paratodoz,w € F. (1.7)

Rehaciendo los calculos anteriores en sentido inverso, es inmediato comprobar que dicha condi-
cién es también suficiente. Obsérvese ahora que, para que se cumpla la ecuacién (1.7), basta con
que se verifique

fw) = pw—=x0) < —f(2) + p(z+x0)

para cada z,w € F, lo cual es cierto debido a que
f@)+f(w) = flz+w) < p(z+w) = p(z+x0+w—x0) < p(z+x0) + p(w—2x0)

paracada z,w € F. O
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Corolario 1.3.10 (Hahn, 1927; Banach 1929). Sean E un espacio vectorial real y p : E — R
una seminorma. Sean F un subespacio vectorial de E de codimension 1y f: F — R lineal con
|f(x)| < p(x), para cada x € F. Entonces, existe f : E — R lineal tal que f restringida a F
coincide con f'y tal que |f(x)| < p(x) para cada x € E. En particular, si (X,||-||) es un espacio
normado, Y C X un subespacioy f:Y — R es lineal y continua, entonces existe f : X — R
lineal y continua tal que f restringida a Y coincide con fy || f|| = || f|.-

Demostracion. Para demostrar la primera parte del resultado basta utilizar el teorema 1.3.9, te-
niendo en cuenta que, dada una seminorma p, la acotacién f(x) < p(x), x € E, equivale a la
acotacion | f(x)| < p(x), para cada x € E.

Supongamos ahora que X estd dotado de una norma ||-|| y que f : ¥ — R es lineal y continua
con norma || f||. Si definimos p(x) := || f]| ||x
cumple |f(x)| < p(x), para cada x € Y. Ahora, la segunda parte del corolario es consecuencia de

, para x € X, entonces p es una seminorma que

lo demostrado en la primera parte del mismo. O

(Extensiones de Hahn-Banach en espacios normados separables) Tal y como se pondrd de mani-

fiesto en el teorema 1.3.12, la version general del teorema de Hahn-Banach requiere del con-
curso del lema de Zorn. Sin embargo, el principio de Induccién en N y el corolario 1.3.10
son suficientes para probar el teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach separables.

Teorema 1.3.11 (Hahn, 1927; Banach 1929). Sean (X, ||-||) un espacio real normado separable,
Y un subespacio vectorial de X, y f : Y — R una aplicacion lineal y continua. Entonces, existe
f:X — R lineal y continua, tal que f restringida a ¥ coincide con f, satisfaciendo || f|| = || f-

Demostracion. Sea {x, : n € N} un conjunto numerable denso en X, y definamos
X, = span{YU {x1,x2,... ,xn}}, paran € N.

Entonces, o bien X,, = X1, 0 bien X, es un subespacio de X, de codimensién 1. Por lo tanto,
por induccién sobre n, y utilizando el corolario 1.3.10, podemos extender f a un funcional lineal
g definido en el subespacio denso en X dado por Z := |J;,_; X, el cual satisface ||g|| = || f]|. Para
cada y € X, existe una sucesion (y,), en Z convergente a y. Como g es lineal y continua en Z,
la sucesién (g(y,)). es de Cauchy en R, y asi, podemos definir f(y) := lim, g(y,). Es inmediato
comprobar que el valor f(y) es independiente de la sucesién (y,), elegida en Z con tal de que ésta
converja a y, que f es lineal y que es continua, con || f|| = ||g[|(= ||f]])- O

(Lema de Kuratowski-Zorn y Teorema de Tychonoff| Todas las demostraciones conocidas del teo-
rema de Hahn-Banach, en su versién mds general, se basan de alguna manera en el axioma

de Eleccioén. Siendo mds especificos, el axioma de Eleccion se utiliza para probar el teorema
clasico de Tychonoff sobre el producto de espacios compactos.

(AT) El producto [];c; K; de una familia de espacios compactos {K;}icr es compacto.
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Kelley demostré en [68] que el axioma de Eleccién y (AT) son equivalentes. Si por (AT2)
denotamos el teorema de Tychonoff para espacios compactos separados, entonces se puede
demostrar que (AT) no es equivalente a (AT2), que (AT2) implica el teorema de extensién
de Hahn-Banach 1.3.12 y que este tdltimo no implica (AT), y por ende no implica el axioma
de Eleccién (véase [97]). Para la demostracion de 1.3.12, nosotros haremos uso del lema de
Kuratowski-Zorn, a la postre equivalente al axioma de Eleccion, que ya ha sido utilizado
para la justificacion de la existencia de bases de Hamel en la pagina 20.

Teorema 1.3.12 (Hahn, 1927; Banach 1929). Sean E un espacio vectorial real y p : E — R
un funcional subaditivo y positivamente homogéneo. Sea F un subespacio vectorial de E y sea
f:F — R lineal tal que f(x) < p(x) para cada x € F. Entonces, existe una aplicacion lineal
f:E — R tal que f restringida a F coincide con f, verificando f(x) < p(x) para cada x € E.

Demostracion. Se obtiene aplicando el teorema 1.3.9 y el lema de Kuratowski-Zorn 1.2.1. Para
aplicar dicho lema, se considera la coleccion & de todos los pares (Z, fz), donde Z es un subes-
pacio vectorial de E con F C Z, y fz es una extension lineal de f a Z verificando fz(x) < p(x),
para todo x € Z. & se ordena mediante la relacion

(Z,fz) < (W, fw) siZC Wy fw coincide con f7 sobre Z.

Es inmediato que (£, <) es un conjunto no vacio, parcialmente ordenado, en el que cada cadena
tiene supremo en . El lema de Kuratowski-Zorn garantiza que existen elementos maximales
en (#£,<). Si (Z,fz) es un elemento maximal, necesariamente Z = E, pues en caso contrario,
tomando xo € E \ Z, y de acuerdo con el teorema 1.3.9, fz se podria extender a Z & span{xo}, lo
cual contradice la maximalidad de Z. O

El lema que sigue permite reducir el caso complejo al caso real.

Lema 1.3.13. Sea E un espacio vectorial complejo.

(i) Si f:E — C es unaforma C-lineal, entonces su parte real, Re f, es una forma R-lineal, y
f(x) =Re f(x) —iRe f(ix).
(ii) Siu:E — R esuna forma R-lineal, entonces la forma f(x) := u(x) —iu(ix) es C-lineal, y
Ref=u.
(iii) Si p: E — R es una seminorma, entonces |Re f(x)| < p(x) para todo x € E, si, y sélo si,
|f(x)| < p(x) para todo x € E.

Demostracion. Los enunciados (i) y (ii) son de comprobacién inmediata. Obsérvese que, para
cada x € E, existe un cierto escalar complejo A, de médulo 1, tal que |f(x)| = A f(x), y por lo
tanto se tiene que

[f(0)] = f(Ax) = Re f(Ax) < p(Ax) = p(x),

lo que demuestra (iii). [
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Teorema 1.3.14 (Hahn-Banach (R), Sobczyk, 1939 (C)). Sean E un espacio vectorial, real o
complejo, y p : E — R una seminorma. Sean F un subespacio vectorialde E y f : F — K una
aplicacion lineal tal que |f(x)| < p(x), para todo x € F. Entonces, existe una extension lineal de
f, f 1 E — K, de modo que |f(x)| < p(x), para todo x € E.

Demostracion. Si el cuerpo es R, como ya hemos hecho notar, la desigualdad f(x) < p(x), para
x € E (0 x € F), equivale a |f(x)] < p(x), para x € E (0 x € F), y la conclusién se obtiene del
teorema 1.3.12.

Cuando el cuerpo es C, tomando u := Re f se obtiene una forma R-lineal que verifica la
desigualdad |u(x)| < p(x). El caso anterior aplicado a u garantiza la existencia de una extensién
R-lineal # de u a E conservando la acotacién. Definiendo

Fx) == di(x) — iii(ix),

se obtiene del lema anterior que | f(x)| < p(x), y que f es una extensién C-lineal de f. O

(Caracterizacion de e.v.t. con dual no nulo) Con ayuda del teorema de Hahn-Banach 1.3.14, po-

demos caracterizar los e.v.t. cuyo dual es no nulo como se hace en el teorema 1.3.15. En
particular, todo e.l.c. tiene dual no nulo (en el corolario 1.3.21 se probard que si E es un
e.l.c., entonces E’ separa los puntos de E).

@ Existen e.v.t. (como los espacios L?([0,1]), para 0 < p < 1) en los que la tinica forma lineal
continua es la forma idénticamente cero, véase [71, p. 157-158].

Teorema 1.3.15. Sea E[T] un e.v.t. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (E[T]) #0.

(ii) Existe un entorno del origen en E[%] que es convexo y distinto de E.

Demostracion. Veamos cémo (i) = (ii). Si existe f € (E[Z])’ no idénticamente nula, entonces
U= {x €E:|fx)] < l} es un abierto convexo que contiene al 0 y que no puede ser todo E.
Efectivamente, si U = E, entonces, para cada x € E, se tendria que nx € U, paracadan € N, lo que
conduce a que | f(x)| < %, para n € N; en consecuencia, f = 0, en contradiccién con la hipétesis.
Demostremos que (ii) = (i). Supongamos que existe un entorno del origen convexo U distinto
de E. Por la proposicién 1.3.2, existe un entorno del origen equilibrado V tal que V C U. Para
la envoltura convexa se tiene que W := co(V) C U, y en consecuencia, W es distinto de E. W es
un entorno del origen absolutamente convexo y, por tanto, su funcional de Minkowski p es una
seminorma continua y distinta de cero en algtin vector xo € E. La forma lineal g : span{xo} — K,
dada por g(Axg) = Ap(xp), satisface |g(y)| < p(y) para cada y € span{xp}. El teorema de Hahn-
Banach 1.3.14 nos garantiza la existencia de una forma lineal f : E — K que extiende a g, por
tanto no nula, y que satisface | f(x)| < p(x) para cada x € E. La forma f es continua después de la
proposicién 1.3.8, y asi acaba la demostracion. 0
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H Version analitica del teorema de Hahn-Banach, 1912-1923. El conocido teorema de

== Hahn-Banach es una herramienta fundamental en Andlisis Funcional y, por tanto, un
resultado de obligada lectura en este campo. El verdadero padre del teorema de Hahn-Banach
es E. Helly, quien lo establece, en 1912, en el espacio C([a, b]), simplificando resultados ante-
riores de F. Riesz de 1911. A partir de los trabajos de Riesz y Helly, era natural generalizar sus
resultados a espacios arbitrarios, lo que fue hecho por H. Hahn en 1922 y por S. Banach en
1923, restringiéndose, en primera instancia, a espacios normados completos. En la monografia
de Banach [5] ya no aparece la restriccion de completitud sobre los espacios involucrados. To-
da la teoria de dualidad en espacios de Banach (o espacios localmente convexos) se basa en el
teorema de Hahn-Banach. A partir del teorema de Hahn-Banach se puede deducir el teorema
de Krein-Milman, calcular el dual de C([a,b]), probar la existencia de limites generalizados,
obtener la caracterizacién de las mejores aproximaciones (uniformes) de funciones continuas
a espacios de polinomios (Cebysev), etc.

1.3.2 Ejemplos de e.l.c.

(Topologia de convergencia puntual) Sean Z un conjunto y E = KZ el conjunto de todas las apli-
caciones de Z en K. Para cada z € Z, definimos p,(f) = |f(z)|, con f € E. La familia de
seminormas {p, : z € Z} satisface

(N {f €E:p.(f) =0} ={0},

€Z

y asi, existe una unica topologia localmente convexa Hausdorff 7,, para la cual, una base de
entornos del punto f € E viene dada por la familia de conjuntos

{V(f,z1,22,--,2n,€) 1z €Z,1<i<n,neN, >0},

donde
V(f7Z17Z27"‘7Zn78) = {gGE ‘f(Z,)—g(ZZN <8,i: 1,...,}1}.

7, es la topologia en E = K de la convergencia puntual sobre Z.

(Topologias débiles y débiles*] Sean E[T] un e.l.c. y E' su dual topolégico. Entonces se define la
topologia débil, 6 (E,E'), de E (respectivamente, débil*, 6 (E',E), de E"), como la topologia
asociada a la familia de seminormas {p, : x’ € E'} (respectivamente, {py : x € E}) dadas
por py(x) = |x'(x)| (respectivamente, py(x') = ¥/ (x)|).

Puesto que 6 (E’, E) puede considerarse como la topologfa inducida por (K, 7,) en E', la

topologia débil* es una topologia localmente convexa Hausdorff. Una base de entornos del
origen para 6(E’, E) viene dada por

{V(O,xl,...,xn,e):xl,...,anE, neN, 8>O},

B. Cascales y S. Troyanski



1.3 Dualidad @

donde
V(0,x1,...,X,€) = {x’ cE X (x)|<eg,i= 1,...,n}.

Dado que la topologia débil de E estéd generada por la familia de seminormas {p : X' € E'},
donde p,(x) = |«/(x)| para x € E, y ademds se satisface que

() {x: pv(x) =0} = {0},

véase el apartado (ii) del corolario 1.3.21, se tiene que 6 (E, E’) es una topologia localmente
convexa Hausdorff, cuya base de entornos del origen viene dada por

{v(0,x],....x,,€): X, € E',1<i<n,n€eN, € >0},

ERR0 73]

donde

V(0,x,...,.x,€) ={x€E: |[xj(x)| <&, i=1,...,n}.
Cuando (X, ||-||) es un espacio normado, es un sencillo ejercicio comprobar que la topologia
débil o(X,X™) (respectivamente, débil* o (X*,X)) es mds gruesa que la topologia asociada
a la norma (respectivamente, asociada a la norma dual).

(Topologias en espacios de funciones continuas) Sea S un espacio topolégico completamente re-

gular y denotemos por C(S) (respectivamente, C,(S)) el espacio de las funciones escalares
y continuas (respectivamente, funciones escalares, continuas y acotadas) definidas en S.
C(S) C K5, luego en C(S) se puede considerar la topologia inducida por 7,, que serd una
topologia localmente convexa Hausdorff en C(S), para la cual, una base de entornos de cada
punto f viene dada por

{V(f,xl,...,xn,e):x,-ES, 1<i<n,neN, 8>O},

donde
V(fx15e. 0 €) = {g €C(S) : | f(xi) —glxi)| <&,i=1,....n}.
Si denotamos por % la familia de los compactos de S, y para cada K € % definimos

P (f) = sup,cx | f(x)|, entonces {px : K € #} es una familia de seminormas en C(S)
satisfaciendo la condicién

() {f:px(f)=0} = {0}.

Kex
Por tanto, existe una topologia localmente convexa Hausdorff, 7x, en C(S) para la cual la
base de entornos de cada punto f viene dada por

{V(f,K,e):Ke X, e>0},

donde
V(f,K.e)={geC(S):|f(x)—g(x)| <€, paracadax € K}.
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Cuando S = Q c K¥ es un abierto, podemos tomar K, C Q, n € N, una sucesién de com-
pactos verificando:

) Q=U_ Kn;

(i) K, CintK,,neN.
Se deduce, de las propiedades (i) y (ii) anteriores, que para cada compacto K C Q, existe
m € N tal que K C K,,. Una sucesioén del tipo (K,), se denomina sucesién exhaustiva de
compactos de Q. Asi, Tx en C(Q) es la topologia asociada a la sucesién de seminormas
{pk, : n € N}. Razonamientos estdndar permiten demostrar que Tk es la topologia asociada
a la métrica

o 1 px,(f—8)
;2 1+ pg,(f—g)’

véase el teorema 1.3.16. El espacio (C(Q), Tx) es un e.lc. metrizable y completo.

(Topologias en espacios de funciones holomorfas) Si @ C C es un abierto, podemos considerar el

espacio de funciones holomorfas 77 (Q) en el abierto Q como subespacio de (C(Q), k)
con la topologia inducida. (/' (Q),Tx) es un e.l.c. metrizable y completo, debido a que
el teorema de Weierstrass, [35, Theorem 2.1], garantiza que el limite de una sucesion de
funciones holomorfas uniformemente convergente sobre compactos es, a su vez, una funcién
holomorfa.

(Topologias en espacios de funciones diferenciables) Sea Q C R* abierto. Consideramos los si-

guientes espacios de funciones:
EMQ) = { f: Q@ — R : m-veces diferenciables con continuidad en Q},
E(Q) = { f @ — R: infinitamente diferenciables con continuidad en Q}.

Para f € K®, definimos

sop(f) :={xeQ: f(x) #0}.
Sean,
={fe&™(Q):sop(f) C K}, para K C Q, compacto.
Q) ={fe€&(Q):sop(f) C K}, para K C Q, compacto.
P2(Q) = Ugenr Zx(Q), donde % es la familia de los subconjuntos compactos de Q.

En el espacio " (Q) se considera la topologia 7y de convergencia uniforme sobre compac-
tos de las funciones y sus derivadas hasta el grado m. Una familia de seminormas definiendo
dicha topologia es {px : K € #}, donde

p(f) == sup sup|D*f(x)],

|or| <mx€K

siendo & = (0, 0, .., 04) € (NU{0})¥

=0+ 0+t oy
919l f (x)

(04] (05 (079
oxy' 9x5% -+ dx,

D%f(x) :=
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En el espacio &(Q) se considera la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos
de las funciones y todas sus derivadas. La familia de seminormas {pg ,, : K € %, m € N},
donde

Prm(f) := sup sup|D“f(x)],

|a|<mxeK

define la topologia de &'(Q). Utilizando que Q se puede poner como unién de una sucesién
exhaustiva de compactos, es fécil probar que los e.l.c. ™(Q) y &(Q) son metrizables. En
2¢(Q) y Zx(Q) se consideran las topologias inducidas, respectivamente, por & (Q) y
&(Q). El espacio Z(Q2) es un espacio no nulo al que se da el nombre de espacio base de
distribuciones, cuando se le dota de la topologia localmente convexa mds fina que hace
continuas las inmersiones Zk (Q) — 2(Q), véase [36, Definition 5.19].

1.3.3 Espacios localmente convexos metrizables y normables

(Metrizabilidad y Primer Axioma de Numerabilidad) Por definicién, un espacio topoldgico satis-

face el Primer Axioma de Numerabilidad si todos los puntos tienen una base de entornos
numerable. Los espacios métricos satisfacen el Primer Axioma de Numerabilidad, aunque
no todos los espacios topoldgicos que satisfacen el Primer Axioma de Numerabilidad son
metrizables (el intervalo de ordinales [0, ®;) es numerablemente compacto, no compacto,
satisface el Primer Axioma de Numerabilidad y no es metrizable, [99, p. 151]). Sin embargo,
para e.v.t., metrizabilidad y Primer Axioma de Numerabilidad son equivalentes, véase [71,
§15.11.1]: esto es asi porque todo e.v.t. es un espacio uniforme, y cuando satisface el Primer
Axioma de Numerabilidad, entonces su uniformidad tiene una base numerable; los espacios
uniformes con una base de la uniformidad numerable son metrizables, [69, Teorema 13,
Capitulo 6].

La equivalencia entre metrizabilidad y Primer Axioma de Numerabilidad para e.l.c. se puede

probar como sigue:

Teorema 1.3.16. Sea E[T] un e.l.c. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E[%] es metrizable.
(ii) Existe una base de entornos del origen numerable, i.e., E[%| satisface el Primer Axioma de
Numerabilidad.

(iii) Existe una familia numerable de seminormas continuas generando la topologia X.

Demostracion. La afirmacién (i) claramente implica (ii). Supongamos que O tiene una base de
entornos del origen numerable {V,,},. Podemos suponer que cada V, es absolutamente convexo
y que se satisface V,, D V,41, n € N. Sea p, el funcional de Minkowski asociado a V,,. Por la
proposicién 1.3.4, cada p, es una seminorma. Se tiene ademds que p, < p,+| paracadan € N,y
es claro que ¥ estd asociada a la familia {p, : n € N}. As{ acaba la prueba de (ii) = (iii).
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Demostremos, para terminar, que (iii) = (i). Supongamos que ¥ estd asociada a una familia
de seminormas {p, : n € N}, para la que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que se
cumple p, < p,+1, n € N (bastaria cambiar la familia {p, : n € N} por la familia {g, : n € N},
donde g, (x) := sup; <<, pr(x), para x € E). La férmula

d(x,y) := Z’I ;—nmfn{pn(x—y), 1}
n—
define una distancia en E cuya topologia asociada es €. Dejamos como ejercicio el comprobar
que d es una distancia. Para ver que ¥ es la topologia asociada a d, es suficiente demostrar que la
familia {{y € E : p,(y—x) <&} :n €N, 0 < & < 1} forma una base de d-entornos del punto x,
para cada x € E. Efectivamente, dados x € E 'y 0 < € < 1, consideremos B;(x, €). Si tomamos m
tal que X7, 3 < § Y

E
V= {yGE:pm(X—y) < %}

entonces V C By(x,€). Reciprocamente, si 0 <& <1y V = {y € E: p,(x—y) < &}, entonces

By(x,%) C V,y asi acaba la prueba. O

([Espacio de Fréchet] Un espacio de Fréchet es un e.l.c. metrizable y completo. Los espacios de
funciones (C(Q), k), (6™(Q),1¢) y (7 (), Tk ), analizados en la seccion 1.3.2, son espa-
cios de Fréchet.

Maurice René Fréchet, 1878-1974, Francia. Fréchet estudi6 en su tesis ejemplos con-

cretos de espacios localmente convexos, metrizables y completos (el espacio de todas
las sucesiones de R" y el espacio de las funciones holomorfas en el disco unidad). Fréchet hizo
énfasis en la posibilidad de definir la topologia de estos espacios por una distancia completa.
S. Banach, primero, abstrajo las ideas de Fréchet y consideré lo que se llaman los espacios de
tipo (F); S. Mazur y W. Orlicz, después, sistematizaron las ideas previas en lo que llamaron
espacios de tipo (By), que corresponden, exactamente, a lo que hoy se conoce con el nombre
de espacios de Fréchet, véanse [41, p. 215-216] y las referencias alli dadas.

(Conjunto acotado) Sea E[%] un e.l.c. Un conjunto A C E se dice acotado para ¥ si, para cada

entorno del origen U, existe p > 0 tal que A C pU. El conjunto A C E es acotado para ¥ si,
y solo si, para cada seminorma ¥-continua p : E — R se tiene sup{p(x) :x € A} < . El
concepto de acotado en un e./.c. extiende el concepto de acotado en espacios normados.

Teorema 1.3.17 (Kolmogoroff, 1934). Si E[T] es un e.l.c., entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) E[Z] es normable, i.e., ¥ es la topologia asociada a una norma.
(ii) E[%] tiene un entorno del origen acotado.
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Demostracion. La implicacién (i) = (ii) es clara, dado que la bola unidad para una norma es
siempre un entorno del origen acotado. Reciprocamente, demostremos (ii) = (i). Sea U un entorno
abierto del origen absolutamente convexo y acotado, y sean py su funcional de Minkowski'y T,
la topologia asociada a py en E. Se tiene claramente que T > ¥, , dado que U es entorno del
origen. Si vemos que T <%, , entonces T = T, , y la prueba estard terminada. Gracias a la
proposicién 1.3.5 se tiene la igualdad U = {x €E:pylx) < 1} y, €n consecuencia, tenemos que
{eU={x€E:py(x) <e}:e>0} esuna T, -base de entornos del origen en E. Para probar
que T <%, es suficiente demostrar que, dado un Z-entorno del origen V, existe € > 0 tal que
eU C V, lo que se obtiene de la definicion de acotacién para U. g

Proposicion 1.3.18. Sea Q C C abierto. Entonces, (7 (Q), k) es un espacio de Fréchet que no
es un espacio de Banach.

Demostracion. Si (7 (Q), k) fuese normable, existiria un tx-entorno del origen acotado, ¥/, en
H(Q). Asi, para cada compacto K C Q, se tendria

sup {sup|f(z)|} < oe.

fev zekK
De esta forma, ¥ es una familia normal de funciones holomorfas, véase [96, Theorem 14.6], y
por lo tanto, ¥~ es un entorno del origen compacto en el espacio normable (#(Q), 7x). Un
bien conocido resultado de Riesz establece que los espacios normados de dimensién finita son
aquéllos que tienen un entorno del origen compacto, [23, Teorema 1.2.8], y por tanto, 77 (Q) es
de dimension finita, lo cual es absurdo; en consecuencia, (.7°(Q2), Tx ) no es normable. O

@ Como existen e.l.c. metrizables y completos que no son normables y e.v.t. que no son e.l.c.
(por ejemplo, LP([0,1]) para 0 < p < 1), se tienen las siguientes inclusiones estrictas:
{espacios Hilbert} ¢ {espacios Banach} ¢ {espacios Fréchet} & {e.v.z. metrizables completos }

(Espacios de Fréchet-Montel) Un e.l.c. en el que los subconjuntos acotados son relativamente com-

pactos se dice que es un espacio de Montel. A los espacios de Fréchet que son de Montel se
les llama espacios de Fréchet-Montel. Puede probarse que todo espacio de Fréchet-Montel
es un espacio separable, véase [71, §27.2.(5)]. En particular, para cada abierto Q C C, el
espacio (7 (Q), Tx) es un espacio separable.

1.3.4 Teoremas de separacion de conjuntos convexos

Estableceremos aqui los teoremas de separacidn de conjuntos convexos, aunque empezaremos
obteniendo algunas consecuencias analiticas del teorema de Hahn-Banach 1.3.14.

Teorema 1.3.19. Sean E[T] unel.c.y F C E un subespacio. Si u : F — K es lineal y continua,
entonces existe f : E — K, lineal y continua, tal que f|r = u.
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Demostracidn. Si u es continua en F, V := {x € F : [u(x)| < 1} es un entorno del origen en F.
Existe un entorno del origen absolutamente convexo U en E tal que U NF C V. El funcional de
Minkowski p de U es una seminorma en E que satisface |u(x)| < p(x), para cada x € F, dado que
UNF CV.Por el teorema 1.3.14, existe una extension lineal de u, f : E — K, tal que

[f(x)] < p(x),

para cada x € E. Como p es una seminorma ¥-continua, proposicién 1.3.5, se tiene que f es
continua después de la proposicion 1.3.8. O

El lema que sigue serd utilizado en el corolario demostrado posteriormente.

Lema 1.3.20. Sean E[%] un e.v.t. y F C E un subespacio de dimension finita n. Entonces, todo
isomorfismo algebraico f : K" — F es un isomorfismo topoldgico, y F es cerrado en E|[%)].

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién. Para n = 1, el resultado es cierto. Supon-
gamos ahora que es cierto para n — 1, y demostrémoslo para n. Si f : K" — F es un isomorfismo
algebraicoy {¢; : i =1,...,n} es la base canénica de K", entonces

f((Otl,OCQ,...,Otn)) = 0oquy + 0uy + ...+ Ouuy,,

donde u; := f(e;), i = 1,...,n. De aqui se sigue que f es continua, dado que las operaciones de
espacio vectorial son continuas para T. Por otro lado, dado x € E, existen unos unicos f;(x) € K,
i=1,...,n, tales que

x=fi(ur + fo(x)uz + ...+ fu(x)un.
Paracadai=1,...,n, laforma lineal f;: F — K es no nula. ker f; es un subespacio de dimensién
n—1de F que, por hipétesis de induccidn, es cerrado. Esto implica que cada f; es continua por

el apartado (vii) de la proposicién 1.3.1, y asi, f~! = (f1,/2,...,f,) es continua, con lo que la
demostracidon queda terminada. O

Corolario 1.3.21. Sea E[T| une.l.c.

(i) Si F C E es un subespacio, entonces la aplicacion restriccion
(E[T]) — (F[Z]r])’

que a cada x' € (E[X]) le hace corresponder su restriccion x'|p, es sobreyectiva.

(ii) Sixg € E, xo # 0, entonces existe f € E' tal que f(xo) # 0.

(iii) Si{xi,...,x,} sonvectores linealmente independientes en E, entonces existen fi,..., f, €E’
tales que

filxj))=68;, i,j=1,...,n.

B. Cascales y S. Troyanski



1.3 Dualidad @

Demostracion. La afirmacién (i) es una consecuencia inmediata del teorema 1.3.19. Para pro-
bar (ii) observemos que si xg # 0, podemos tomar una seminorma p : E — R, continua para
%, tal que p(xp) # 0. La forma lineal u : span{xo} — K dada por u(Axg) = Ap(xo) satisface
lu(y)| < p(y), para caday € span{xo}. Por el teorema 1.3.14, existe f : E — K lineal, extendien-
dou, ytal que |f(x)| < p(x), para cadax € E; f es T-continua'y f(xo) = p(xo) # 0. Para demostrar

(iii) utilizaremos el lema anterior. Si {x1,x2,...,x,} es un conjunto linealmente independiente en
E,F :=span{x;,x2,...,x,} y fi : F — K, i=1,...,n, son las dnicas aplicaciones lineales satisfa-
ciendo fi(x;) = 0,1, j=1,...,n, entonces cada f; es continua en F para la topologfa inducida por

E[%] (dado que el lema anterior nos dice que, en F, existe una tnica topologia localmente convexa
que se obtiene por isomorfismo con K”). La prueba acaba considerando extensiones continuas de
f; a E[%], garantizadas por el teorema 1.3.19. O

(Variedades afines e hiperplanos) Se llama variedad afin en el espacio vectorial E a cualquier con-

junto de la forma xo + F, donde F es un subespacio vectorial de E y xo € E. Un subespacio
propio maximal de E es un hiperplano, y toda variedad afin correspondiente a un hiperplano
se denomina hiperplano afin.

Si E[T] es un e.v.t., entonces M C E es un hiperplano afin si, y s6lo si, existen f : E — K
lineal y a € K tales que M = {x € E : f(x) = a}. Las propiedades (i) y (vii) de la proposi-
cién 1.3.1 aseguran que M es cerrado si, y solo, si f € E’.

\

Figura 1.3: Teorema de Mazur

Teorema 1.3.22 (Mazur). Sean E[X]| un e.v.t, M C E una variedad afin y A C E un conjunto
abierto y convexo no vacio. Si ANM = 0, entonces existe un hiperplano afin cerrado H en E[¥]
tal que ANH=0yM C H.

Demostracion. No es restrictivo suponer que 0 € A (bastaria efectuar una traslacién si fuese nece-
sario); suponemos asi que A es un entorno abierto y convexo del origen. La demostracion se hace
distinguiendo los casos K=R o K =C.
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Caso K =R. M = xg + F para cierto xg € E y para cierto subespacio vectorial real F C E. Si p
es el funcional de Minkowski asociado a A, entonces A = {x € E : p(x) < 1} por la propo-
sicién 1.3.5. Como ANM = 0, se tiene que, para cada y € F, p(xo+y) > 1. Si definimos
u: F @ span{xo} — R mediante u(y+ Axg) := A, entonces u es lineal y se satisface que
u(y+Axo) < p(y+Axo) paratodo A € Ry todo y € F. Efectivamente:

(i) SiA <0, entonces u(y+Axg) =A <0< p(y+ Axg).

(ii)) Si A > 0, entonces u(y+Axp) =A-1< lp(% +xo) < p(y+Axp).
Por el teorema 1.3.12, existe f : E — R lineal tal que f]| Faspan{x,} = U, y verificando que
f(x) < p(x), paracadax € E. Si U C A es un entorno del origen absolutamente convexo y g
es su funcional de Minkowski, entonces g es una seminorma ‘-continua, proposicién 1.3.5,
y se tiene p < g. En particular, |f(x)| < g(x) para cada x € E y, en consecuencia, f es
T -continua. Si consideramos el hiperplano cerrado H := {x € E : f(x) = 1}, es claro que
M C Hyque HNA =0, dado que si x € H, se tiene f(x) = 1 < p(x), lo que significa que
x € A, quedando terminada la prueba.

Caso K=C. M = xo+ F para cierto xy € E y cierto subespacio vectorial complejo F C E. Por
el apartado anterior, existe f : E — R lineal y continuacon H :={x € E: f(x) =1} D M,
siendo f(xg) =1y HNA = 0. Es claro que, para y € F, se tiene f(y) = 0. Como F es un
subespacio vectorial complejo, se verifica que iy € F siempre que y € F y, en consecuencia,
f(iy) =0 para cada y € F. Si definimos g(x) := f(x) — if(ix), entonces el hiperplano com-
plejo Ho := {x € E : g(x) = 1 —if(ixo) } es cerrado y satisface las propiedades requeridas.

La demostracién estd ahora completa. O

(Semiespacios determinados por hiperplanos| Sean E[T] un e.v.t., f € E' y o € R. Los semiespa-

cios abiertos (respectivamente, cerrados) en E[%] determinados por f y o son los conjuntos
Go={x€E: f(x)<a}l, G*={x€E: f(x)>a}

(respectivamente, Fp = {x € E: f(x) < at}, F*={x€E;f(x)>a}).

(Separacion de conjuntos) Si A'y B son dos subconjuntos de E[T], se dice que:

(i) A y B estan estrictamente separados si existen f € E' y o € R de tal manera que
A C Gg y B C G%; en este caso, se dice que el hiperplano {x €E: f(x)= Ot} separa
estrictamente A y B.

(i) A y B estdn separados si existen f y oo como en el apartado anterior con A C Fy y
B C F%; en este caso, se dice que el hiperplano {x EE: f(x)= Oc} separaAy B.

Lema 1.3.23. Toda forma lineal no nula f definida en un e.v.t. es abierta.

Demostracion. Sean E[T] un e.vt. y f: E — K lineal tal que f(xo) # 0, para algin xo € E.
Probaremos que si G es un abierto de E[T], entonces f(G) es abierto en K, i.e., demostraremos
que, para cada y € G, el conjunto f(G) es un entorno de f(y). Distinguimos dos casos:
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Cuando f(y) # 0. Como G es abierto y la operacion multiplicacién por escalares es continua,
existe § > 0 tal que ay € G cuando l[a— 1] < 6. Si A € Kes tal que [A — f(y)| < S|f(y)
entonces |[A/f(y) — 1] < 8,y por tanto A = af(y) = f(ay) € f(G).

Cuando f(y) =0. Como G es abierto, existe un entorno V de 0 tal que y+V C G. Ademds, dado
que Ok - xo = Og y la operaciéon multiplicacién por escalares es continua, existe p > 0 tal que

’

Axp €V si|A| < p. Tenemos entonces que

{A Al <plfxo)l} = {f(r+Ax): A <p} C f(y+V) C f(G),
y la demostracion esta terminada. O

Corolario 1.3.24 (Primer teorema de separacién). Sean E[T] un e.v.t. y A, B subconjuntos con-
vexos no vacios de E, con ANB = 0. Si A es abierto, existen f : E — R lineal y T-continua, y
a € R, tales que

fla)<a< f(b), paracada ac€A,beEB.

Si ambos, A y B, son abiertos, [ puede tomarse satisfaciendo
fla) <a< f(b), paracada a€A,beE B,

es decir, A y B estdn separados estrictamente por un hiperplano real cerrado.

Demostracion. El conjunto A — B es un abierto no vacioy 0 ¢ A — B. El teorema 1.3.22 nos asegura
la existencia de f : E — R, lineal y continua, y B € R, tales que 0 € H := {x € E : f(x) = B}
y HN (A — B) = 0. Obsérvese que f =0, y asi, se tiene que f(A — B) es un convexo de R (un
intervalo) tal que O ¢ f(A — B). En consecuencia, o bien f(a —b) > 0, paracadaa € Ay b € B,
o bien f(a—b) <0, paracadaa € Ay b € B. Por ejemplo, en el segundo caso, f(a) < f(b) para
cadaa € Ay b € B, y por lo tanto, podemos asegurar la existencia de & € R satisfaciendo

sup{f(a):a€A} <a <inf{f(b):beB}.

Si A es abierto, entonces f(A) es un intervalo abierto de R después del lema 1.3.23, y se concluye
que f(a) < o, para cada a € A. En el caso de que ambos A y B sean abiertos, se tendrd también
que o < f(b), para cada b € Bs y, en consecuencia, A y B estardn estrictamente separados por un
hiperplano real cerrado. O

Para el segundo teorema de separacion se necesita el siguiente lema, que queda como ejercicio.

Lema 1.3.25. Sean E[T] un e.v.t., K C E un conjunto compacto 'y F C E un conjunto cerrado con
KNF = 0. Entonces, existe un entorno abierto del origen W tal que

(K+W)N(F+W)=0.
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Corolario 1.3.26 (Segundo teorema de separacion). Sean E[%] un el.c. y K, F subconjuntos
convexos disjuntos de E, con K compacto y F cerrado. Entonces, existe un hiperplano real cerrado
que separa estrictamente K y F. Mds aiin, existen f : E — R lineal y continua, x € Ry € > 0,
tales que, para todoy € K y todo z € F,

f) <a—e<a< f(z).

Demostracion. Por el lema anterior, existe un entorno del origen abierto y absolutamente convexo
W tal que (K+W)N(F+W) = 0. Los conjuntos K +W y F + W son abiertos y convexos, véase
el apartado (iii) de la proposicién 1.3.1. Ahora, el corolario 1.3.24 nos garantiza la existencia de
f:E — R, lineal y continua, y @ € R, tales que

fy) <a< f(2),

paratodo y € K'y todo z € F. Como toda funcién real continua en un compacto alcanza su maximo,
se tiene que max,cx f(y) < oy, en consecuencia, para cierto € > 0 se tendrd que

f)fa—e<a<f(z),

paratodoy € K ytodoz € F. O

@ Para conjuntos cerrados y convexos, el teorema anterior no es cierto. Basta tomar en R?

los cerrados convexos K = {(x,0) € R? :x >0} y F = {(x,y) € Ry xRy :xy > 1}. El
teorema anterior nos permite separar estrictamente, en cualquier e.l.c., un conjunto convexo de
cerrado de un punto que no pertenece a él. En el caso finito-dimensional X = R”, se puede separar
(no necesariamente de forma estricta) cualquier convexo de un punto que no estd en el convexo,
véase [98, Theorem 1.3.4].

Corolario 1.3.27. Sean K y F subconjuntos disjuntos de un e.l.c. E[T], tales que K es compacto
y F es cerrado. Si K se supone absolutamente convexo y F convexo, entonces existe u € E' tal que

suplu(x)| < inf [u(y)!
xeK yeF

Demostracion. Demostramos el caso complejo. Tomamos f : E — R, lineal y continua, y @ € R
como en el corolario anterior, y definimos u(x) := f(x) —if(ix), para x € E. Entonces u es lineal
y satisface que Reu(x) = f(x) para cada x € E. De esta forma tenemos que

(i) para cada x € K, existe un cierto 8 € R tal que |u(x)| = ¢”u(x), y por lo tanto se tiene
u(x)| = u(x) = u(ex) = Re(u(eiex)) <a-—¢g;

(i) a <Reu(y) <|u(y)|, paracaday € F.

Asi queda terminada la prueba. [
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Corolario 1.3.28. Sean E[T] un el.c. y A un subconjunto de E. La envoltura convexa y cerrada
de A es la interseccion de todos los semiespacios que contienen a A determinados por hiperplanos
afines cerrados en E, i.e.,

co(A) = ﬂ {Fy : A C Fy, Fy semiespacio cerrado} . (1.8)
En particular, si A es convexo y cerrado, entonces

A= ﬂ {Fy : A C Fy, Fy semiespacio cerrado} .
Demostracion. Claramente se tiene co(A) C ({Fy : A C Fy, Fy semiespacio cerrado}. Por otro
lado, si x ¢ co(A), entonces existen una forma f : E — R lineal y continua y & € R, tales que
f(x) > a > f(y), para cada y € co(A). Esto significa que, para el semiespacio determinado por f
y @, se tiene que x ¢ Fy, mientras que A C Fy, lo que nos da la otra inclusién que necesitamos

para concluir la igualdad (1.8). 0
El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lo que acabamos de demostrar.

Corolario 1.3.29. Sean E un espacio vectorial y T y T dos topologias localmente convexas sepa-
radas en E, tales que (E[X]) = (E[t])’. Entonces, los conjuntos convexos S-cerrados y t-cerrados
son los mismos.
@ Si E[%] es un e.l.c., entonces (E[T]) = (E[o(E,E")])’, véase la proposicién 1.3.33 y, en
consecuencia, los subconjuntos convexos T-cerrados y o(E, E’)-cerrados son los mismos.

Corolario 1.3.30. Sean E[T| une.l.c.y F C E un subespacio vectorial. Entonces
F={x€E:f(x)=0,si f€Ey flr =0}.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del hecho de que una forma lineal acotada en un subes-
pacio vectorial se anula en este subespacio, y del corolario 1.3.28. g

Corolario 1.3.31. Sean E[T| un e.l.c.y S un subconjunto de E. Son equivalentes:

(i) S es total en E[T), i.e., span(s) = E.
(ii) Si f € E'y f|s =0, entonces f =0 en E.

H Stanislaw Mazur, 1905-1981. En la monografia de S. Banach Théorie des opérations

== [inéaires, 1932, las propiedades de los conjuntos convexos eran practicamente ignora-
das. Sin embargo, de forma casi simultdnea, 1933, S. Mazur habia desarrollado ya una versién
geométrica del teorema de Hahn-Banach, generalizando la teoria de Minkowski al demostrar
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que, si K es un subconjunto convexo de un espacio normado E, entonces, para cada punto en la
frontera de K, existe un hiperplano cerrado que es soporte de K. Los teoremas de separacion de
conjuntos convexos han encontrado numerosas aplicaciones en geometria, andlisis, optimiza-
cion, etc. Mazur fue co-fundador con Banach de lo que se conoce como la Escuela Polaca de
Andlisis Funcional. Mazur fue estudiante de Banach, y uno de los artifices del Scottish book.
S. Ulam, escribe:

Para aquéllos que no conocen el “Scottish book”, debo empezar diciendo que es una
coleccion informal de problemas en matemdticas. Fue empezado en Lwow, Polonia,
en 1935. Realmente, algunos de los problemas se habian originado antes, quizds 6 0
7 afios antes.

El Scottish book recoge los problemas que fueron discutidos por Banach, Mazur, Ulam y
otros, cuando se reunian en el Scottish Cafe en Lwow. Para cada problema propuesto se oftre-
cia un premio por su solucién. Hay una anécdota sobre uno de los mds famosos problemas
del Scottish book. Este es el problema 153, propuesto por Mazur, cuyo premio consistia en un
ganso vivo. El problema 153 estuvo originalmente formulado en términos de aproximaciones
de funciones continuas en dos variables por combinaciones lineales de sus secciones. A. Grot-
hendieck demostré en su tesis, en 1955, que el problema 153 es equivalente al problema de la
aproximacion, que en su tiempo fue considerado uno de los problemas centrales en el anélisis
funcional. El problema de la aproximacion es el siguiente: ;Es cada operador lineal compacto
de un espacio de Banach X en otro espacio Y el limite en norma de una sucesion de operado-
res de rango finito? El espacio de Banach Y se dice que tiene la propiedad de la aproximacién
si la respuesta a la cuestion anterior es positiva para cada espacio de Banach X. Espacios de
Hilbert y espacios de Banach con base de Schauder tienen la propiedad de la aproximacion.
La respuesta al problema de la aproximacion (por tanto, al problema 153, y al problema de la
base) es negativa. Esto fue probado en 1972 por P. Enflo. El ganso fue entregado por Mazur a
Enflo un afio después, cuando este tltimo estaba dando una charla en Varsovia presentando la
solucién al problema de la aproximacion.

1.3.5 Pares duales. Polares. El teorema del bipolar

Un par dual (F,G) es dos espacios vectoriales F' y G junto con una aplicacién bilineal
(-,+): F x G — K satisfaciendo las propiedades:

(i) Si (x,y) =0 para cada x € F, entonces y = 0.
(ii) Si (x,y) =0 paracaday € G, entonces x = 0.

Dados xg € F e yy € G, consideramos las aplicaciones lineales
fuw:G—K y f:F—K
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dadas por fy,(y) := (x0,y) y f7(x) := (x,y0), para x € F e y € G. La aplicacién x — f
(respectivamente, y — f”) es lineal e inyectiva de F en un subespacio del dual algebraico
de G, G* (respectivamente, del dual algebraico de F, F #). Algunas veces, consideraremos F
(respectivamente, G) ya identificado como subespacio de G* (respectivamente, F*) a través
de la correspondiente inyeccién anterior.

(Topologias débiles) Si (F,G) es un par dual, llamamos topologia débil 6(F,G) de F inducida por

G, a la topologia mas gruesa en F para la cual las aplicaciones f” : F — K, para cada
y € G, son continuas. De forma dual, se define la topologia débil 6(G,F) de G como la
topologia mds gruesa en G para la cual son continuas las aplicaciones f; : G — K, para
cada x € F. Obsérvese que o (F, G) es una topologia localmente convexa separada, generada
por la familia de seminormas

P :={py:y€G},

donde py(x) = |(x,y)|, para cada x € F.

Si E[%] es un e.l.c. y consideramos la dualidad (E,E’), entonces las nociones de topologias
débiles en el par dual coinciden con las nociones de topologias débiles y débiles* introduci-
das en la pagina 34.

Ejemplo 1.3.32.

(i) Si E es un espacio vectorial y E* es su dual algebraico, (E, E*) es un par dual con la aplica-
cién bilineal natural (x,x*) = x*(x) para cada (x,x*) € E x E*,

(ii) SiE[T]esune.lc.yE'es sudual topoldgico, entonces (E,E’) es un par dual con la aplica-
ci6n bilineal (x,x") = x/(x), gracias al apartado (ii) del corolario 1.3.21.

(iii) Si I es un conjunto de indices y K; = K, para cada i € I, entonces <]'Iie 1Ki,Bier Ki> es un
par dual con la aplicacion bilineal ((A)ics, (&)ier) = Lics Ai&i-

(iv) Sea E = (C(K),||"||), con K compacto. Para cada x € K, consideremos §, : C(K) — K
el funcional lineal continuo &8,(f) := f(x). Definamos K = {8, : x € K} C (C(K), ||||)*, y
sea F = span(K). Entonces, (E, F) es un par dual con la aplicacién bilineal inducida por la
aplicacion bilineal natural del par dual (C(K), (C(K), ||-||)*). Obsérvese que, si considera-
mos el par dual (E, F), entonces la topologfa débil 6 (E,F) = ¢ (C(K), span(K ) =Tpesla
topologia de la convergencia puntual inducida por KX, O

Proposicion 1.3.33. Si (F,G) es un par dual y f : F — K es una forma lineal, entonces f es
o (F,G)-continua si, y sélo si, existe y € G (necesariamente tinico) tal que f = f”.

Demostracion. Es claro que cada f¥ es o(F,G)-continua, por definicién de o (F,G). Reciproca-
mente, sea f : F — K lineal o(F, G)-continua. Caso de existir y € G satisfaciendo f = f”, este y
debe ser tnico por la propiedad (i) de la definicién de par dual dada en la pagina 46. La existencia
de y se razona de la siguiente forma: dado que f es o(F,G)-continua, de acuerdo con la propo-
sicién 1.3.8, existe una seminorma o (F, G)-continua p definida en F tal que |f(x)| < p(x), para
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todo x € F. Puesto que {x € F : p(x) < 1} es un entorno del origen en ¢(F,G), existen vectores
V1,2, -.,¥n € G de modo que

{x:|@e,y)| <1, i=1,...,n} C{x:p(x) <1}.

Esta inclusi6n implica que p(x) < sup;;.,|f* (x)|, para cada x € F, y por tanto,

f()] < sup [f(x)],

1<i<n

para cada x € F. De la desigualdad anterior se obtiene que ()7, ker /> C ker f. De aqui, se sigue la
existencia de escalares A;,4,,...,4, tales que f =Y | A;f7i, véase el lema 1.2.4, lo que significa
que siy =YY", A;y;, entonces f = f”, y asi acaba la demostracion. ]

@ Cuando E[%] es un e.Lc. se tiene que E[o(E,E")]' = E' y, después de la oportuna identifi-
cacion, también se tiene que E'[c(E",E)]' = E.

Corolario 1.3.34. Sean (F,G) un par dual y Gy C G un subespacio vectorial. La aplicacion

bilineal (-,-) induce un par dual (F,G) si, y sélo si, aG(G’F) =G.

Demostracion. Después de la proposicién anterior tenemos que G = F[o(F,G)|". Para G| C G, el

G _ g si, y s6lo si, cada forma f, € G[o (G, F)]’ satisfaciendo

fxlg, = 0 es idénticamente nula. Esta condicidn significa que, six € F 'y (x,y) =0 paracaday € G,

corolario 1.3.31 nos dice que G°

entonces x = 0, es decir, (F,G) es un par dual. O

@ Obsérvese que, como consecuencia de lo demostrado en el corolario anterior, se obtie-
ne que si E[T] es un e.lc., entonces el dual topolégico E’ es 6(E* E)-denso en el dual
algebraico E, i.e., las formas lineales se aproximan por formas lineales y continuas.

Sean (F,G) un par dual y A un subconjunto de F. Llamamos polar (absoluta) de A al
subconjunto A° de G dado por

A” = {ye G:|{xy| <1, paratodoxeA}.

Llamaremos bipolar de A al subconjunto A°° = (A°)° de F.

Ejemplo 1.3.35.

(i) Sea (X,||-]|) un espacio normado, consideremos (X,X*) y sea A = By la bola unidad cerra-
da. Entonces,

By ={x*€X": |x"(x)| <1, x € By} = By,

By = {xeX:|x"(x)| <1, x"€By-} =By.
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Figura 1.4: Polar de B(R’z‘H-l\m)

(ii) Sean (F,G) un par dual y M C F un subespacio vectorial. Entonces,

M°={yeG:|(x,y)| <1, paratodox e M}
= {yeG: (x,y) =0, paratodoxeM} — Mt 0

Proposicion 1.3.36. Sean (F,G) un par dual y A un subconjunto de F. Entonces:

(i) A° es un conjunto absolutamente convexoy 6(G,F)-cerrado.
(ii) Si Ay C A, entonces A° C Aj.
(iii) Si a € K, o # 0, entonces (0tA)° = a~1A°,
(iv) A C A"
(v) A° =A°°".
(vi) (UiesrAi)” = Nies 47

Demostracion. Estas propiedades son de comprobacién inmediata y se dejan como ejercicio. [

Teorema 1.3.37 (Teorema del bipolar). Sean (F,G) un par dual y A C F un subconjunto. Enton-
ces, A°° es la envoltura absolutamente convexa o (F,G)-cerrada de A.

Demostracion. Sea A; :=I'(A) la envoltura absolutamente convexa y cerrada de A. Como A°° es
absolutamente convexo y cerrado, se tiene que A; C A°°. Para probar la otra inclusién demostra-
remos que si xo € F \ Ay, entonces xo € F \ A°°. Como F[o(F,G)| es un e.lc., A; es cerrado y
absolutamente convexo y {xo} es convexo compacto, disjunto de A;, podemos aplicar el corola-
rio 1.3.27 para obtener u € Gy o € R satisfaciendo

sup | (x,u)| < & < o+ < |{xo,u)|.
XEA]
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Puesto que 0 € A1, se tiene que o > 0. Reemplazando u por «' = o~ 'u y denotando por £’ = a~ e,
se tiene que

sup | (x,u')| <1< 1+¢&" < |(xo,u)].
XEA|

De aqui se deduce que xp € F \ A°°, con lo que acaba la demostracion. O

(Conjuntos equicontinuos) Sea E[%] un e.l.c. Un conjunto M C E’ se dice que es T-equicontinuo

si, para cada € > 0, existe un T-entorno del origen U en E tal que |x'(x)| < €, para cada
x € U y cada X' € M. Una familia de -equicontinuos & en E’ se dice fundamental si, para
cada conjunto T-equicontinuo M C E’, existe N € & tal que M C N.

Corolario 1.3.38. Sean E[T| une.l.c.y (E,E’) el par dual candnico asociado.

(i) SiU C E es un T-entorno del origen, entonces U° es S-equicontinuo. Reciprocamente, si
M C E' es T-equicontinuo, entonces M° es un entorno del origen.
(ii) Si % es una base de entornos del origen de E[X), entonces las polares {U° }ycq forman
una familia fundamental de equicontinuos de E'.
(iii) Si & es una familia fundamental de S-equicontinuos de E', entonces la familia de las polares
{M°}yce forma una base de T-entornos del origen en E.

Demostracion. Demostremos (i). Si U es un T-entorno del origen, entonces U° es equicontinuo,
ya que dado € > 0, para cada x € eU y cada X’ € U°, se tiene |x'(x)| < €. Reciprocamente, si
M C E’ es T-equicontinuo, entonces existe un T-entorno del origen U C E tal que |x'(x)| < 1, para
cadax € U y cada x’ € M. Por definicién de polar se tiene que U C M°.

Los dos apartados (ii) y (iii) se prueban de forma similar. Demostraremos (iii), dejando (ii)
como ejercicio. Si & es una familia fundamental de equicontinuos, entonces M° es T-entorno del
origen para cada M € &. Para terminar la prueba serd suficiente comprobar que, para cualquier
T-entorno del origen U C E absolutamente convexo y T-cerrado (0 (E,E’)-cerrado después del
corolario 1.3.28), existe M € & tal que M° C U. Como U es T-entorno del origen, su polar U°
es T-equicontinuo y, por lo tanto, existe M € & tal que U° C M. El teorema del bipolar y la
proposicién 1.3.36 nos aseguran ahora que M° C U°° = U, y asi acaba la demostracion. 0

Corolario 1.3.39. Si E[%] es un el.c., entonces ¥ es la topologia de convergencia uniforme sobre
los T-equicontinuos de E'.

Corolario 1.3.40. Sea (F,G) un par dual y sea {A; : i € I} una familia de subconjuntos de F
o (F,G)-cerrados absolutamente convexos. Entonces:

————6(FG)

() (U]
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Demostracion. El teorema del bipolar nos asegura que A7° = A;. Se tiene por tanto que

(Ua7) =Nar =Nas
il iel il
Tomando ahora polares en la igualdad anterior y haciendo uso, otra vez, del teorema del bipolar
se obtiene el resultado deseado. O

Teorema 1.3.41 (Alaoglu-Bourbaki). Sea E[%] un e.l.c. Todo subconjunto T-equicontinuo M de
E' es 6(E',E)-relativamente compacto.

Demostracion. Sea M C E" un subconjunto T-equicontinuo. Considérese el espacio E'[c(E’,E)]
como subespacio de (K, 7,(E)). Para ver que M es 6 (E’, E)-relativamente compacto es suficien-
te, después del teorema de Tychonoff, probar que MG(E/’E) =M C E’, y que M es puntual-
mente acotado. Ahora bien, M (E estd formado por aplicaciones lineales, ya que sus elementos
son limites puntuales de redes equicontinuas. Para ver que M es acotado razonamos como sigue.
Sea U un T-entorno del origen tal que |x'(y)| < 1, paracadax’ e Mey e U.Dadox € E,seap >0
tal que px € U. De aqui se tiene que el conjunto {[x’(x)| : x’ € M} estd acotado por 1/p. O

Corolario 1.3.42. Sea (X ) ||||) un espacio normado. Entonces, la bola unidad cerrada Bx- es
o(X*,X)-compacta en X*.

1.3.6 Topologias débiles en espacios de Banach. Reflexividad

@ Si X es un espacio de Banach, entonces su dimensién algebraica es finita o es no nume-

rable. Para convencerse de que esto es asi, se demuestra que X no puede tener dimen-
sién algebraica numerable: Supongamos que la tiene, y sea {e, }, una base algebraica. Entonces
X =, — Xn, con X,, = span{e; : 1 <i<n}.Como los X, son subespacios propios, no tienen pun-
tos interiores, siendo ademas cerrados debido al lema 1.3.20. Por tanto, X es de primera categoria
en si mismo, lo que contradice el teorema de Baire 1.1.15, y llegamos asi a una contradiccién

|que termina la prueba. )

Proposicion 1.3.43. Sea (X |II1) un espacio normado. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) La topologia débil o(X,X™) (respectivamente, débil* c(X*,X)) es mds gruesa que la topo-

logia asociada a la norma en X (respectivamente, la norma de X*).

(ii) La topologia débil 6(X,X") es metrizable si, y solo si, X es de dimension finita. En este
caso, 6(X,X*) coincide con la topologia asociada a la norma.

(iii) Un subconjunto convexo de X es o(X,X*)-cerrado si, y sélo si, es cerrado en la topologia
asociada a la norma.

(iv) La aplicacion ~: X — X™* dada por x(x*) = x*(x), x* € X*, es un isomorfismo isométrico
sobre su imagen. Sumergido X en X** via ~, X es o(X**,X*)-denso en X**.
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Demostracion. La propiedad (i) es inmediata de comprobar. Demostremos (ii). Si X es de di-
mension finita, entonces el lema 1.3.20 nos dice que la topologia débil y la asociada a la norma
coinciden, y por lo tanto, 6(X,X"*) es metrizable. Reciprocamente, supongamos que ¢ (X,X*) es

metrizable, y sean xj,x3,...,x5,... una sucesién en X* y (§&,), una sucesion de nimeros reales
positivos tales que {V(0,x7,...,x}, en)}n es una base de entornos del origen para o(X,X*). Da-
do x* € X*, el entorno V(0,x*,1) contendra cierto entorno V(0,x7,...,x},€,) y, en consecuencia,

" kerx! C V(0,x*,1). De aqui se obtiene que x* estd acotada en el subespacio (i_, kerx, y por
tanto, x* debe anularse en €l, lo que significa que (i kerx} C kerx™. Si utilizamos el lema 1.2.4,
obtenemos que x* es una combinacién lineal de x},x3,...,x,, y de esta forma concluimos que
X* no es de dimensién no numerable, siendo, en consecuencia, de dimensién finita después de la
observacion previa a esta proposicion. Si el espacio dual X* es de dimension finita, entonces el
espacio X también es de dimension finita, gracias al apartado (iii) del corolario 1.3.21; la prueba
de esta parte estd terminada.

La afirmacién recogida en (iii) es un caso particular del corolario 1.3.29. La primera parte
de (iv) es consecuencia del teorema de Hahn-Banach. La segunda parte se obtiene del corola-
rio 1.3.34, dado que el par dual (X*,X**) induce, de forma natural, el par dual (X*,X). O

Reflexividad) Un espacio de Banach (X, ||-||) se dice reflexivo si la aplicacion ~: X — X** da-
da por x(x*) = x*(x), x* € X*, es sobreyectiva. En otras palabras, tras la correspondiente
identificacion de X con X, X es reflexivo si, y s6lo si, X = X**.

@ Obsérvese que la nocién de espacio reflexivo ha de estar, necesariamente, ligada a espacios
de Banach, ya que el bidual X** de un espacio normado es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.3.44.
(i) Sil < p < oo, entonces (¢7,]|-||,) es reflexivo, dado que, para 1/p+1/q =1,
(€7, 111" = (€ [I-lg)™ = (€%, 1l p)-

(ii) Mds en general, sean 1 < p < ooy (Q,X, 1) un espacio de medida. Entonces, el espacio
(LP(u), |||l p) es reflexivo, dado que

(P ) N-l1p)™ = (@ )s N1-llg)™ = (@ () [l )

donde 1/p+1/g =1, véase el corolario 1.3.53.
(iii) El espacio (co,||-||~) es no reflexivo, dado que se tienen las igualdades

(co, [I-ll=)™ = (€L 1110)™ = (€7, [I ]|,
siendo cp # £7. O

El siguiente resultado, que es una mejora de la segunda parte de (iv) en la proposicién 1.3.43,
es fundamental para caracterizar los espacios de Banach reflexivos.

B. Cascales y S. Troyanski



1.3 Dualidad @

Teorema 1.3.45 (Goldstine). Sean (X, ||||) un espacio normado, By su bola unidad y By~ la
bola unidad de X**. Si consideramos X como un subespacio de X** (via ~), entonces Bx es un
subconjunto ¢ (X**,X*)-denso de Bx+.

Demostracion. Claramente By C By+. El teorema de Alaoglu-Bourbaki 1.3.41 nos asegura que
7G(X**,X*)

By« es o(X**,X*)-compacto, y por lo tanto se tiene que By C Bx+. Si suponemos que

(X" X%

. ., . -0 .
la inclusién es estricta, entonces podemos tomar x™* € By« \ Bx . Haciendo uso ahora del

corolario 1.3.27, existe x* € X* de manera que se verifican las siguientes desigualdades,

I} = sup [ ()| < 2™ () < [ ]| < (1],
XEBx

con lo que se llega a una contradiccién que termina la demostracion. O

Teorema 1.3.46 (Caracterizacion de la reflexividad). Sea (X,||-||) un espacio de Banach. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es reflexivo.
(ii) La bola unidad Bx es o(X,X*)-compacta.

Demostracion. Veamos cémo (i) = (ii). Si X es reflexivo, entonces X = X** y, en consecuencia,
Bx = By es 0(X,X*)-compacto por el teorema de Alaoglu-Bourbaki 1.3.41.

Para la implicacién (ii) = (i) razonamos como sigue. Si Bx es o(X,X*)-compacto, entonces
By debe ser igual a By, dado que By es o(X™*,X*)-cerrado y o(X**,X*)-denso en Bx-+ después
del teorema de Goldstine. Si By = By++, entonces X = X**, y la prueba termina. ]

Corolario 1.3.47. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach.

(i) Si X es reflexivo e Y C X es un subespacio cerrado, entonces Y es reflexivo.
(ii) X es reflexivo si, y solo si, (X*,||-||) es reflexivo.

(iii) Si X es reflexivo, entonces X es separable si, y solo si, X* es separable.

Demostracion. La propiedad (i) se sigue inmediatamente de la caracterizacién dada en el teorema
anterior, teniendo en cuenta que Y es o(X,X*)-cerrado en X, véase (iii) en la proposicion 1.3.43,y
que gracias al teorema de Hahn-Banach 1.3.19 se tiene que (X ,X*)|y = o(Y,Y*). Demostremos
(ii): si X es reflexivo, entonces X* es, evidentemente, reflexivo. Reciprocamente, si X* es reflexivo,
entonces X** es reflexivo, y su subespacio cerrado X también lo es por lo probado en el apartado
(i). Para la propiedad (iii) utilizamos la lema 1.3.48 que se demuestra a continuacién: si X* es
separable, entonces X es separable. Por otro lado, cuando X es reflexivo, si X = (X*)* es separable,
entonces X* es separable. 0l

Lema 1.3.48. Si (X, ||-||) es un espacio de Banach con dual separable, entonces X es separable.
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Demostracion. Como X* es separable, encontramos x), € Sx+, n € N, tales que {x,’;}nzl = Sx-.

Sean entonces x, € Sx, n € N, tales que x7; (x,,) > 1/2. Vamos a probar que span{x, : n € N}"lH =X.
[

Para ello, supongamos que X \ span{x, : n € N} # 0. Entonces, en virtud del teorema de Hahn-

Banach, existe x* € Sx- tal que x*(x,) = 0, para todo n = 1,2, ... En consecuencia,
ey =X = (6 =x) () = 2, (000) 2 1/2, n=1,2,...
lo que nos da la una contradiccién que concluye la prueba. O

Con los resultados anteriores podemos completar la discusion sobre qué espacios de Banach
clésicos son reflexivos y cudles no.

Ejemplo 1.3.49.

(1) Todo espacio de dimensién finita es reflexivo.

(ii) Ni ¢! ni £ son reflexivos, ya que ¢! es separable y £~ = (¢!, ]|-||1)* no es separable.
(i) Ni C([a,b)) ni su dual, (C([a,b]),||||l=)", son reflexivos, ya que C([a,b]) es separable y su
dual no.
(iv) Ni L'([a,b]) ni su dual, L*([a,b]) = (L'([a,b]),|-||1)", son reflexivos, ya que L!([a,b]) es
separable y L= ([a,b]) no lo es. O
(Norma estrictamente convexa) Una norma ||-|| en un espacio vectorial X se dice estrictamente

convexa si “%(x+y)“ < 1, siempre que ||x|| = [|y|| =1y x # y.

(Norma uniformemente convexa) Unanorma |-|| en X se dice uniformemente convexa si se cumple

la siguiente condicién: para cada € > 0, existe un (&) > 0 tal que, si
X,yGX, con H'xH < 17 HyH < 17 y H'x_yH 2 €,

entonces
1
HZ()H—y)H <1-46(¢e).

Si una norma es uniformemente convexa, entonces también es estrictamente convexa. Por
otro lado, si (H (s >) es un espacio prehilbertiano, la norma asociada es uniformemente
convexa, gracias a que se satisface la Ley del Paralelogramo.

Figura 1.5: Ley del Paralelogramo: [|x + y||> + [lx — y[|* = 2 (|lx]|> + [Iy]|?) -
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Efectivamente, si x,y € H son tales que ||x|| <1y |ly|]| <1, con |x—y|| > €, entonces

2

IS

1
= 2 (2l + 20012 = x=1P) < 1

H;a+w

Proposicién 1.3.50. Sea (X,||-||) un espacio normado. Son equivalentes:

(i) La norma ||-|| es uniformemente convexa.
(ii) Para cada par de sucesiones (xp)n € (yn)n en X, con ||x,|| < 1y |lyn|| <L, n €N, si

=1,

1
h’mH(xn—i-yn)
n |2

entonces limy, ||x, — y,|| = 0.
Demostracion. Veamos (i) = (ii). Supongamos que (ii) no se da: entonces existen x,,y, € X, con
lxa]] < Ly |lynll < 1,n €N, tales que

1
H,E“H(xnm) =1,

2

sin ser cero el limite 1im,, ||x, — y,||. Para cierto € > 0 y para subsucesiones adecuadas, se tendrd
que |[xn, — Y, || > €. Como también se tiene ll’mkH %(xnk + ) H =1, llegamos a que (i) no es cierta,
y esta parte de la prueba estd acabada. La implicacién (ii) = (i) la dejamos como ejercicio. g

Proposicion 1.3.51. Si (Q,%, 1t) es un espacio de medida y 2 < p < oo, (LP(Q,Z,11),|-|») es un
espacio uniformemente convexo.

Demostracion. El resultado es consecuencia de la desigualdad
la+BIP + o —B|P <2071 (|oc|p—|— |,B|1’), para todo a, 3 € C. (1.9)
Supuesto que la desigualdad anterior ha sido demostrada, si f,g € L”(Q, X, 1), entonces
1f +gllp + 117 = glly < 227 (ILA1I5 + Ngl)- (1.10)

Si (fa)n Y (8n)n son sucesiones en LP(Q,X, i), con || f|| , < 1,
la desigualdad (1.10) implica entonces que

gullp < Vylimy [|3(fu+ga), = 1.

27 +limsup || f, — gallh < 2772,
n

es decir, lim, || f, — gn||, = 0. La proposicién 1.3.50 nos dice ahora que ||-||, es uniformemente
convexa.
Para terminar la prueba, demostramos la desigualdad (1.9). Si p > 2, entonces

(Joe+BJP+a—BI") " < (la+ B +la—BIP)> < V2(jaP+BP) .
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Usando la desigualdad de Holder para % + ’%2 =1 (véase [96, Teorema 3.5]), obtenemos que
P +1BP < (o + [BI) (14 )22 < (ol + |BJP) 72022,

Combinando las dos tltimas desigualdades se obtiene (1.9), y con ello concluimos la prueba. [

La proposicién anterior también es cierta para 1 < p < 2, pero su demostracién requiere de
otros cdlculos distintos a los que hemos realizado: el lector interesado puede encontrar una prueba
para este caso en [71, p. 358] (véase también [50]).

(Diferenciabilidad Fréchet de la norma) La nocién de convexidad uniforme estd ligada, via duali-

dad, a la nocién de diferenciabilidad. De forma mds precisa, se verifica el siguiente teorema
de Smulian, véanse [71, p. 365] y [50, p. 290]: una norma ||-|| en un espacio de Banach
X es uniformemente convexa si, y s6lo si, su norma dual es uniformemente diferenciable
Fréchet, es decir, si lim, ot~ (|[x* +1h*|| — ||x*||) existe uniformemente para x*, 4* en la
esfera unidad de X ™.

Teorema 1.3.52 (Milman, 1938). Sea (X, ||-||) un espacio de Banach con una norma uniforme-
mente convexa. Entonces X es reflexivo.

Demostracion. Demostraremos directamente que se tiene (X, ||-||)™ = X. Para ello es suficiente
ver que, si z € X™* y ||z]] = 1, entonces z € X. Por el teorema de Goldstine 1.3.45, existe una red
(xi)iep en X tal que lim;x; = z en la topologia débil* o (X™**,X™*). Si vemos que la red (x;)icp es de
Cauchy en (X, |||
||-|| es uniformemente convexa, dado € > 0, existe (&) > 0 tal que, si

), se tendrd que z € X, y nuestra prueba habra terminado. Efectivamente, como

xy€eX, con [x[[ <1, |y <1,y [x—y|>e,

entonces

300 <1-0te)

Tomemos f € X* tal que f(z) > 1—3(€) y ||f]| = 1. Por la convergencia débil* de la red (x;)iep,
existe k € D tal que, si i > k, entonces f(x;) > 1—0(¢). Por lo tanto, si i, j > k, tenemos que

f<;(xi—|—xj)) > 1-8(e)

y, consecuentemente,

1
Hz(xl-—i—xj)

’> 1—6(¢).

La ultima desigualdad implica que ||x; —x;|| < € sii,j >k, y asf, (x;)iep es una red de Cauchy,
como queriamos demostrar. O
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([Espacios superreflexivos| Un espacio de Banach X se dice superreflexivo si, para cada € > 0,

existe N(€) € N tal que cada e-drbol diddico contenido en la bola unidad By tiene longitud
N < N(¢g). Dado € > 0, un &-arbol diddico con raiz x € X, de longitud N € NU {eo}, es una
familia {x(s)} de elementos de X indicadaen s € {—1,1}<¥*! tal que

x=x(0),

x(s) = %(x(s, —1) +x(s, 1)), y
1

(s, =1) = x(s, )| > &,

para cada s € {—1,1}<V. Un profundo resultado de Enflo, véase [46], establece que un
espacio de Banach X admite una norma equivalente uniformemente convexa si, y sélo si, es
superreflexivo.

Corolario 1.3.53. Sea (Q,Z,1) un espacio de medida. Si 1 < p < oo, entonces LP(Q,X, 1) es
reflexivo. Mds en concreto, si % + é =1, entonces la aplicacion ® que hace corresponder, a cada
g € LI(1), el elemento de (LP (W), ||||,)" que lleva cada f € LP (1) a [ fgd L, es un isomorfismo
isométrico.

Demostracion. La aplicacidon & estd bien definida, es lineal y, gracias a la desigualdad de Holder,
satisface

@] =| [ s <171 el

Por tanto, ® es continua y ||P(g)|| < ||gl/4- Veamos a continuacion que la desigualdad anterior es,
de hecho, una igualdad. Si g = 0, la igualdad es obvia. Si g # 0, definimos la siguiente funcién

medible:
8(x) .
h(x) = e St g(x) #0,
0 sigx)=0.

Construimos ahora la funcién

f=llgllg™ hlgl”".
La funcién f asi definida es una funcién medible que, ademads, estd en L”(Q,X, 1) y || f|l, < 1. Se
tiene que

le@ll = [ lglly et "gd =gl

Concluimos entonces que ¢ es una isometria.

Veamos ahora que L”(Q, X, 1) es reflexivo para 1 < p < oo. Obsérvese que, combinando la pro-
posicién 1.3.51 y el Teorema de Milman 1.3.52, se obtiene la reflexividad del espacio L?(Q, X, i)
para 2 < p < oo. Por otro lado, si 1 < p < 2, entonces LI(Q,X, i) es reflexivo y, en consecuen-
cia, su dual L9(Q,X, u)* también lo es. Asi, el subespacio cerrado L (Q,X,u) C LY(Q, X, u)* es
reflexivo, después del corolario 1.3.47.
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Nos resta ver que P es sobreyectiva. Serd suficiente probar que el subespacio cb([ﬂ (Q,X, ,u))
es denso en (LP(Q,X,u), || p)*. Para ello, utilizaremos el corolario 1.3.31. Si tomamos un ele-

mento f € (LP(Q.Z,u), [|-,)" = (LP(Q,Z, 1), |-||,) y suponemos que flowszu) =0, ie.,
CID(g)(f):/Qfgdu:O paratodo g € LY(Q,X, 1), (1.11)
hemos de ver que f = 0. Pero como
Il =soo{| | seu|s el < 1, g €22}

de la igualdad (1.11) se concluye que || f||, = 0, y asi termina la prueba. O

1.3.7 El teorema de completitud de Grothendieck

(Compleccion de un espacio normado) Si (X,||-||) es un espacio normado, un modelo para su

compleccion puede construirse de la siguiente forma: témese el bidual X** de X, que es
un espacio de Banach, y considérese la inmersién ~: X — X**. El cierre de X en (X - ||)
es un modelo para la compleccién de X.

En esta seccidn nos encargaremos, entre otras cosas, de describir de forma explicita cémo se
calcula el cierre de X en X**.

Lema 1.3.54 (Lema de aproximacién). Sean E[T] un e.l.c., A un subconjunto absolutamente con-
vexo %-cerrado de E y x* : E — K una forma lineal. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) x*|s es T-continua.

(ii) Para cada € > 0, existe x' € E' tal que |x'(x) —x*(x)| < &, para todo x € A.

Demostracion. La implicacidn (ii) = (i) es consecuencia de que el limite uniforme de redes de
funciones continuas es continuo.

Probemos la implicacién (i) = (ii). Como x*|4 es continua, dado € > 0, existe un ¥-entorno del
origen absolutamente convexo y cerrado U tal que |x*(x)| < €, para cada x € U NA. Esta condicion
significa que x* € (U NA)°, donde la polar estd calculada respecto al par dual (E, E*). Como U y
A son 6 (E, E*)-cerrados, el corolario 1.3.40 nos asegura que (U NA)° C WG(E#’E)
lado, U° es o(E* E)-compacto, después del teorema de Alaoglu-Bourbaki 1.3.41, y por lo tanto,
tenemos que U° +A° es 6(E* E)-cerrado; en consecuencia, £(U NA)° C €(U° +A°). Entonces,
x* € eU°+€A°y,dado que U° C E’, podemos concluir la existencia de x’ € E’ tal que x* —x’ € €A°,

. Por otro

lo que significa que
|x*(x) = x'(x)| < &, paracadaxe€A,

quedando asi terminada la demostracion. [
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Teorema 1.3.55 (Teorema de completitud de Grothendieck, 1950). Sean E[T] un el.c.y & la
familia de los S-equicontinuos de E'. Sea

E= {x e (E"* : x*|y es 6(E',E)-continuo, para cada M € &Y.

El espacio E dotado de la topologia T de convergencia uniforme sobre &, es un modelo para la
compleccion de E[%), i.e., E[T] es un subespacio denso de E[%] y E[Z] es completo.

Demostracién. Si consideramos la inclusién natural ~: E — E que hace corresponder, a cada x
de E, la aplicacién x : E' — K dada por x(x) := x/(x), es claro que la topologia inducida por
E[T) en E es T, después del corolario 1.3.39. La densidad de E en E[%] es el lema 1.3.54, aplica-
do a E'[6(E',E)] y a cada elemento x* € E restringido a equicontinuos absolutamente convexos
o (E',E)-cerrados. La completitud de E [‘Ef] es, simplemente, el hecho de que los limites de redes
de formas lineales son lineales, junto con el hecho de que el limite uniforme de redes de funciones

continuas es continuo. 0l

Corolario 1.3.56. Para un e.l.c. E[X], las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) E[%] es completo.
(ii) Toda forma lineal x* : E' — K que es 6(E’, E)-continua sobre los equicontinuos de E', es
o (E',E)-continua en E', es decir, es un elemento de E.

Corolario 1.3.57. Para un espacio normado (X, |-

), son equivalentes:

(i) (X,]||]) es un espacio de Banach.
(ii) Toda forma lineal x* : X* — K que es o(X*,X)-continua en Bx-, es o(X*,X)-continua en
X*, i.e., es un elemento de X.

Corolario 1.3.58. Sean (X,||-||) un espacio normado, y K = (Bx+,0(X*,X)), y sea

it (X)) — (CK), ||l

la aplicacion que hace corresponder, a cada x € X, la funcion x : K — K dada por x(x*) = x*(x).
Entonces:

(i) ies un isomorfismo isométrico sobre su imagen que permite identificar el espacio (X e H)
con un subespacio de C(K). i es un isomorfismo de (X,0(X,X*)) sobre su imagen en
(C(K),7p(K)).

(ii) Si (X,|||) es ademds completo, entonces (X,0(X,X*)) se identifica con un subespacio
cerrado de (C(K), T,(K)).

Demostracion. La primera parte en la propiedad (i) es consecuencia del teorema de Hahn-Banach;
la segunda parte se sigue de las definiciones de topologia débil y topologia de convergencia pun-
tual. La propiedad (ii) se obtiene inmediatamente del corolario anterior. 0
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H Alexander Grothendieck, 1928. A. Grothendieck fue uno de los miembros de Bourbaki

== que trabajé en numerosos volimenes en los cuales se recogieron, de forma enciclopédi-
ca, muchas ramas de las matemadticas durante varias décadas. Grothendieck empez6 su carrera
en matematicas dedicado al Andlisis Funcional, donde influyé de forma decisiva en cuestiones
concernientes a: bases, teoremas de gréfica cerrada, dualidad, caracterizaciones de compaci-
dad débil, etc. Su dedicacion al andlisis ocupd, sin embargo, sélo una pequeiia parte de su
carrera cientifica, pues muy pronto cambi6 sus intereses hacia otras ramas de las matematicas
donde su influencia todavia sobrevive: cohomologia, funtores derivados, teoria de categorias,
geometria algebraica, etc. En 1966 recibi6 la medalla Field y, segtin se cuenta, hacia esa épo-
ca, Grothendieck dio grandes muestras de generosidad y dedicacién, al compartir numerosas
ideas con estudiantes y colaboradores que eran cuidadosamente desarrolladas y presentadas
posteriormente.

PARA SABER MAS

» Topologia. Los libros de topologia [48] y [69] son nuestras referencias basicas. En el li-
bro [69] encontramos una exposicion detallada de las nociones de red, subred, etc., y de
como éstas son utilizadas para caracterizar la compacidad, etc. El libro [48] abarca mas
cuestiones que el anterior, y ademads, contiene unas excelentes notas histéricas que ayudan
a ubicar en contexto muchos de los resultados expuestos. Ambos libros cuentan con una
muy buena coleccién de ejercicios y problemas. Junto a las referencias anteriores, el li-
bro [32] es de lectura casi imprescindible para saborear técnicas de topologia aplicadas al
estudio del Andlisis Funcional.

» Analisis Funcional. El texto [23] es un curso introductorio al Andlisis Funcional que cubre
parte de la teoria de espacios de Hilbert, teoria espectral para operadores compactos auto-
adjuntos y espacios de Banach, prestando atencion a los teoremas de Hahn-Banach, Grafica
Cerrada y Acotacion Uniforme. El texto se complementa con diversas aplicaciones, asi co-
mo con una pequefla coleccion de ejercicios propuestos y resueltos. El libro [S0] puede
servir como referencia actual, y muy completa, sobre cuestiones cldsicas o recientes en
Andlisis Funcional y, especialmente, en la teoria de los espacios de Banach. Una referencia
por excelencia para cuestiones de dualidad es [71]. El libro [95] es otra referencia clasica
de Anélisis Funcional con incursiones en las dlgebras de Banach, distribuciones, etc. Los
libros [108, 109] son referencias perfectas para encontrar aplicaciones de las técnicas de
Andlisis Funcional a parcelas como optimizacidn o ecuaciones en derivadas parciales.
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0
2
Q
0
0

K «OBJETIVOS» \
ﬁ Estudiar el teorema de Stone-Weierstrass sobre aproximacion de funcionéh

continuas y obtener, en particular, aproximaciones uniformes de funciones
continuas en subconjuntos compactos de R” por polinomios.

= Demostrar el teorema del punto fijo de Banach y recordar cémo se aplica
al problema de Cauchy que asegura existencia y unicidad de determinadas
ecuaciones diferenciales ordinarias —teorema de Picard-Lindelof.

= Demostrar el teorema del punto fijo de Brouwer sobre existencia de puntos
fijos para funciones continuas en subconjuntos compactos convexos de R”.

= Utilizar el teorema de Brouwer para demostrar versiones infinito-dimen-
sionales de los teoremas del punto fijo: teorema de Schauder y teorema de
Tychonoff. Deducir el teorema de Peano sobre existencia de soluciones de
algunas ecuaciones diferenciales a partir del teorema de Schauder.

= Demostrar, como aplicaciéon del teorema de Schauder, que todo operador
acotado en un espacio de Banach que conmuta con un operador compacto

K no trivial tiene un subespacio invariante no trivial. J

L primer y mds sencillo teorema del punto fijo es el teorema de Bolzano, 1817, de los va-
lores intermedios de funciones continuas reales, véase la figura 2.4. Cauchy, en un articulo
publicado en 1835, utilizé un método de aproximaciones sucesivas para dar un teorema de

existencia para algunos tipos generales de ecuaciones diferenciales, para los que no se tenian solu-
ciones explicitas. Picard, en 1890, utiliz6 métodos de aproximaciones sucesivas para garantizar la
existencia de soluciones de algunas ecuaciones diferenciales con ciertas condiciones frontera. En
1922, Banach demostrd, en su tesis doctoral, el teorema del punto fijo que hoy lleva su nombre,
y que también se conoce como Principio de la Aplicacién Contractiva. Algunos de los resultados
sobre existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales, soluciones de sistemas con infinitas
ecuaciones e incognitas, existencia de funciones implicitas, métodos numéricos, existencia de frac-
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tales, medidas invariantes, existencia de subespacios invariantes, etc., pueden ser obtenidos como
consecuencia de teoremas del punto fijo. En este capitulo exponemos los teoremas del punto fijo
de Banach 2.2.1, Brouwer 2.3.6, Schauder 2.4.9 y Tychonoff 2.4.15, y damos, como aplicaciones,
los teoremas de Picard 2.2.5, Peano 2.4.10 y Lomonosov 2.5.8. La demostracién que presentamos
del teorema de Brouwer sigue a [93]. El teorema de Schauder se obtiene ficilmente del teorema
de Brouwer pasando por el cubo de Hilbert. La prueba que damos del teorema de Tychonoff esté
tomada de [43], y la demostracién del teorema de Lomonosov de [36]. En las notas histéricas de
la pagina 100 incluimos la prueba original de Lomonosov segiin I. Namioka.

Teorema de

(X, IIl) Banach _
/ Stone-Weierstrass
Teorema del puntd / \ dimX < oo: Teorema de la

fijo de Banach Teorema del puntq~—— Aplicacion Abierta

fijo de Brouwer enR"
/ Teorema de la l
proyeccion en Teorema del cambip

Teorema de Picard espacios de Hilbert Teorema del puntq de variable para
para ec. diferenciales fijo para el integrales multipleg
ordinarias<' = f(t,x) cubo de Hilbert

Teorema de Comp. conv. de

Teorema del punto fijg

Ascoli-Arzela espacios de Banach
para subc. comp. con

del cubo de Hilbert son homeomorfos 3
l subc. comp. conv. dgl

cubo de Hilbert

Teorema de Peano
para ec. diferencialeg-
ordinarias<' = f(t,x)

Teorema de Schaud
del punto fijo

/

Teorema de Lomonosov
sobre existencia de Teorema de Tychono
subesp. invariantes para del punto fijoen e.l.c
operadores compacto$

=

Cuadro 2.1: Esquema del capitulo E/ teorema del punto fijo

2.1 El teorema de Stone-Weierstrass

E L teorema de Stone-Weierstrass, teorema 2.1.4, es un resultado de aproximacion en el que se
establece que, para un espacio compacto K, toda subfamilia 7 de C(K) que es suficiente-
mente rica (separa y distingue puntos) y que es cerrada bajo ciertas operaciones (es un dlgebra)
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puede ser usada para aproximar uniformemente cada funcién continua por miembros de <. El
teorema de Stone-Weierstrass juega un papel central en muchas cuestiones del Anélisis, como por
ejemplo, para concluir que determinadas sucesiones de polinomios ortogonales y el sistema trigo-
nométrico son bases hilbertianas de Lz([O, 2m)), [72, p. 194-195], para la obtencién de férmulas de
cuadratura Gaussiana, [72, p. 76], para obtener teoremas de representacion de dlgebras abstractas,
[95, Teorema de Gel’fand-Naimark, p. 285], etc.

Un dlgebra es un espacio vectorial X dotado de una tercera operacién interna (llamada
usualmente multiplicacién) la cual asigna, a cada dos vectores x,y € X, otro elemento xy € X
que satisface las propiedades:
— x(yz) = (xy)z (asociativa),
— x(y+2) =xz+yz, 0 (x+y)z=xz+yz (distributiva),
- a(xy) = (ax)y = x(ay),

para cualesquiera x,y,z de X y para cada escalar «.

Si ademds X es un espacio de Banach respecto de una norma que satisface la desigualdad
multiplicativa

= [yl < lixlHIv 1],

entonces X se llama dlgebra de Banach. Si K es un espacio compacto, el espacio de funcio-
nes continuas C(K) sobre K tiene estructura natural de dlgebra cuando se dota de la multi-
plicacién que consiste en multiplicar puntualmente las funciones. Ademds, C(K) dotado de
la norma usual

1flles := sup{| f(x)] : x € K},

es también un dlgebra de Banach.
En C(K,R) consideramos la relacién de orden parcial definida por

f<g sif(x) <g(x), paracadax € K,

f,g € C(K,R). Es bien conocido que si f,g € C(K,R), entonces las funciones max{f,g}y
min{f,g} pertenecen también a C(K,R), i.e., C(K,R) es un reticulo. En general, una parte
o/ C C(K,R) se dice reticulada si max{f, g}, min{f, g} € <7, cada vez que f,g € <.

Lema 2.1.1. Sean K un espacio compactoy of C C(K,R) una parte reticulada. Para una funcion
f € C(K,R), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) fed
(ii) Para cada € > 0y para cada x,y € K, existe g, € & tal que

If(x) —gn(X)|<e vy |f)—gn()|<e. (2.1)
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Demostracion. Laimplicacién (i) = (ii) es evidente. Para probar (ii) = (i) tenemos que demostrar
que, para cada € > 0, existe una funcién g € <7 tal que || f — g||» < €. Si hemos fijado € > 0, la
condicidn (i) nos garantiza, para cualesquiera x, y € K, la existencia de g, € </ satisfaciendo (2.1).
Dados x,y € K, definimos

Gy :={z2€K:84(z) < f(2) +€}.

Como las funciones involucradas son continuas Gy, es abierto. Para cada x € K fijo, la familia
{Gyy}yek cubre K, gracias a que y € G, para cada y € K. Entonces, por la compacidad de K,
existen yi,y2,...,y, € K tales que K = Ji_| G,,,. Para cada x € K, definimos ahora la funcién

gy = mfn{gxy[ = 1,...7n}.

Por las hipétesis hechas sobre <7, se tiene que esta funcién g, € &7, verificindose ademads las
siguientes desigualdades:
2:(z) < f(z) +€, paracadaz € K,

gx(x) > f(x)—e.
Si escribimos

Oy :={z€K:g:(2) > f(z) — €},

entonces O, es abierto y x € O,. Asi, {Oy }xck cubre K y, de nuevo por la compacidad de K, existen
X1,X2,...,X%y € K tales que K = [J/Z, O,,. Definiendo ahora

g:= méx{gx,. = l,...,m},

se tiene que g € &7 y que, para cada z € K, se satisfacen simultdneamente las desigualdades

8(x)<fl)+e y g(z)>flad)—e,
lo que significa que || f — g|| < €; esto concluye la prueba. O
El lema anterior encierra ya una version del teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 2.1.2 (Stone-Weierstrass (version reticular)). Sea o7 un subespacio vectorial reticulado
de C(K,R) satisfaciendo:

(i) < contiene a la funcion 1, constantemente igual a 1 en K.

(ii) Para cada x,y € K, existe f € < tal que f(x) # f(y) (&7 separa los puntos de K).

Entonces, o es denso en (C(K,R),||||).

Demostracion. Es suficiente ver que se satisface la condicién (ii) del lema 2.1.1 y, para ello,
simplemente probamos que:
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(a) Six=ye Ky aecR,entonces existe g € o7 tal que g(x) = a.

(b) Six#yeKya,B R, entonces existe g € o tal que g(x) = ay g(y) = .
Obsérvese primero que, como las funciones constantes pertenecen a 7, la condicion (a) es cla-
ramente satisfecha. Veamos (b). Dados x,y € K con x # y, existe, por hipétesis, f € o7 tal que
f(x) # f(y). Para alguna combinacién de la forma g = A f + u1, se tiene que g(x) = a 'y g(y) =3,
dado que el sistema lineal

Af()+pu=a
AfG)+u=8 |
en las incGgnitas A y U, tiene determinante no nulo. O

El siguiente lema permite demostrar la version del teorema de Stone-Weierstrass para dlgebras.

Lema 2.1.3. Si </ es una subdlgebra de C(K,R), entonces su cierre, EMN, es una subdlgebra
reticulada de C(K,R).

Demostracion. Célculos elementales conducen a que EMM es, de nuevo, un dlgebra. Asi, el lema
estard demostrado si vemos que toda subélgebra cerrada de C(K,R) es reticulada.

Supongamos pues que .7 es cerrada en (C(K,R), ||-[|), y probemos que si f, g € <7, entonces
max{ f,g},min{f,g} € o/. Obsérvese que, para dos funciones f,g € C(K,R), se tiene que

max{f.g} =5 (f+e+1f—gl) vy min{figh=3(r+e-1r—sl).

Por tanto, para demostrar que </ es reticulada es suficiente probar que si f € <7, entonces |f| € 7.
Veamos esto tltimo. Sea f € <7, tomemos M > | f(x)|, para cada x € K, y consideremos la funcién
g:=(1/M)f. Claramente, g(x) € [—1,1], para cada x € K; si demostramos que |g| € .7, nuestra
prueba habra terminado. Para demostrar esto dltimo, tengamos presente la igualdad

pi=(+02-0) = ¥ ()= (V)07 =i

n=0 M a=0

con convergencia uniforme en |y| < V2. Obsérvese que cada P,, es un polinomio, y si definimos
Om = P, — P, (0), entonces cada Q,, es un polinomio sin término independiente, verificindose de
nuevo que

|y| = h;I”an(y)a

con convergencia uniforme en |y| < /2. En particular, tenemos que
|8(x)| = lim Oy ((x))

uniformemente en x € K. Esto significa que la sucesion (Qm(g))m, que estd en .7, converge hacia
gen ||-|lw, y de esta manera hemos demostrado que g € <7, lo que termina la prueba. O
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Teorema 2.1.4 (Stone-Weierstrass (version para dlgebras reales)). Sea </ una subdlgebra de
C(K,R) que satisface las siguientes condiciones:

(i) Para cada x € K, existe f € o tal que f(x) # 0 (< distingue los puntos de K).

(ii) Para cada x,y € K, existe f € < tal que f(x) # f(y) (<7 separa los puntos de K).

Entonces, < es densa en (C(K,R),||||).

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema 2.1.2, por lo que simplemente de-
mostraremos que se satisfacen las condiciones (a) y (b) de dicha prueba. La condicién de que <
distingue los puntos de K, junto con el hecho de que ./ es un dlgebra, implican que (a) se sa-
tisface. Veamos (b). Dados x,y € K con x # y, existe, por hipétesis, f € o7 tal que f(x) # f().
Distinguimos dos casos:
Caso 1: f(x)=06 f(y) =0.
Supongamos que f(x) =0 y tomemos, utilizando que .o distingue los puntos de K, una
funcién h € 7 tal que h(x) # 0. Entonces, para o, € R, una combinacién de la forma
g = Af -+ uh satisface g(x) = o y g(y) = B, dado que el sistema lineal

Af(x)+ ph(x) = o }
Af(y)+uh(y)=B |’

en las inc6gnitas A y U, tiene determinante no nulo.

Caso2: f(x) #0y f(y) #0.
Dados o, 8 € R, una combinacién de la forma g = A f + u f2 satisface g(x) = oy g(y) = B,

dado que el sistema lineal

AfG)+ufr(y) =B

en las inc6gnitas A y U, tiene determinante no nulo. [

Af() + 12 (x) = a }

Corolario 2.1.5. Sean K un subconjunto compacto de R" y f € C(K,R). Entonces, para cada
€ > 0, existe un polinomio P en n variables tal que || f — P||. < €.

Demostracion. Basta utilizar que la familia ./ de los polinomios en n variables restringidos a K
satisface las hipdtesis del teorema 2.1.4. O

En particular, si K = [a,b] es un intervalo de la recta real, los polinomios en una variable
restringidos a K son una subdlgebra densa de C ( [a,b], ]R) (éste fue el resultado original demostrado
por Weierstrass, 1885). Comentamos que, de forma alternativa, se puede probar este teorema de
Weierstrass utilizando el teorema de Korovkin que enunciamos a continuacién, cuya demostracion
puede encontrarse en [72, p. 19-21] y [23, p. 61-63].
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Teorema 2.1.6 (Korovkin, 1953). Consideremos las funciones fo, f1y f» definidas en |a,b] por

fo) =1, fAi)=x y fk) =+,
donde x € |a,b]. Para cadan=1,2,..., sea B, : C([a,b]) — C([a,b]) lineal, y supongamos que:
(i) Cada By, es positivo, i.e., B,(f) >0, paran=1,2,...ycada f > 0 en C([a,b}).
(ii) Param =0,1,2, se tiene que lim,HwHBn(fm) —meoo =0.

Entonces,
Iim || B, (f) = f|.. =0 2.2)

para cada f € C([a,b)).

Dando por supuesto el teorema de Korovkin, la demostracién del teorema de Weierstrass en
C ([O, 1], R) se puede hacer considerando los operadores asociados a los polinomios de Bernstein,
B, :C([0,1]) — C([0,1]),n=1,2,..., dados por

B = B fikf) ()41 - 23

para f € C([0,1]) y ¢ € [0,1]. La sucesion (B,,), satisface las hipdtesis del teorema 2.1.6 debido a
que cada B, es lineal y positivo y se tiene que

B,(fo) = fos
B,(f1) = fi,
By(f2) = (1—1/n)f2+(1/n)fi.

Por tanto obtenemos que, para cada funcién f € C ([O, 1],R), la sucesioén de sus polinomios de
Bernstein asociada, (B, (f)), . converge uniformemente hacia f en [0, 1]. Es claro que, establecido
el teorema de Weierstrass en [0, 1], éste queda demostrado en cualquier intervalo [a, b].

Las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 ilustran resultados obtenidos con el ordenador en distintos proble-
mas concretos de aproximacion. El primero de los graficos corresponde a la convergencia de los
polinomios de Bernstein. El segundo, a la aproximacién proporcionada por polinomios de inter-
polacién utilizando distintos nodos. El tercero corresponde a la aproximacién min —méx de grado
1 para una funcién dada: el teorema de Cebysev, [60, p. 147-149], nos asegura que, para cada
funcién continua f € C([a,b]) y cada n € N, existe un tnico polinomio p, de grado, a lo mis n,
tal que

| f — pnll = min{||f — ¢q|| : ¢ polinomio, a lo mds, de grado n}.

El algoritmo de Remes nos proporciona un método para calcular p, (p, es el inico polinomio de
grado menor o igual que n que equioscila respecto de f en n+ 2 puntos distintos de [a,b]), véa-
se [60, p. 144-157]. Conociendo a priori la validez del teorema de Stone-Weierstrass, la sucesion
de polinomios (p,), asi obtenida converge uniformemente hacia f.
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n

n
Figura 2.1: Polinomios de Bernstein Y sen (%) (})r*(1 —1)"* de grados 4, 12 y 36, para la funcién sen(7x) en [0, 1]
=0

n

. 1
Figura 2.2: Polinomios de interpolaciéon sobre nodos de CebySev y efecto Runge para la funcion I—I—T: 10 nodos
X

Figura 2.3: Mejor aproximacién sobre espacios de polinomios: Cebysev
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Acabamos esta seccidn con la versidon compleja del teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 2.1.7 (Stone-Weierstrass (version para dlgebras complejas)). Sea </ una subdlgebra de
C(K,C) que satisface las siguientes condiciones:

(i) Para cada x € K, existe f € o tal que f(x) # 0 (< distingue los puntos de K).
(ii) Para cada x,y € K, existe f € < tal que f(x) # f(y) (<7 separa los puntos de K).
(iii) < es auto-conjugada, i.e., para cada f € <7, la funcion conjugada f € <.

Entonces, </ es densa en (C(K,C), |-||-)-

Demostracion. La subdlgebra (sobre R)
o ={fed: f(K)CR}

separa y distingue puntos de K. Asi, el teorema 2.1.4 nos permite concluir que E”'H” =C(K,R),
lo cual implica claramente que

CK,C) = d1id "= c 7= c ck,0),

y la prueba acaba. O

@ Debemos hacer notar que la condicion (iii) sobre la auto-conjugacién de o7 en el caso

complejo es necesaria, tal y como pone de manifiesto el siguiente sencillo ejemplo: sea
K := {z eC:lzl < 1}, y sea o el conjunto de los polinomios complejos (en la variable z)
restringidos a K. Es claro que .7 es un dlgebra que satisface (i) y (ii) en el teorema 2.1.7, pero que
no satisface (iii). Por otro lado, </ no es densa en (C(K,C),||-||), dado que existen funciones
Kcontinuas en K que no son holomorfas en su interior.

’ El teorema de Stone-Weierstrass, 1885-1937. La nocién de convergencia de una su-

=— cesion de funciones numéricas se venia empleando de forma mas o menos consciente
desde los comienzos del Célculo Infinitesimal, aunque hubo que esperar hasta B. Bolzano
(1781-1848) y A. L. Cauchy (1789-1857) para que los conceptos de funcién continua y serie
convergente fuesen definidos de forma precisa. Incluso para Cauchy, la diferencia entre con-
vergencia puntual y uniforme de una serie de funciones no estaba totalmente clara, pues creyo
que podia demostrar que toda serie convergente de funciones continuas tenia suma continua.
El estudio de la nocién de convergencia uniforme se desarrollé durante el dltimo tercio del
siglo XIX bajo la influencia de K. Weierstrass y B. Riemann; nombres involucrados en este
estudio son los de U. Dini y C. Arzelé: el primero precisé las condiciones para que el limite
de una sucesion de funciones continuas fuese continuo, mientras que el segundo introdujo la
nocion de equicontinuidad, a través de la cual se caracterizan los subconjuntos compactos de
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espacios de funciones continuas; éstos desempefian un papel fundamental, por ejemplo, a la
hora de demostrar el teorema de Montel concerniente a familias normales de funciones holo-
morfas. En 1885, Weierstrass descubri6 la posibilidad de aproximar uniformemente, mediante
polinomios, una funcién real continua de una o varias variables reales, en un conjunto compac-
to. La contribucion moderna dentro de estas cuestiones ha consistido, fundamentalmente, en
darles todo el alcance del que son susceptibles, aborddndolas para funciones cuyos dominios
no se restringen a espacios de dimension finita. En 1937, M. H. Stone generaliz6 el teorema
de Weierstrass y simplifico su prueba, hasta darle el alcance y aspecto con el que se presenta
actualmente en los libros de texto (véase [11, p. 282-283] para estos comentarios histéricos).

2.2 El teorema del punto fijo de Banach

E L teorema del punto fijo, conocido generalmente como el Principio de Contraccién de Banach,
apareci6 de forma explicita en la tesis de Banach en 1922, donde se utilizaba para establecer
la existencia de una solucién en una ecuacién integral. Desde entonces, debido a su simplicidad
y utilidad, se ha convertido en una herramienta muy comun para la resolucién de problemas de
existencia en muchas ramas del Andlisis Matemadtico. En este capitulo demostramos el principio
de contracciéon de Banach, discutimos algunas de sus variantes mads ttiles, y presentamos unos
pocos y diversos ejemplos de sus aplicaciones.
Sea M una espacio métrico con funcién distancia (métrica) d. Una aplicacion 7' : M — M se
dice que es lipschitziana si existe un k > 0 tal que, para todos x,y € M,

d(Tx,Ty) < kd(x,y). (2.4)

El menor ndmero k para el cual se satisface (2.4), se denomina la constante de Lipschitz de T.
Con frecuencia, representaremos por k(7) y k(S) las respectivas constantes de Lipschitz de dife-
rentes aplicaciones Ty S; y cuando sea relevante, K;(7T') se utilizard para denotar la constante de
Lipschitz de T respecto a la métrica d.

Para dos aplicaciones Lipschitzianas S,7 : M — M, se verifica que

k(T 0S) < k(T)k(S)

y, en particular,
k(T") < k(T)", n=12,...

Ademads, si M es un espacio lineal cuya métrica estd generada por una norma, entonces se tiene
que k(T +S) <k(T)+k(S) y, para & > 0, k(aT) = ok(T).

Una aplicacién T : M — M se dice que es una contraccion si k(T) < 1; de manera mds
precisa, T es una k-contraccién con respecto a d si kg(T) <k < 1.
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Teorema 2.2.1 (Principio de Contraccién de Banach). Sean (M,d) un espacio métrico completo
y T : M — M una contraccion. Entonces, T tiene un iinico punto fijo en M, y para cada xy € M,
la sucesion de iteradas (T"xy), converge a dicho punto fijo.

Vamos a dar dos demostraciones del teorema 2.2.1. La primera, que es una variacién de la
prueba original, no sélo establece la existencia de un punto fijo, sino que también, al igual que en
la demostracién de Banach, proporciona un método para su aproximacién. Finalmente, damos la
prueba original (y mds comtinmente conocida).

Demostracién 1. Definimos la funcién ¢(x) := (1 —k)~'d(x,Tx), parax € M (donde k = k4(T)).
Entonces,
d(x,Tx) —kd(x,Tx) < d(x,Tx) —d(Tx,T?x)

y, en consecuencia,
d(x,Tx) < ¢(x) — @(Tx), XeM. (2.5)

Asfi, paraxop € M y n,m € N con n < m, se tiene que

d(T"xo, Terle) < Zd(Tixo,Ti+1x0) < (p(T”xo) — (p(Terle). (26)

i=n
En particular,

Y d(T'x, T xp) < oo.

i=0
Por tanto, (7"xp), es una sucesiéon de Cauchy y, debido a que 7 es continua, converge a un punto
fijo x de T'. La velocidad de esta convergencia puede obtenerse de (2.6) haciendo tender m — oo:

n

d(T"xg,x) < (T"x) = (1 — k)~ 'd(T"x0, T" xg) < 1%

d(x0,Txp). O
Observacion 2.2.2. La prueba anterior muestra que cualquier aplicacion continua que satisface
(2.5), para una aplicacién ¢ : M — R™ arbitraria, debe tener un punto fijo. De hecho, puede
demostrarse por otros métodos que, si @ es inferiormente semicontinua, entonces una aplicacion
T : M — M arbitraria verificando (2.5) debe tener un punto fijo. Este hecho, conocido comtn-
mente como el teorema de Caristi, se presentara con detalle mas adelante. Este es equivalente al
Principio de Minimizacién de Ekeland (suponiendo el axioma de eleccién), [44], y tiene numero-
sas aplicaciones en Andlisis (véase, por ejemplo, [16] para una discusién minuciosa). El punto fijo,
en los dos casos anteriores, no tiene por qué ser necesariamente Unico, e incluso, en el segundo de
ellos, la sucesién (T"x), puede no converger a un punto fijo de 7.

Demostracion 2. Seleccionamos un punto xo € M, y definimos la sucesion iterativa (x,), dada
por x,+1 = Tx, (0, equivalentemente, x,, = T"xg), paran = 0,1,2,... Obsérvese que, para indices
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cualesquieran,p € N,
d(Xp, Xntp) = d(T"x0, T"Px0) = d(T"x0,T" 0 TPx0) < k(T")d(x0,T"x0)
<K' [d(xO, Txo) +d(Txo, TZX()) +... —l—d(Tp_le, TP xo)

<K'(14k+...+k"Yd(x0,Txo)

<K Lt d(xo, T 2.7
< % ) 400, Tx0). 2.7

Esto demuestra que (x,), es una sucesién de Cauchy y, debido a que M es completa, existe un
X € M tal que 1im,_..x, = x. Para ver que x es el tinico punto fijo de 7', obsérvese que

x=limx, = limx,. = lim Tx, = Tx;
n—oo n—o0

n—oo
y, més auin, x = Tx e y = Ty implican
d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y),

de donde se deduce que d(x,y) = 0.
Como en la primera demostracién, haciendo tender p — oo en (2.7), se tiene finalmente que

n

k
d(xp,x) =d(T"xp,x) < ;

kd(X(), TX()). O

La simplicidad y utilidad del principio de contraccién de Banach ha inspirado a muchos auto-
res para analizarlo e intentar llegar mas lejos. Estos estudios han conducido a una serie de genera-
lizaciones y modificaciones de dicho principio, siendo una de las més profundas aquélla a la que
aludiamos en la observacién 2.2.2.

Teorema 2.2.3 (Caristi). Sean (M,d) un espacio métrico completo 'y ¢ : M — R una funcion
inferiormente semicontinua que estd acotada inferiormente. Supongamos que T : M — M es una
aplicacion arbitraria que satisface

d(x,Tx) < @o(x)—@(Tx), x€eM.
Entonces T tiene un punto fijo.

La relacién del resultado anterior con el principio de contraccién de Banach ha sido remarcada
en la observacién 2.2.2 anterior. Sin embargo, el teorema de Caristi es, realmente, sélo un pariente
lejano del principio de Banach. La demostracién original de Caristi, [18], y el refinamiento de
Wong (1976) de ésta, utilizan induccidn transfinita. Se conocen varias demostraciones elegantes
que utilizan el lema de Zorn (véanse, por ejemplo, [70] o [83]), asi como pruebas constructivas
algo intrincadas (por ejemplo, [100]).
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Aqui, deduciremos el teorema de Caristi a partir de la siguiente reformulacién de un resultado
de Brézis y Browder, [16]. En este teorema, X representa un conjunto (preordenado) parcialmente
ordenado y, para cada x € X, S(x) = {y € X : y > x}. Una sucesién (x,), en X se dice que es
creciente si x, < x,41 para todo n.

Teorema 2.2.4. Sea v : X — R una funcion que satisface las siguientes condiciones:
(i) x <y, yx#yimplica y(x) < y(y).
(ii) Para cualquier sucesion creciente (x,), en X tal que W(x,) < C < oo, para todo n € N, existe
algiin y € X de forma que x, <y para todo n.
(iii) Para cadax € X, y (S (x)) estd acotada superiormente.

Entonces, para cada x € X, existe X' € S(x) tal que X' es maximal, i.e., {xX'} = S(xX').

Demostracion. Paraa € X, sea p(a) :=sup{y(b) : b € S(a) }. Supongamos que la tesis del teo-
rema falla para algin x € X, y definamos, por induccién, una sucesién (x,), tal que x; = x y
Xnt1 € S(x,) satisface p(x,) < y(x,41)+ (1/n), para todo n € N. Dado que y(x,+1) < p(x) < oo,
se deduce de (ii) que existe algtin y € X tal que x,, < y para todo n. Por hipétesis, y no es maximal
en S(x), y por tanto, existe u € X tal que y <u 'y y(y) < w(u). Yaque x, < u, y(u) < p(x,) para
todo n. Ademas, x,+1 <y, y asi, Y(x,1+1) < y(y). En consecuencia,

W () < p(n) S W(xnn)+(1/n) < w(y)+(1/n)
para todo n, de donde se deduce que y(u) < y(y), lo cual es una contradiccion. O

Demostracion del teorema de Caristi. Sea W = —@. Dados x,y € M, decimos que

x<y si dxy) <o) —o0).

Obsérvese que, por hipétesis, x < Tx para todo x € M. Debemos verificar las condiciones (i),
(ii) y (iii) del teorema 2.2.4. (i) es evidente y, para ver que (ii) se satisface, basta darse cuenta
de que si (x,), es una sucesion creciente cualquiera, entonces ((p(xn))n es decreciente y acotada
inferiormente; por tanto, ((p(x,,))n converge, digamos a un r € R, lo cual implica que (x,), es
una sucesiéon de Cauchy. En consecuencia, (x,), converge a un punto y € M, y dado que ¢ es
inferiormente semicontinua, se deduce que

d(xp,y) < Q(xn) =1 < @(x,) — @(x).

Por lo tanto, x, <y para todo n € N, lo que demuestra que (ii) se satisface. Ya que (iii) se sigue
del hecho de que ¢ estd acotada inferiormente, podemos concluir que, para cada x € M, existe un
x > xtal que Tx' = x. O

Como aplicacién del teorema del punto fijo de Banach incluimos el cldsico problema de Cau-
chy sobre la existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial verificando una
condicidn inicial dada.
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Ejemplo 2.2.5 (Teorema de Picard). Sea f(z,x) una funcién real continua definida para ¢ en el
intervalo [0,b] y para x en R. Un problema de condiciones iniciales de Cauchy es el problema de
encontrar una funcién x continuamente diferenciable en [0, b], verificando la ecuacién diferencial

{ X(t)=f(t,x(r)), 1€0,b],
x(0)=¢&.

Un resultado cldsico establece que si f es lipschitziana con respecto a x, i.e., si existe un L > 0 tal

(2.8)

que, para cualesquiera x,y € R,

‘f(t,x)—f(t,y)‘ﬁﬂx—y\, t6[07b]7

entonces la solucién de (2.8) existe y es tinica. Este hecho puede demostrarse de muchas formas.
Nosotros vamos a elegir una aproximacién que servird para ilustrar nuestra discusion del principio
de contraccion de Banach.

Consideremos el espacio C ([O, b]) de las funciones reales continuas con la norma estdndar del
supremo. Integrando ambos lados de (2.8) obtenemos

t
x(t)=2¢& +/ f(s,x(s)) ds.
0
Vamos a representar por Fx la funcién del lado derecho de la igualdad anterior, esto es,
t
(Fx)(t)=¢& —|—/O f(s,x(s)) ds.

Asi, F : C([0,b]) — C([0,5]), y una solucién de (2.8) se corresponde a un punto fijo x de F.
Esta aproximacion es la mds cominmente presentada en los libros de texto sobre ecuaciones
diferenciales. Obsérvese que, para cualesquiera x,y € C ([0, b]),

0~ 0] =| [ rsao)as— [ 7(s6)ds

O[
<
< /OIL|x(s) —y(s)|ds

< Ltflx—yll,

f(s,x(s)) —f(s,y(s)) ‘ ds

de donde se deduce que
[Fx—Fyl| < Lb|}x—yl|,

ie., k(F) < Lb. Si Lb < 1, entonces el resultado es inmediato via el principio de contraccién
de Banach. Sin embargo, si Lb > 1, se necesitan algunos pasos adicionales. Tomemos 4 > 0 tal

B. Cascales y S. Troyanski



2.3 El teorema del punto fijo de Brouwer @

que Lh < 1, y consideremos el espacio C ([O, h]) Sustituyendo b por & en el argumento anterior,
obtenemos una solucion local de (2.8), digamos xg, en C ([0, h]) . Ahora, consideremos el problema
de Cauchy siguiente en [, 2h]:

{ X(1) = f(t.x (1)), (2.9)
x1(h) = xo(h). .

Aplicando la técnica utilizada al principio de este problema, obtenemos una dnica solucién x; de
(2.9) y, dado que x; (h) = xo(h), x; extiende a xo de [0, 4] a [0,24]. Esta extension es diferenciable
en h, ya que el problema de Cauchy tiene una #inica solucién en un entorno de /. Ahora, es claro
que el procedimiento descrito puede repetirse para el intervalo [2A,3h], y por tanto, después de un
nimero finito de pasos, obtendremos una solucién de (2.8) valida en [0, b]. U

@ Un sencillo argumento de division entera y el teorema 2.2.1 permiten obtener la siguiente
version reforzada de este dltimo: Sean (M, d) un espacio métrico completoy T : M — M
una aplicacion continua tal que T™ es una contraccion, para algiin m € N. Entonces, T tiene
un tnico punto fijo en M y, para cada xo € M, la sucesion (T"x), converge a dicho punto fijo.
Este argumento permite dar una demostracion ligeramente distinta del teorema de Picard 2.2.5,

kdonde se puede evitar la discusion final sobre los casos Lb > 1y Lb < 1, véase [55, p. 15-16].

/ El teorema del punto fijo de Banach. S. Banach, 1892-1945, contribuy6 de forma de-

— cisiva en el desarrollo sistematico del andlisis funcional, drea en la que antes de €l s6-
lo habian aparecido resultados aislados. Banach demostré un buen nimero de resultados en
espacios normados, y muchos teoremas importantes, que son todavia frecuentemente utiliza-
dos, llevan su nombre: los teoremas de Hahn-Banach, Banach-Steinhaus, Banach-Alaoglu, o
Banach-Tarski. Muchos de estos resultados cuentan con aplicaciones numerosas. El teorema
del punto fijo ha encontrado aplicaciones al estudio de la existencia y unicidad de soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias (problema de Cauchy), al estudio de funciones holo-
morfas del disco en si mismo, (toda funcién holomorfa f : D — D del disco unidad en si
mismo, tal que sup{|f(z)| : z € D} < 1, tiene un tnico punto fijo en D, [55, Theorem 2.5]),
para dar una demostracién del teorema de la funcién inversa para funciones de clase C' en R”,
[107, Theorem 4.B], al andlisis numérico (método de Newton), a la existencia de conjuntos
fractales, etc.

2.3 El teorema del punto fijo de Brouwer
lo largo de esta seccién consideraremos en R” la norma euclidea ||-||(= ||-]|2) asociada al
producto escalar natural (x,y) := Y/ x;y;, parax = (x;)"_,, y = (y;)’_, en R". Denotaremos,

en general, por B" y S"~! la bola y la esfera unidad, respectivamente, dadas por
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n
B" = {xER": Ilx]| < 1} = {x: (xi), e R": lez < 1}
i=1

1

n
Shi={xeR":|x]| =1} = {x— (xi)ie; €R": lez = 1}.
i=1
En particular, para n = 2, identificaremos C con R2, escribiendo la bola unidad cerrada B* como
D, donde D es el disco unidad abierto D := {z eC:zl<1 }; la esfera S se escribira como el toro
T={zeC:|z=1}.

El resultado fundamental que demostraremos aqui es el siguiente:

Teorema 2.3.6 (Brouwer). Sea ¢ : B — B" una aplicacion continua de la bola unidad en si
misma. Entonces, @ tiene un punto fijo en B", i.e., existe x € B" tal que ¢(x) = x.

Un momento de reflexidn sobre el teorema del punto fijo es suficiente para convencerse de
que, cuando n = 1, éste se sigue del teorema del valor medio de Bolzano, tal y como ilustra la
figura 2.4.

Figura 2.4: El teorema del punto fijo y el teorema de los valores intermedios

La prueba original de Brouwer fue primero establecida para n = 2, y posteriormente la ge-
neraliz6 a dimensiones mayores. En C = R?, la demostracién puede hacerse con el concurso del
concepto de indice de un camino cerrado respecto a un punto. A continuacién, exponemos cudles
son los argumentos que proporcionan esta prueba para n = 2, y después, abordaremos la demos-
tracién del caso general.

[Argumentos y logaritmos de una funcion continua) Consideremos un espacio topolégico X y una
funcion continua f : X — C\ {0}. Si g : X — C es otra funcién continua de forma que
es) = f (x), para todo x € X, entonces se dice que g es un logaritmo continuo de f en X. Si
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a : X — R es una funcién continua tal que \ﬁ& = ¢/*()_ para todo x € X, se dice que o
es un argumento continuo de f en X.

Si X es un espacio topoldgico conexo, dos logaritmos (respectivamente, argumentos) conti-
nuos de f difieren en un multiplo entero de 27i (respectivamente, 27).

Un camino en un espacio topolégico X es una funcién continua ¥ : [a,b] — X. El punto
¥(a) se denomina origen del camino y el punto y(b) se llama extremo. El camino ¥ se dice
cerrado si y(a) = y(b).

El hecho notable que permite definir el concepto de indice de un camino cerrado en C es la
siguiente proposicion, cuya prueba estd tomada de [106]. Una demostracién mds laboriosa, que
utiliza el concepto de primitiva a lo largo de un camino de una forma diferencial cerrada, puede
encontrarse en [19].

Proposicion 2.3.1. Todo camino continuo y: [a,b] — C\ {0} posee un logaritmo continuo.

Demostracion. La siguiente observacion se aplicard varias veces: sia < x <y <z < by los ca-
minos 7| ixa]> ¥l[yz POseen logaritmo continuo, entonces Yl v,¢] también posee logaritmo continuo.
Efectivamente, si g; : [x,y] — C es un logaritmo continuo de ¥|(,,] y & : [y;z] — C es un loga-
ritmo continuo de ¥l ), se verifica que g1(y),g2(y) € log¥(y); luego g1(y) — g2(y) = 2mi, para
algtin m € Z. La funcion g : [x,z] — C definida por g(r) = g (¢) sit € [x,y], y g(t) = g2(¢t) +2mmi
sit € [y,z], es un logaritmo continuo de ¥l ;.

Sea X C [a,b] el conjunto de los puntos x € [a, b] tales que ¥|(, ] posee un logaritmo continuo.
Basta probar que b € X. Para ello, se empezard viendo que X no es vacio, y que si & = supX,
entonces x € Xy a =b.

Por la continuidad de ¥ en a, existe § > 0 tal que ¥([a,8]) C D(y(a),|y(a)|). En el disco
D((a),|y(a)|) hay definido un logaritmo continuo de la identidad, y por tanto, existe un logaritmo
continuo de Y|, 5), es decir, [a,0] C X; luego X # 0y o = supX > 0.

Por la continuidad de y en o, encontramos a < ¢ < ¢ tal que ¥([c,a]) C D(y(a),|y(a)]), y
razonando como antes, se obtiene que Y| o posee un logaritmo continuo. Ademds, por definicién
de supremo, al ser o = supX, existe x € X tal que ¢ < x < a. Pero, dado que Y| ax] Y Yl v,
tienen logaritmo continuo, utilizando la observacién preliminar se obtiene que o € X. La prueba se

concluye demostrando, por reduccién al absurdo, que o = b. Si fuese @ < b, razonando de forma
andloga, podriamos encontrar un d € (o, b] de tal forma que 7|(4 4 tendria logaritmo continuo.
Como ya hemos visto que 7| la,0] Posee logaritmo continuo, utilizando de nuevo la observacion
preliminar se deduciria que ¥| la,d) también lo tendria, es decir, d € X, 1o que contradice la definicién
de @ =supX. 0

Cuando 7y es un camino regular a trozos, se puede dar una férmula explicita para un logaritmo
continuo de y. La prueba del lema que sigue se puede encontrar en cualquier libro clédsico de
variable compleja, como [96, Teorema 10.10] o [35, Proposition 4.1].
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Lema 2.3.2. Siy:[a,b] — C\ {0} es un camino regular a trozos y o. € logy(a), la funcion

1Y(s)
g(t) = OH—/ ——=ds,
D=t o)
para a <t < b, es un logaritmo continuo de 7.

Demostracion. En virtud del teorema fundamental del cédlculo integral, la funcién g es continua en
[a,b], y existe un conjunto finito H C [a, b] tal que g es derivable en cadat € [a,b]\ H, con derivada
g'(t) = 7 (t)/¥(t). Puesto que la derivada de y(t)e~¢") existe y es nula para cada ¢ € [a,b] \ H, se
sigue que la funcién y(t)e2") permanece constante entre cada par de puntos consecutivos de H.
Entonces, en virtud de la continuidad, esta funcién es constante en todo [a,b], con valor constante
y(a)e 2@ = y(a)e~* = 1. Se obtiene asi que () = *"), para todo ¢ € [a, b]. O

{I/ndice de un camino cerrado respecto de un punto} Siy:[a,b] — C\ {0} es un camino continuo

y cerrado, y g : [a,b] — C es un logaritmo continuo de ¥, se verifica que g(a) y g(b) son
logaritmos de y(a) = y(b), por lo que existe m € N tal que g(b) — g(a) = 2mmi. Obsérvese
que si & : [a,b] — C es otro logaritmo continuo de 7, existe k € Z tal que h(r) = g(t) + 2kmi;
luego h(b) — h(a) = g(b) — g(a). Por consiguiente, el nimero entero

1
m=——
2mi

(8(b) —8(a))

no depende del logaritmo continuo de ¥ que se haya considerado. Este valor m indica el nui-
mero de vueltas, en sentido positivo, que da el camino ¥(¢) alrededor de 0 cuando # recorre,
de modo creciente, el intervalo [a, b].

En general, el nimero de vueltas que da un camino cerrado y continuo 7, alrededor de un
punto zog & }/([a, b]) , se obtiene contando las vueltas que da, alrededor del origen, el camino
trasladado y(r) — zo: se define entonces el indice (o nimero de vueltas) del camino ¥ respecto
al punto zp, como el nimero entero

1

Ind(y,20) = i (g(b) fg(a)>7

donde g : [a,b] — C es un logaritmo continuo del camino y(¢) —zp. Si ¥ es un camino
cerrado, regular a trozos, utilizando el logaritmo continuo dado en 2.3.2 se obtiene que

Ind(y,z()):l/aby(ﬂs)ds— ! /y dz

2mi s)—z0  2milyz—20

La siguiente proposicion recoge las propiedades que necesitamos para demostrar el teorema
del punto fijo en C; una prueba de estas propiedades puede encontrarse, por ejemplo, en [19,
Proposition 8.2 y 8.3] y [35, Proposition 4.3 y Theorem 4.4].
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Proposicion 2.3.3. Si v, % : [a,b] — C\ {0} son caminos cerrados y continuos, se verifica:

(i) Ind(}/o’}ﬁ,O) = Ind(']/(),()) -FIIld(}/] ,0).
(ii) Ind(y1,0) = Ind(1,0) si [W(t) — 11 (1)] < |1 (1)

(iii) Sea y: [a,b] — C un camino cerrado y continuo. La funcion z — Ind(y,z), definida en el

, paratodot € [a,b].

abierto V :=C)\ }/([a, b]) permanece constante en cada componente conexa de'V, y vale 0
en la componente conexa no acotada.

(iv) Si v y N1 son homotdpicos por caminos cerrados mediante una homotopia que no pasa por
0, entonces Ind(,0) = Ind(7;,0).

Proposicién 2.3.4 (Teorema de Brouwer en R?). Si D es la bola unidad cerrada de C, sea f :
D — C una funcion continua. Se verifica:

(i) Siy(t)=f(e"),t€0,2n], ya ¢ y([0,27]) satisface que Ind(y,a) # O, entonces existe z € D
tal que f(z) = a.
(ii) Si f(D) C D, entonces f tiene un punto fijo, i.e., existe z € D tal que f(z) =z.

Demostracion. La afirmacion (i) se demuestra razonando por reduccidn al absurdo: si suponemos
que a € f(D), entonces la aplicacién I': [0,1] x [0,27] — C\ {a}, dada por I'(r,¢) := f(re"),
establece una homotopia por caminos cerrados entre ¥ y el camino constante f(0). Consecuente-
mente, Ind(y,a) debe ser cero, después de la propiedad (iv) en la proposicién 2.3.3.

La prueba de (ii) es ahora una sencilla consecuencia del apartado anterior: supongamos que
se satisface f (5) C D. Encontrar un punto fijo de f en D es encontrar un cero de la funcién
g(z) = f(z)—z paraze D.Sigseanulaen T={w e C: |w| = 1} ya hemos terminado. Si g no se
anula en T, el camino ¥y (¢) = g(e™), para t € [0,27], no pasa por el origen. Llamando ; (1) = —e",
t € [0,27x], se deduce que

|w(t) =71 (1)| = |f(e")| < 1=1|n()|, paratodot € [0,27].

Si ahora utilizamos el apartado (ii) de la proposicion 2.3.3, se obtiene que Ind(9,0) = —1, y el
apartado anterior se aplica entonces para deducir la existencia de un punto z € D tal que g(z) =0,
es decir, f(z) = z. La demostracién ha terminado. O

(Funciones continuamente diferenciables) Sean Q C R"y f: Q — R™. Se dice que la funcién f

es de clase C' en Q, y se escribe f € C'(Q) (en la notacién damos por supuesto el espacio
donde f toma valores), si f posee derivadas parciales continuas en todo x € Q. Equiva-
lentemente, f es de clase C Len Q si f diferenciable y, ademds, la aplicacion diferencial
df : Q — L(R",R™) es continua. Las funciones de clase C! se denominan también funcio-
nes continuamente diferenciables, véase [2]. La funcién f se dice de clase oo, y se escribe
f € C~(Q), si admite derivadas parciales de todos los 6rdenes.
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(Teorema de la aplicacion abierta) Sea f: Q — R”" continua e inyectiva en un abierto Q C R”. Si

suponemos que, para cada x € Q, existen las derivadas parciales %(x), 1 <ik<n,yque

el determinante jacobiano

det Bﬁ : (x)]

es no nulo para cada x € Q, entonces f es abierta, es decir, f(V) es abierto para cada abierto
V C Q, véase [2, Teorema 13.3].

La demostracién del teorema del punto fijo 2.3.6 en dimension finita arbitraria la hacemos en
dos pasos: primero, para funciones diferenciables con continuidad, y después, con la ayuda del
teorema de Stone-Weierstrass 2.1.4, para funciones continuas.

Teorema 2.3.5. Sean Q C R" un subconjunto abierto tal que B* C Q, y v : Q — R" una funcion
de clase C'(Q) tal que y(B") C B". Entonces, existe x € B" tal que y(x) = x.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo. Vamos a suponer que y(x) # x, para cada
x € B". Definimos entonces la funcién

(6 y(x) —x) +/d(x)
lx—w(x)|?

y(x) =

9

donde d(x) = (x,x — l//(x)>2 + (1= |[x[|*) |lx = w(x)|[*. Veamos, en primer lugar, que d(x) >0
para cada x € B". Si ||x|| < 1, entonces d(x) > (1 —[[x|?) x— w(x)||* > 0. Si ||x|| = 1, entonces

4 = (= w(0) = (I~ (e y@))” = 7 (202 -2 w())
= 3 (P Iy @I =2 W) + I~ W) )

= (v 1=yl

Como || y(x)| < 1, obtenemos que d(x) > 1 |lx— y(x)||* > 0, si ||x|| = 1. Ahora, del hecho de que
la funcién f(¢) = v/ sea derivable con continuidad en (0, ), obtenemos que v/d € C!(Q); luego
y€CHQ).

Es claro que y(x) es raiz de la ecuacion en y

e = w)[1?y? 4+ 2 — wr(x) )y + [|x]|* = 1 = 0.
Esto fuerza a que se verifique la siguiente igualdad para y = y(x):

x4+ y(x—wx)|*=1. (2.10)
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En efecto,
vty (= w0) 7 = (xr (v = i) ox (v = y() )

= (x,x) +2(x — y(x),x)y + (x — y(x),x — y(x))y
= e+ 2{x,x — w0y + [ — w) [P = 1.

2

Observemos que, si ||x|| = 1, entonces y(x) = 0. Vedmoslo: si ||x|| = 1, se tiene que

S = BV =)+ | (xrx — y(x))|
[lx—w(x)[?
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que (x, y(x)) < [|x|| | w(x)|| < 1. Ahora,

<x,x— W(x)> = <xax> - <xa W(x)> =1- <xa W(x)> >0,

luego
|<x,x— l[/(x)>’ = <x,x— l//(x)>7
y asi, y(x) = 0 para ||x|| = 1.
Definimos las aplicaciones

) i=y(x) (x—w(x) vy filx):=x+1g(x),

parax € B"y 0 <t <1.Comoy,y € C'(Q), se tiene que g, f; € C'(Q). Entonces, existe un ¢ > 0
tal que

() =g < ellu—vll, 2.11)
para todo u,v € B".

Sean f;(x) = (f,J (x), fi2(x),... ,f,,,(x)) ygx)= (g1 (x),g2(x),... ,g,,(x)). Vamos a represen-
tar por F; y G las matrices jacobianas de f; y g respectivamente, i.e.,

A=A = | 5E0] v 60 =Dt = | 50|

Se tiene entonces que
F(x) =1+1tG(x), (2.12)

donde / es la matriz unidad.

Como g € C'(Q), se deduce que detF;(x) es una aplicacién continua sobre [0, 1] x B" y, dado
que [0, 1] x B" es un compacto, concluimos que det F; (x) es uniformemente continua en [0, 1] x B".
Ademds, al ser det Fy(x) = 1, existe un 7y € (0, 1] tal que

det F; (x) > 0, 2.13)
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para todo (z,x) € [0,7] x B". Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 7y < 1/c. Vamos a
demostrar que f; es una aplicacién inyectiva que satisface

fi(B") =B", (2.14)

si 0 <t < 1. Para ello, fijamos 7 € [0,7y]. Probaremos, en primer lugar, que f; es inyectiva. Si
fi(u) = f;(v), se tiene, por (2.11), que

lee— v = [[rg(u) —1g()[| < ctllu—v.

Pero como ct < 1, obtenemos que ||u —v|| = 0, esto es, que u = v. Por otro lado, dado que y(x) =0
six € §"!, deducimos que g(x) = 0. Luego,

filx)=x, sixes (2.15)
De (2.10) se tiene que, para todo x € B",

filx) e s (2.16)

Figura 2.5: $"~! no es un retracto de B"

Por tanto, como B" es convexo y f;(x) = (1 —t)x+1¢fi(x), obtenemos que f;(B") C B". Utilizando
ahora (2.15) para demostrar (2.14), es suficiente ver que

f:(intB") = intB". (2.17)

La condicién (2.13) nos asegura que f; es una aplicacién abierta; luego f;(intB") es abierto y
f;(intB") C intB". Para probar (2.17) basta demostrar que B"\ f;(intB") C §*~!. En efecto; sea
z € B"\ f;(intB"). Vamos a ver que ||z|| = 1. Si cogemos un punto u del conjunto abierto f;(intB"),
podemos encontrar otro punto v que pertenezca a la interseccion del segmento [u, z] con la frontera
de f;(intB"), i.e.,

v E u,z]N (W\ft(intB”)) .
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Entonces, existen v, € f;(int B") tales que lim,, ||v, —v|| = 0. Pongamos v, = f;(w,). Dado que B" es
compacto, sin pérdida alguna de generalidad podemos suponer que 1im,||w, — w|| = 0, para algin
w € B". Ademds, ya que f; es continua, obtenemos que f;(w) =vy,como v ¢ f;(intB"), w € int B".
Luego |lw|| = 1, y por (2.15), se sigue que w = v. Ahora bien, v pertenece al segmento [u,z] y
u € intB"; en consecuencia, z € $"~!. Esto concluye la demostracién de que B"\ f;(intB") C §"~!
y, por tanto, podemos asegurar (2.17) y (2.14).

Sea ahora

P(t) := / detF;(x)dxidx; . ..dxy,,
£71(B)

para 0 < < 1. Utilizando el teorema del cambio de variable, (2.13) y (2.14), obtenemos que, si
0 <t <1y, entonces

P(t) = / detFy(x)dx ...dxy = | dxy...dx, = Vol(B") > 0.
@) w

Como se verifica (2.12) y (2.14) entonces P(t) es un polinomio, y asi, P(¢) = Vol(B"), para todo
0 <t < 1. Por otro lado, de (2.16) se tiene que, para cualquier x € B",

Zfl x(x (2.18)

luego

")
Z f”“ () fiu(x) = i=1,2,....n.

Ademads, por (2.18), obtenemos que el sistema lineal

d fi £ .
Z 3 =0, i=1,2,...,n,
L
con incognitas uy, uy, ..., uy, tiene solucién no trivial. Entonces, det 1 (x) = 0 para todo x € B", lo

que implica que P(1) = 0. Sin embargo, P(1) = Vol(B") > 0, lo que nos da una contradiccién que
concluye la prueba. 0

Teorema 2.3.6 (Brouwer). Sea ¢ : B" — B" una aplicacion continua de la bola unidad en si
misma. Entonces, ¢ tiene un punto fijo en B", i.e., existe x € B" tal que @(x) = x.

Demostracion. Probaremos primero que, dado € > 0, existe Y = (Wi ¢,..., Y, ¢) de forma que
Vie € C(R"), e : B" — B"y ||@(x) — We(x)|| < € para cada x € B".

Sea ¢ = (¢1,...,¢,). Definimos 1 := min { 1, ﬁ} Como ¢; € C(B"), en virtud del teorema
de Weierstrass, corolario 2.1.5, existe un polinomio ;¢ en las variables [xi,...,x,| tal que, para
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(1—1);(x) — Wie(x)| <n/(2n), para todo i = 1,2,...,n. Ahora,
<1, paracadax € B"ycadai=1,2,...,n, obtenemos que

cada x = (x,...,x,) € B,
dado que | ()] < [[0()|

[0 = e ()] < [(1=m)u(x) = e ()| + ()| < 5 +7 <2,
y por tanto, para cada x € B", se deduce que
Jo(x) - we(x)|| <2nvn<e,

donde We = (Vi ¢,..., Wpne). Como cada ; ¢ es un polinomio, se tiene que y; ¢ € C*(R"). Veamos
que Y. (x) € B", para cada x € B". Dado x € B"

Vel = X wie? = X (11 - 20+ e~ (1= nfr(47?)
= =70l + X (ie0? ~ (1= (?)
< (= X i)+ (1= ¥ie) — (1= M)

s<1—nhi(z(l—n)}cpxx)\+m,g,(x)—(l—n)cpi<x>\)1wi,8<x>—<1—n> ()

1) (21— 1)1 l—n42nl =1,
<(I=n)"+n(21=n)+5 )5 <1-n+2n
Para concluir la prueba tomamos, para cada k € N, una funcién W = (Wi, ..., Vu ) tal que

Vik € C*(R"), Y : B* — B" y ||@(x) — wi(x)|| < 1/k, si x € B". El teorema 2.3.5 anterior nos
asegura que, para cada k € N, existe x; € B" con W (x;) = x¢. Usando ahora que B" es compacto,
existe una subsucesion convergente (xx, ), hacia un cierto x € B" y, por ser ¢ continua, ((p(ka))m
converge a @(x). Veamos, por tltimo, que ¢(x) = x. En efecto, como v, (xx, ) = xx,,, tendremos

() —x|| < [lo(x) — @xx,) || + [0 (xe,) — i, (ot ) || + [, — ]
1
<||@(x) — @(x,) || to [k, = x| —0;
luego ||@(x) —x|| =0y @(x) =x. O

V Teorema del punto fijo de Brouwer, 1817-1966. L. E. J. Brouwer, 1881-1966, llevo a

== cabo casi todo su trabajo en topologia entre los afios 1909 y 1913. Como ocurre a ve-
ces en matemdticas, Brouwer no fue el primero en demostrar su teorema del punto fijo para
aplicaciones ¢ : B" — B". Para n = 1, el teorema es una sencilla consecuencia del teorema
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del valor medio de Bolzano, 1817. Para n = 2 y n = 3, Brouwer proporcioné una prueba en
1909. Un afio mas tarde J. Hadamard obtuvo una demostracién para n arbitrario; finalmente,
en 1912, el propio Brouwer propuso una nueva demostracion, en el caso general, distinta de

la Hadamard. El teorema del punto fijo de Brouwer cuenta con demostraciones y generaliza-

ciones muy diversas en topologia algebraica (véase [110]), geometria diferencial (véase [10]),

y andlisis (véase [93]). Se conoce que el teorema del punto fijo de Brouwer es equivalente a

otros resultados cldsicos: $"~! no es un retracto de B"; no existe un campo de vectores conti-

nuo, que no se anule en ningtin punto, y tangente a la esfera S*" (teorema de la bola peluda),

véase [55, Chapter 18].

2.4 Los teoremas del punto fijo de Schauder y de Tychonoff

E N esta seccién demostraremos los teoremas de Schauder 2.4.9 y de Tychonoff 2.4.15, que son

la versiones infinito-dimensionales del teorema de Brouwer 2.3.6 demostrado en la seccién

anterior. Los primeros resultados que establecemos son resultados preliminares que utilizaremos

con posterioridad.

(Normas equivalentes) Dos normas [|-||1 y ||||2 en un espacio vectorial X se dicen equivalentes si

las topologias asociadas coinciden. O lo que es lo mismo, ||-||; y ||-||2 en un espacio vectorial

X son equivalentes si existen constantes ¢,k > 0 tales que c||x||; < ||x||2 < k]|x||1, para todo
x € X. En los espacios de dimension finita (en R") todas las normas son equivalentes.

Lema 2.4.1. Sea X un espacio vectorial con dos normas equivalentes ||-||1 y ||-||2. Representamos
porBi={xeX: x|y <1} yBy={x€X :||x|}2 < 1}. Entonces, B es homeomorfo a B,.

Demostracion. Definimos T : X — X mediante la expresion

Tomemos x # 0 y pongamos y = T (x). Entonces,

obtenemos que

Ademas, al ser

0 si x=0,
T(x):=
(x) Il x#0.
[[x[|2

PO
el Ayl (vl
1 0 si y=0,
T7 =
») bl 520,
¥l
IT@[, =l y  T7'O, = Iyl

Y= lxlley Iyl = l1xl13/llxll2. Como

(2.19)
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se deduce que T(B1) C By T~'(B,) C By. Luego T (B;) = B,. Por otra parte, si x,u € X,

T@—nm—wmkw+<wluwju

il Il ell2

X ullr — ||x =+ ||x x|[1 — ||u
_ ||x|!1(x_u)+\| 11 (lleell2 = lell2) =+ llell2 (el = 1] Ih)u
x> 2| ue] 2
Luego
X
76~ 7@, < 25 el =,

lo cual establece claramente que T es continua en x # 0. La igualdad (2.19) nos proporciona la
continuidad de 7 en 0. De forma similar, se obtiene que 7! es continua, y la prueba termina. [J

Corolario 2.4.2. Sea X un espacio vectorial real finito-dimensional. Entonces:

(i) Si ||| es una norma cualquiera en X, Bx es la bola unidad cerrada de X y ¢ : By — By
es continua, entonces existe x € By tal que ¢(x) = x.

(ii) SiX =R", a=(a;)}_, es tal que a; >0, B, = {x: (), R x| < a,-} yQ:B,— B,
es continua, entonces existe x € B, tal que @(x) = x.

Demostracion. La afirmacién en (i) se demuestra como sigue. Si dimX = n, entonces existe un
isomorfismo lineal ¢ : R" — X. Parax € R", definimos ||x|| := ||¢ (x)||. La norma ||-|| asf definida
en R" es equivalente a la norma euclidea ||-||>. Entonces, por el lema anterior, existe un homeo-
morfismo 7' de la bola unidad euclidea B" sobre la bola unidad cerrada B asociada a la norma ||-|.
Observando que ¢ (B) = By, el teorema de Brouwer 2.3.6 utilizado para la aplicacion continua

T 'oplopopoTl:B"— B,

nos garantiza la existencia de un punto y € B" tal que (T 'o¢'o@o¢oT)(y) =y. De aqui se
obtiene que x = ¢ (7'(y)) es un punto fijo para ¢.
La afirmacidén en (ii) se sigue de (i), teniendo en cuenta que B, es la bola unidad cerrada
asociada a la norma en R” dada por
x|

— méax 24 — (x:)" n
||x|| = méx 2 para x= (x;); € R". O

(Conjuntos con la propiedad del punto fijo] Un espacio topolégico K se dice que tiene la propie-

dad del punto fijo si cada funcién continua ¢ : K — K tiene un punto fijo. La propiedad
del punto fijo se conserva por homeomorfismos. Este hecho ya ha sido utilizado en el co-
rolario 2.4.2, y serd empleado con profusién en el resto del capitulo. Si X es un espacio
topolégico, un subconjunto K C X se dice que tiene la propiedad del punto fijo si K, con la
topologia inducida, tiene la propiedad del punto fijo.
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(Cubo de Hilbert) Sea (e,), la base canénica en ¢? (todas las coordenadas de e, son 0 salvo la
coordenada n-ésima, que es 1). Si x = (x;)7>, € ¢2, tenemos que

x:Zx,-e,-, Le., r}ilrolon—anH:O

donde P,x = ¥'', x;e;, para n € N, y la norma considerada es la canénica de ¢> dada por
2 - . .. .
[l = [| (x| = X2 |x;|%. En lo que sigue, utilizaremos la notacién

oo
Rx=x—Px= Z x;e;.
i=n+1

Entonces, para cada x € 2 se tiene que
e[l = [1Pox® + [[Rue]*.

El cubo de Hilbert es el subconjunto de ¢ definido por

= 1 .
Q:: {x: (xi)iZI Efz . |xl‘ S F, 1= 1,2,}

Lema 2.4.3. Si x,y € Q, entonces, para cadan = 1,2,..., se tienen las desigualdades
- 2.2
1Rux” < 5 (2.20)
2 o 1
e —y[ < |2l =) + 3 2.21)

3.4n— 2 .4n-3"
Demostracion. La desigualdad (2.20) se deduce directamente de la definiciéon de Q, sumando la
serie geométrica 7 + 4"% + -+, Utilizando ahora la igualdad ||x||* = ||P.x||> + ||R.x|* y (2.20),

obtenemos
e =312 = [|PuCe = 9)||* + [|Ra(x = ) ||* < [|Palx = ) ||* + (IRax]| + [[Ra¥]])?
2 2 1
<N+ (535 ) = 1B + 5 .

Lema 2.4.4. El cubo de Hilbert Q es compacto con la topologia inducida por (2.

Demostracion. Como £? es un espacio métrico y completo y Q es un subconjunto cerrado, para
demostrar que Q es compacto es suficiente probar que Q es totalmente acotado (véase la pagi-
na 115): veremos que, para cada € > 0, existe una cantidad finita de puntos yi,y2,...,ym € 2
tal que Q C UL (yx + €Bp2). Asi, dado € > 0, encontramos un N € N tal que 4,\,%3 < 2. Como
Oy = {Pyx : x € Q} es un conjunto acotado en un espacio de dimension finita, existe un conjunto
finito {yx :k=1,2,...,m} C Qy de forma que, para cada y € Qy, existe un yj con ||y —yi|| < €/2.
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Fijado x € Q, encontramos yj tal que ||Pyx — yi|| < €/2. Como Pyyy = yk, de la desigualdad (2.21)
obtenemos que

e e
< —+ = <E. OJ

1
2 2
[ = Yiell= < [[Pvx — yil| tyaws <7713

Lema 2.4.5. Sean Q C ? el cubo de Hilbert y ¢ : Q — Q una aplicacion continua. Entonces,
existe y € Q tal que ¢(y) = y.

Demostracion. Consideremos de nuevo las proyecciones definidas en la pagina 87 por la expre-
sion P,x = Y, x;e;, n € N. En el espacio P,(¢?) de dimension n, el conjunto B,(Q) es la bola
unidad para una norma que se identifica, mediante el isomorfismo natural, con la bola de R" dada
por B,, = {(x,-)l’f:1 il <apyi= 1,2,...},paraan = (1,%72%,...,%).

Paracadan €N, ¢, = B,o@oP,: P,(Q) — P,(Q) es continua. Por el corolario 2.4.2, existe
ya € P.(Q) tal que ¢, (ys) = yo. Como y, € P,(Q), entonces Py, = y,, y asi, Pn((P(Yn)) = Yn-
Ademads, cada y, lo podemos ver como un elemento de Q, que es compacto, por lo que existirdn
y € Q y una subsucesion (y,,, )men, tales que ||y,, —y|| — 0. Dado que ¢ es continua, obtenemos
|@(¥n,,) — ©(»)|| — 0. Por otro lado, como P? = P,, la desigualdad (2.21) nos asegura que

H‘P()’n) _YnH2 = H‘P()’n) _Pn((P(yn))Hz < Wn—»—o:o

En consecuencia, ¢(y) =y, y la demostracién termina. O

(Mejor aproximacion) Sean (M,d) un espacio métrico y D C M. Un elemento xo € M tiene una

mejor aproximacion yo € D, si d(xo,D) = infyep d(xo,y) = d(x0,y0).

T 4
] 7
ﬂ/.

,
7
,
,

d(x(% D)

Figura 2.6: Mejor aproximacion

Lema 2.4.6. Sea K un subconjunto compacto de un espacio de Banach (X,||-||). Se tienen las
siguientes propiedades:

(i) Para cada x € X, existe una mejor aproximacion Py (x) de x en K.

(ii) Si (X,||-||) es estrictamente convexo y K es, ademds, convexo, entonces Px(x) es tinico para
cada x € X, y la aplicacion Pg : X — X es continua y satisface Px(x) = x para todo x € K
(K es un retracto de X ).
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Demostracion. La demostracion de (i) es muy sencilla: fijemos x € X y sea (y,), una sucesién
en K tal que lim,||x —y,|| = d(x,K) =: d. Como K es compacto, podemos suponer sin pérdida de
generalidad, pasando a una subsucesion si es necesario, que existe y € K tal que 1im, ||y, —y|| = 0.
Claramente, se tiene que ||x —y|| =d.

Veamos ahora si se satisfacen las hipdtesis en (i7). Supongamos que, para x € X, existen dos

puntos u, y en K tales que ||x—ul| = [|x — y|| = d. Como K es convexo, tenemos que *T* € K. Asi,
y+u 1 1
d <= 220 = 5=+ = < S (e =yl + e = ull) =a.
Por tanto, tenemos la igualdad
(x—y)+(x—u)
d = |lx —ul| = |x—yll = > :

Como (X, ||-||) es estrictamente convexo, se concluye que x —y = x — u y, en consecuencia, y = u.

Veamos por tltimo que Pk es continua. Sean (x,), y x en X tales que lim,||x, — x| = 0. Dado
que K es compacto, para ver que (PK (xn))n converge hacia Px(x) es suficiente probar que Px(x)
es el tnico punto de aglomeracién de (PK (xn))n Supongamos que y € K es un punto de aglome-
racién de (Px(x,)), . Existe, por tanto, una subsucesion (Px (x,,)), tal que limy | Pk (xn) — y|| = 0.
Tenemos entonces que

d = |}x=Pe()]| = lim [lx, —Pe (ol = lim [lxn, — P o, )| = [l —1| = d.
De aqui se sigue que d = ||x — Px(x)|| = [|x— y|| v, finalmente, como y € K, concluimos que
y = Px(x) y la prueba termina. O

Lema 2.4.7. Sea K un subconjunto convexo y cerrado del cubo de Hilbert Q y sea ¢ : K — K
una aplicacion continua. Entonces, existe x € K tal que ¢(x) = x.

Demostracién. Sea Py : £> — (% 1a aplicacién que envia cada x € £2 sobre su mejor aproximacién
Px(x) € K. Definimos y := @ o Px|g. Entonces, y : 0 — K C Q. En virtud del lema 2.4.5 anterior,
existe un punto fijo x € Q de , es decir ¢ (Px(x)) = x. Como ¢(K) C K, obtenemos que x € K, y
asi se tiene que Pg(x) = x. De aqui se concluye que ¢(x) = x, y la prueba termina. O

Es claro que, si el teorema del punto fijo se verifica para un espacio topolégico dado, entonces
se satisface para cualquier espacio homeomorfo. Esta observacion y el lema anterior nos permiten
demostrar facilmente el teorema de Schauder.

Lema 2.4.8. Si (X, ||-||) es un espacio normado separable, entonces existe un conjunto numerable
en X* que separa los puntos de X. Mds concretamente, si {x, : n € N} es un conjunto numerable
denso en Sx, y para cada n € N elegimos f, € X* tal que f,(x,) > 1/2, entonces

D" :={f,:neN}

separa los puntos de X.
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Demostracion. Es suficiente demostrar que, si x € Sy, entonces, para algin n € N, se tiene que
fn(x) # 0. Para x € Sx dado, tomamos x,, tal que ||x —x,|| < 1/3. Entonces,

Fuls) = falon) 4 falx—x) 2 5~ el > 2~ 5 >0,

y la prueba termina. O

Teorema 2.4.9 (Schauder). Sea X un espacio normado y sea K C X un conjunto convexo y com-
pacto para la norma. Si ¢ : K — K es continua, entonces existe x € K tal que ¢(x) = x.

Demostracion. Vamos a demostrar que K es homeomorfo a un subconjunto compacto del cubo
de Hilbert Q, para lo que suponemos, sin pérdida de generalidad, que K C Byx. Observemos que,
si K C X es compacto, entonces K es totalmente acotado y separable, y por tanto, Y := spanK
es un espacio normado separable. Efectivamente. Si {k, : n € N} es un subconjunto denso de K,
entonces D := {ZneN ruky @ ry € Q, N subconjunto finito de N } es numerable y denso en Y. Por el
lema 2.4.8, existe un conjunto numerable D* de Y* que separa los puntos de Y. Consideremos el
operador lineal 7 : Y — ¢? dado por

1
Ty:= <2n1fn()’)> , Yyevt.

Claramente, T es lineal. Como D* separa los puntos de Y, se tiene que T es inyectivo. Por otra
parte, la desigualdad

4
ITyl|* < gl!y\l2

nos dice que T es continuo para las normas respectivas de ¥ y ¢2. Con toda esta informacién, dado
que K es compacto, concluimos que 7 (K) también es compacto, y asi, T establece un homeo-
morfismo entre K y el compacto convexo T (K), véase el corolario 1.1.12, que es, claramente, un
subconjunto de Q ya que K C By. La demostracién acaba ahora utilizando el lema 2.4.7. O

@ Obsérvese que en la demostracion del teorema de Schauder se ha obtenido que todo sub-
conjunto compacto convexo de un espacio normado es homeomorfo a un subconjunto
compacto convexo del cubo de Hilbert.

Como aplicacion del teorema del punto fijo de Schauder se puede demostrar el teorema de
Peano sobre existencia de soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria.

Teorema 2.4.10 (Peano). Sean I = [ty — h,tg + h] X [xo — k,xo + k] C R? y f € C(I) tales que
0 < || fllh < k. Entonces, para cada xo € R, la ecuacion

X(1) = £(1.%)

tiene, al menos, una solucion en [ty — h,ty + h| que satisface la condicion inicial x(ty) = xo.
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Demostracion. Sea B la bola en C([to — h,to + h]) con centro xo(t) = xo y radio k, es decir,
B= {x € C([to—h,to+h]) : [|x — X0 < k}.

Consideremos la aplicacién @ : B — C([to — h,1o + h]) definida mediante la férmula z = @(x),
donde

t

z2(t)=xo+ [ f(u,x(u))du.
Para z € ¢(B) se tiene que
Iz = X0l < [[flleoh <k, (2.22)

y por tanto,
¢©(B) CB. (2.23)

Siv,w € [tg — h, )+ h], obtenemos que

|2(v) —z(w)| <

/Vf(u,x(u)) du

w

< fllew [v = wl. (2.24)

Abhora bien, por (2.22) se deduce que
[[2lleo < |xo| + . (2.25)

Es sencillo comprobar que (2.24) y (2.25) también se satisfacen para z € co @(B). Ademis,
en virtud del teorema de Ascoli-Arzeld, [69, Teorema 17. p. 265], obtenemos que co @(B) es

totalmente acotado y, en consecuencia, K := co ¢(B) es compacto. Como B es convexo y cerrado,
y K C B (por (2.23)), podemos asegurar que

¢(K) C ¢(B) Ccop(B) =K.

Vamos a demostrar ahora que ¢ es continua respecto a ||-||. Tomamos € > 0. Al ser f uni-
formemente continua en /, existe § > 0 tal que, si |x; —xz| < 8, entonces | f(z,x1) — f(1,x2)| <&,
para cada t € [tg — h,to + h]. Por lo tanto, si x;,x2 € By ||x] —x2]| < 0, tendremos que, para todo
t € [to— h,to+hl,

< &h.

/Iotf(u,xl(u))du/Iotf(u,xz(u))du

Luego H o(x1) — @(x2) HW < &h. Finalmente, gracias al teorema de Schauder 2.4.9, podemos afir-
mar que ¢ tiene un punto fijo x € K. Luego

t

x(t)=xo+ [ f(u,x(u))du.

Esto implica que x(fp) = xo, y que
X (1) = f(1,x(1)),

lo que concluye la demostracion. 0
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@ Las ideas utilizadas en la prueba del teorema de Peano sirven para demostrar la siguiente

version global: Sea f : [a,b] x R — R una funcion continua y acotada. Entonces, para
cada xy € R, la ecuacion X'(t) = f(t,x) tiene, al menos, una solucion en |a,b| que satisface
la condicion inicial x(ty) = xo. La demostracién es la misma que la del teorema 2.4.10: para
establecer la continuidad de ¢ para ||-|| en x; € B, basta utilizar la continuidad uniforme de f
en el compacto [a,b] x K, donde K = x| ([a,b]) +[—1,1].

El teorema del punto fijo también es cierto para subconjuntos convexos compactos de un espa-
cio localmente convexo, véase el teorema 2.4.15. La demostracién es, sin embargo, mas elaborada
que la que hemos realizado para el teorema de Schauder, y requiere de algtn trabajo preliminar
que hacemos a continuacién.

[Determinacién de conjuntos funcionales respecto de funciones} Consideremos E un espacio lo-

calmente convexo, K un subconjunto de E, ¢ : K — K una funcién, y F' 'y G dos sub-
conjuntos de E’. Se dice que G determina a F respecto de @ si, para cada f € F y cada
€ >0, existen § >0y A C G finito tales que, si x,y € K con

x—yeV(0,4,8)={z€E:[g(z)| <5, g€ A},
entonces

£ (o) = f(e()| <e.

El lema que sigue es consecuencia inmediata de la definicion anterior.
Lema 2.4.11. Sean E un espacio localmente convexo, K un subconjunto de E, ¢ : K — K una
funcion, y F 'y G dos subconjuntos de E'. Si G determina a F respecto de @, y para xo,yo € K se
tiene que
g(x0) = g(yo) para cada g € G,
entonces, para cada f € F,

f(o(x0)) = f(@(0))-

Lema 2.4.12. Sean E un espacio localmente convexo y K un subconjunto 6 (E,E')-compacto de
E. Si n: K — R es una aplicacion o(E JE' )-continua, entonces, para cada € > 0, existen un
conjunto finito A C E' y 8 > 0 tales que

n)-n0)| <e,
para todo x,y € K que satisfacen x—y € V(0,A, ).

Demostracion. Como 1 es o(E,E’)-continua, para cada x € K existen un conjunto finito A, C E’
y & > O tales que |n(y) —n(x)| < &/2,siy € (x+V(0,A,,8:)) NK. La inclusion

KcC U<x+v(o,Ax,%)),

xeK
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y el hecho de que K es compacto y cadax+V (0, Ay, 8,/2) es abierto en (E, o (E,E’)), nos permite
determinar xy,...,x, € K tales que

n
K U(u+v(0,4,.5)). (2.26)
i=1
Definimos ahora A := [J'_; Ay, y 8 := min;<;<, 6,/2. Veamos, para terminar, que A y § satisfa-
cen la condicion exigida en el lema. Fijamos x,y € K con x—y € V(0, A, ). Gracias a la inclu-
sion (2.26), existe un x; tal que x € (x;+V/(0, Ay, 8,/2)), es decir, |g(x—x;)| < &,/2, para cada
g €A, Como ‘g(x—y)‘ <OsigeA A, CAy S <9,/2, setiene que

5. 6. 6.
lev—xi)| < |g(y—x)|+|g(x—xi)| < 6+ S S5 S =8

para cada g € Ay, y asi, concluimos que y € x; +V (0, Ay, Oy, ). Por la definicién de V (0, A,,, dy,)
obtenemos que

N -ne)| <5 v [ne)-nw)| <3
Finalmente,
[N =) < [ 00| +[n) -n0) <5 +3 =,
y la demostracién termina. 0

(@ Todo espacio localmente convexo (E,T) es un espacio uniforme en el sentido de [69,N
p. 204]. Si % es una base de 7-entornos del origen en E, y para cada U € % definimos

Ny :={(x,y) EEXE:x—yeU},

entonces {Ny : U € % } es base para una uniformidad en E cuya topologia asociada es 7. El lema
anterior 2.4.12 es un caso particular de que, en un espacio uniforme, las funciones continuas en

los compactos son uniformemente continuas, véase [69, Teorema 31, p. 226].

Lema 2.4.13. Sean E un espacio localmente convexo 'y K C E un conjunto ¢ (E,E")-compacto.
Si ¢ : K — K es una aplicacion o (E,E')-continua y f € E', entonces existe G C E' numerable,
con f € G, de forma que G se determina a si mismo respecto de .

Demostracion. Etapa 1. Definimos Fy := {f}. Como fo ¢ es o(E,E’)-continua, en virtud del
lema 2.4.12, existen 8; > 0y G| C E' finito tales que

[(fo@)(x)—(fo@)(y)| <1, si x—y€eV(0,Gy,8).

Etapa 2. Definimos F; := Fy U Gy. Aplicamos de nuevo el lema 2.4.12 y encontramos G, C E’
finito y &, > 0 tales que

(0 9)(x) ~ (ho@)0)| < 5. si ¥~y EV(0,G2,8) y he F.

Reiterando este procedimiento, el conjunto G := [Ji_( Fx tiene las propiedades requeridas. 0
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Proposicion 2.4.14. Sean (E,T) un espacio localmente convexo, K C E un conjunto -compacto
y convexo, y ¢ : K — K una aplicacion continua. Si K tiene, al menos, dos puntos distintos,
entonces existe un subconjunto Ky C K, propio y cerrado, tal que ¢(Kp) C K.

Demostracion. Como K es T-compacto, las topologias débil y ¥ restringidas a K coinciden (véase
el corolario 1.1.13). Asi pues, ¢ es o(E,E’)-continua. Tomemos dos puntos xi, x, € K, x| # x2, y
fijemos f € E’ con f(x;) # f(x2). Porel lema 2.4.13, existe G = {g;};-; CE' talque f € Gy G se
determina a sf mismo respecto de ¢. Como sup,. K’gi(x)’ < oo para cada i € N, podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que

sup}g,-(x)‘ < 21.—1_1, (2.27)

xeK

para cada i € N. Definimos Y :=spanK y T : Y — ¢* el operador lineal dado por Ty = { gi(y) }:1 -
Escribamos L = T (K). Se tienen las siguientes propiedades:

— L es convexo y estd contenido en Q: Esto es consecuencia de que T es lineal. El hecho de que
T(K) C Q se sigue de la definicion de T y de las desigualdades (2.27).

— Tlg es o(Y,E")-||-||-continua: Fijamos € > 0. Sea N € N tal que 4N1—,3 < €% Sean x,y € K ta-
les que ‘g,-(x —y)‘ < &/v/2N, paracadai=1,...,N. Entonces, considerando de nuevo las
proyecciones definidas en la pdgina 87 por la expresién P,x =Y/ | x;e;, n € N, se tiene que
|PvT (x—y)|| < €2/2. Asi, usando la desigualdad (2.21) del lema 2.4.3 obtenemos que

2 2 2
ITx=1y = [Ta=y)| < [T F+ 5 < S +5 =&
lo que nos asegura que T |k es o(Y,E’)-||-||-continua.

— L es compacto: L= T(K) es compacto en /> como consecuencia del apartado anterior.

—y=To@oT " estd bien definida: Tomamos u € L'y x,y € T~'(u). Entonces Tx = Ty = u,
es decir, g;(x) = gi(y) para cada i € N. Como G se determina a si mismo respecto de @,
por el lema 2.4.11 podemos asegurar que g;(@(x)) = gi(@(y)), para cada i € N, es decir, se
tiene que (T o @)(x) = (T o ¢)(y). De aqui se deduce que la aplicacién y : L — L dada por
W(u) = (T o@oT~")(u) estd bien definida.

— Yy es continua: Fijamos € > 0. Sea N € N tal que 4N1,3 < €2. Como G se determina a si mismo,

podemos encontrar m € Ny 6 > 0 tales que, si w,z € K satisfacen
|gi(w) —gi(z)| < 8, paracada i=1,...,m,

entonces
, paracada i=1,...,N. (2.28)

€
ilPpw)) — 8Pz ‘ </
sile(w) ~si(0@)| < 7
Vamos a probar que, si u,v € L son tales que |lu—v|| < &, entonces ||y/(u) — w(v)|| < €.
Efectivamente, como u,v € L = T(K), existen x,y € K tales que u = Tx y v = Ty, es decir,
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u= (g,-(x))i yv= (g,-(y))l.. Entonces, se tiene que

o 1/2
2 .
8i0) — i) < (z|g,-<x>g,-<y>| ) —lu=v] <8, para i=1,2,...
=1
Asi, por (2.28) se sigue que

gi(o(x)) —gi(qo(y))) <

€
——, para i=1,2,...,N.
V2N P
Ahora, como y(u) = (To @) (x) = (i(@(x))), y ¥(v) = (To9)(y) = (8i(¢(y))),. los cdlcu-
los anteriores y la desigualdad (2.21) nos permiten concluir que

v = o <[t s+
N 02 P
=Y silow)—o() +?<N2N+?7

Como L es un subconjunto cerrado y convexo del cubo de Hilbert, el lema 2.4.7 nos asegura
que V¥ tiene un punto fijo. Sea up = W(ug). Tomamos Ko = T ! (ug). Vamos a ver que este Ko es
el conjunto que anddbamos buscando. Dado x € Ko = T~ (ug), como y =T o 9o T~!, tenemos
que @(x) € Ky. Hemos demostrado asi que ¢(Kj) C Ky. Veamos, por ultimo, que Kj es un sub-
conjunto propio de K. Si Ky = K, entonces los puntos x1, x; fijados al principio de la demostracion
pertenecerfan a Ko = T~ ' (uo), de donde se deducirfa que Tx; = Tx,. Pero esto implicarfa que
f(x1) = f(x2), pues f € G, contradiccién que concluye la prueba. O

Teorema 2.4.15 (Schauder-Tychonoff). Sean E un espacio localmente convexo, K C E convexo 'y
compacto, y ¢ : K — K una aplicacion continua. Entonces, existe x € K tal que ¢(x) = x.

Demostracion. Sea ¢ la familia de todos los subconjuntos C de K, convexos y compactos, tales
que ¢(C) C C. Introducimos en .# un orden: C; < C; si, y s6lo si, C; D C,. Como, para cada
subfamilia de .#” totalmente ordenada existe un elemento maximal, el Lema de Zorn nos asegura
la existencia de un elemento maximal de .%#". Aplicando ahora la proposicion 2.4.14, obtenemos
que el elemento maximal contiene un Unico punto. O

2.5 El teorema de Lomonosov

E L resultado central de esta seccion, lema 2.5.7 y teorema 2.5.8, que se debe a Lomonosov,
[75], implica, en particular, que cualquier operador compacto en un espacio de Banach tiene
un subespacio invariante no trivial. Cuando este resultado aparecid, caus6 un gran impacto, tanto
por la fuerza de su conclusién como por la simplicidad de su prueba. La demostracién presentada
aqui utiliza el teorema del punto fijo de Schauder 2.4.9, en su versién para espacios normados.
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([Espacio de operadores acotados) En lo que sigue, (X)) denotard el espacio de operadores aco-

tados del espacio de Banach X en si mismo. Un operador T € .Z(X) se dice compacto si
T (Bx) es relativamente compacto para la topologia de la norma: J# (X ) denota el espacio
de operadores compactos de X en si mismo.

(Subespacios invariantes) Si X es un espacio de Banach y T € .Z(X), un subespacio invariante

para T es un subespacio lineal cerrado Y de X tal que Tx € Y parax € Y. Y es no trivial si
Y # {0}, X. Representaremos por Lat 7 la familia de todos los subespacios invariantes para
T.Sio/ C Z(X),entonces Late/ = (\{LatT : T € </ }.

La siguiente proposicion, cuya demostracion se deja como ejercicio, justifica la utilizacién del
simbolo Lat para representar la familia de los subespacios invariantes: con las operaciones V y
A, LatT es un reticulo (i) que es completo (ii). Mds ain, LatT tiene un mayor elemento, X, y un
menor elemento, {0}.

Proposicion 2.5.1. Se verifican las siguientes propiedades:

(i) SiY1,Y, € LatT, entonces Y1 VY, : =Y+ Y, € LatT, e Y1 AY, : =Y NY, € LatT.
(ii) Si{Y;:i€l} C LatT, entonces \/{Y;:i € I}, el espacio lineal cerrado generado por|J;Y; y
NY; i €1} =Y pertenecen a LatT.

La pregunta principal que se plantea es la siguiente: ;tiene Lat7 algin elemento ademds de
los evidentes {0} y X? O, en otras palabras, ¢tiene 7 un subespacio invariante no trivial? Una
primera respuesta obvia es la siguiente: si X es un espacio de Banach no separable, todo operador
acotado T € .Z(X) tiene un subespacio invariante no trivial; a saber: para cualquier x # 0 en X, el

subespacio Y := span{T"x : n € N} es invariante, no nulo y distinto de X dado que es separable.
Otra respuesta conocida se tiene cuando X = H es un espacio de Hilbert complejoy T € Z(H),
T # 0, es un operador compacto y normal; en tal caso, T tiene un valor propio no nulo « Yy,
consecuentemente, el espacio propio (finito-dimensional) ker(7 — atf) # {0} es invariante por 7.
Como cada subespacio de ker(7 — otf) # {0} es también invariante por T, se deduce que 7 tiene
subespacios invariantes no triviales.

Ejemplo 2.5.2. Si X es un espacio finito-dimensional sobre C y T € .Z(X), entonces LatT es no
trivial. En efecto, sea X = C" y sea T una matriz. Entonces, p(z) = det(T — z[) es un polinomio de
grado n, y por tanto, tiene un cero, digamos «. Si det(7 — ol ) = 0, entonces T — e es no invertible.
Pero en espacios finito-dimensionales esto significa que T — a/ no es inyectiva. En consecuencia,
ker(T — al) # {0}. SeaY C ker(T — al), tal que Y # {0}. Six € Y, entonces Tx = ax € Y y, por
tanto, Y € LatT. O

. 0 —1 . .
Ejemplo 2.53. SiT = < .o ) en R?, entonces Lat7 es trivial. En efecto, si LatT no fuese

trivial, existiria un espacio uno-dimensional ¥ en Lat 7. Supongamos que Y = {@e : o € R}. Dado
que Y € LatT, Te = Ae para algtin A en R. Por tanto, T?e = T (Te) = ATe = A%e. Pero T?> = —1 y,
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en consecuencia, —e = A2e, de donde se deduciria que A2 = —1 si e # 0, lo cual no puede ocurrir
si A esreal. Sin embargo, en el casode que n >3y T € Z(R"), entonces Lat T es no trivial (véase
[36, §4, ejercicio 6]). ]
Ejemplo 2.5.4. Si V : L*([0,1]) — L*(]0,1]) es el operador de Volterra, V f(x) = / f(r)dry
0
0<a<l,sea
Yoy = {feLz([O,l]) L f(1)=0 para 0 <1< a}.

Entonces, Y, € LatV. Mds atin, puede demostrarse que LatV = {Y, : 0 < o < 1} (véanse [67] y
[88, p. 68]). O

Ejemplo 2.5.5. Si S : (P — (P es el operador desplazamiento S(o, ,...) = (0,01,00,...), ¢
Y, = {xEE”:x(k)zO para 1 gkgn},

entonces Y, € LatS. O

Ejemplo 2.5.6. Sea (Q,X, 1) un espacio de medida o-finito y, para ¢ € L*(u), representaremos
por M el operador multiplicacién sobre LP (), 1 < p <eo. SiA € X, sea

Yy = {fELp(y) :f(w)=0 u-p.c.t. WGQ\A}.

Entonces, Yy € LatMy. ]

Es una tarea dificil determinar todos los subespacios invariantes de un operador especifico. El
operador de Volterra y el operador desplazamiento son ejemplos donde esto es posible. Sin embar-
go, hay operadores para los que no existe ninguna caracterizacién de sus subespacios invariantes:
por ejemplo, sea u la medida de Lebesgue sobre el disco unidad abierto D, y sea Af(z) = zf(2),
para f € L*(u); no existe ninguna caracterizacién conocida de LatA.

Lema 2.5.7 (Lomonosov, 1973). Si </ es una subdlgebra de £ (X) de tal forma que I € </ y
Late/ = {{0}, X } y si K es un operador compacto no nulo sobre X, entonces existe un A € &/
tal que ker(AK —1I) # {0}.

Demostracion. Podemos suponer que ||K|| = 1. Fijamos un xo en X de modo que ||Kxo|| > 1,y
tomamos S = {x € X : x—xo| < 1}. Entonces,

0¢&K(S). (2.29)
Efectivamente, para cada x € S, se tiene la cadena de desigualdades

1K > [|Kxo]| = ||K (x —x0)[| > [IKxoll — [|x = xol| > || Kxo]| — 1 > 0.

Ahora, siye X yy#0, {Ty:T € &/} es un subespacio invariante para </ (dado que <7 es
un dlgebra) que contiene al vector no nulo y (pues I € <7). Por hipétesis, {Ty:T € &/} = X.
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Pero, por (2.29), esto nos dice que, para todo y € K(S), existe un T € 7 con ||Ty —xo|| < 1.

Equivalentemente,
KS < J{yex:my—xll<1}.
Ted
Debido a que K(S) es compacto, existen 71,...,T, en < tales que
n
K©S)c | J{rex |ITy—xl <1} (2.30)
j=1

Dados y € K(S) y 1 < j < n, sea aj(y) = max{0,1 — || Tjy — xo| }. Por (2.30), se tiene que
Y/i—1a;(y) > 0, para todo y € K(S). Definimos entonces b; : K(S) — R por

ooy ai(y)
bi0) = S )

y definimos y : S — X como

n

y(x) = Zlbj(l(x)Tij.
=
Es fécil ver que a; : K(S) — [0,1] es una funcién continua. Por lo tanto, b j Y W son también
continuas.

Six € S, entonces Kx € K(S). Si bj(Kx) >0, aj(Kx) > 0, y por tanto, ||7;Kx —xp|| < 1. Esto
es, TjKx € S siempre que b;(Kx) > 0. Ya que S es un conjunto convexo y Yio1bj (Kx) = 1 para
x € §, entonces

y(S) CS.

Obsérvese que TjK es un operador compacto para cada j, por lo que 7;K(S) es convexo y
compacto. La envoltura convexa co(U;f: 1 T;K (S)) es compacta gracias al lema 3.1.7. Como este
conjunto convexo contiene a Y(S), se deduce que co(y(S)) C S (S es cerrado y convexo) es
también compacto. Obsérvese que, si escribimos Sy = co(y/(S)), entonces Yy (So) C y(S) C So.
Utilizando ahora el teorema del punto fijo de Schauder 2.4.9, existe un vector x; en S tal que
y(x) =x.

Sea B; := bj(Kx1), y consideremos A :=Y;_, B;T;. Asi, A € &/ y AKx; = y(x1) = x;. Dado
que x; # 0 por (2.29), ker(AK —I) # {0}. O

(Subespacio hiperinvariante] Si T € £(X), un subespacio hiperinvariante para T es un subespa-

cioY de X tal que AY C Y para todo operador A en el centralizador C & (x) (T)deT, es decir,
AY C Y cuando AT = TA. Obsérvese que cualquier subespacio hiperinvariante para T es
invariante.

Teorema 2.5.8 (Lomonosov). Si X es un espacio de Banach sobre C, T € £ (X) no es un miil-
tiplo de la identidad y TK = KT para algiin operador compacto no nulo K, entonces T tiene un
subespacio hiperinvariante no trivial.
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Demostracion. Sea o/ = Cyx)(T). Queremos demostrar que Lat.o/ # {{O}, X}. Si esto no es
asi, el lema de Lomonosov 2.5.7 implica la existencia de un operador A € o/ para el que se tiene
Y =ker(AK —1I) # {0}. Pero Y € Lat(AK), y la restriccién AK|y es el operador identidad. Como
AK € 2 (X), entonces AK’YE H (Y) y, por tanto, dimY < . Dado que AK € & = Cyx)(T),
para todo y € Y se tiene que AK(Ty) = T(AKy) = Ty; en consecuencia, T’y € ker(AK —1I), y asi,
TY C Y. Pero al ser dimY < oo, T|y debe tener un valor propio A. Asi, ker(T —AI) = Z # {0}.
Ahora bien, Z # X, ya que T no es un miltiplo de la identidad. Es fécil ver entonces que Z es
hiperinvariante para T. Efectivamente, si tomamos B € C g(X)(T) y z € Z, entonces se tiene que
T(Bz) = B(Tz) = B(Az) = ABz, y por tanto Bz € Z. O

Observemos que, en el teorema anterior, los espacios de Banach tienen que ser necesariamente
complejos: el ejemplo 2.5.3 muestra que, en efecto, para espacios de Banach reales el teorema
anterior no es cierto.

Corolario 2.5.9 (Aronszajn-Smith, 1954, [3]). Sea X un espacio de Banach complejo y sea K :
X — X un operador compacto. Entonces, LatK es no trivial.

El siguiente resultado apareci6 en [7], donde se demuestra utilizando técnicas de anélisis no-
estandar. Halmos, [59], dio una prueba en la que empleaba andlisis estdndar. Ahora, es una sencilla
consecuencia del teorema de Lomonosov.

Corolario 2.5.10. Si X es infinito-dimensional, A € £ (X) y existe un polinomio en una variable,
p, tal que p(A) es compacto, entonces LatA es no trivial.

Demostracion. Si p(A) # 0, entonces se aplica el teorema de Lomonosov. Si p(A) = 0, sea
pi)=a+oz+...+o,7", a, # 0.

Parax #0,seaY = span{x, Ax,..., A”_lx}. Dado que
A" =—o, o+ A+ + o AT,

Y € LatA. Ademds, como x € Y, Y # {0}; finalmente, al ser dimY < e, ¥ # X. O

Corolario 2.5.11. Si K|,K, € ¥ (X) y K1Kx = K2K), entonces Ky y K; tienen un subespacio
invariante no trivial comiin a ambos.

Demostracion. Si K, = 0 el resultado es claro. Si K, # 0 el teorema 2.5.8 nos asegura la exis-
tencia de un subespacio hiperinvariante no trivial para K;; por definicién de hiperinvariante, este
subespacio es invariante para Kj. 0
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Existencia de subespacios invariantes, V. Lomonosov, 1951-1987.

«La mejor aplicacion del teorema de Schauder del punto fijo que puedo pensar es
la prueba del teorema de Lomonosov de existencia de subespacios invariantes. Hay
varias generalizaciones de este resultado, pero lo que Lomonosov demostro fue que:
si X es un espacio de Banach y T un operador acotado en X tal que TK = KT para
algiin operador compacto K no nulo de X en X, entonces algiin subespacio Y propio
de X es invariante bajo T, i.e., T(Y) CY.

Un poco de historia sobre este resultado. Parece ser que J. von Neumann de-
mostré que todo operador compacto en un espacio de Hilbert tiene un subespacio
invariante no trivial, pero no publico la prueba. En 1951 6 1952, N. Aronszajn, en
Kansas, probo este resultado independientemente de von Neumann y mostro su prue-
ba a K. T. Smith. Esa noche, Smith fue a casa y trato de reproducir la demostracion de
Aronszajn, pero encontré otra diferente que también servia para espacios de Banach
(conozco esto porque en aquellos tiempos yo era un estudiante en la Universidad
de Kansas). Aronszajn y Smith escribieron un articulo juntos. Al final del articulo,
dejaron una cuestion abierta: si un operador T tiene cuadrado compacto, ;tiene T
un subespacio invariante no trivial? Mucho después, creo que en 1963, A. R. Berns-
tein y A. Robinson demostraron, con técnicas de andlisis no-estandar, que si T es un
operador con la propiedad de que p(T) es compacto, donde p es un polinomio de
grado positivo, entonces T tiene un subespacio invariante propio. Esto fue demostra-
do originalmente para espacios de Hilbert, pero pronto fue generalizado a espacios
de Banach usando otra vez técnicas de andlisis no-estandar. Date cuenta de que el
teorema de Lomonosov generaliza todo lo de arriba, y la demostracion es jtan bella
y tan simple/ Recuerdo que cuando Lomonosov demostro su resultado, J. Lindens-
trauss nos visito en la Universidad de Washington desde Berkeley. Saco del bolsillo
una hoja de papel arrugada (juna solo!), que era la fotocopia de la prueba completa
manuscrita que el propio Lomonosov habia hecho de su resultado. Joram dijo: “es-
ta demostracion estd propiciando que mucha gente en Berkeley sea infeliz". Lei la
prueba una vez, y no la podré olvidar nunca.

Demostracion. Probaremos que si T es un operador acotado en un espacio de Ba-
nach infinito-dimensional X que conmuta con algiin operador compacto no nulo K,
entonces 7 tiene un subespacio invariante propio.

Supongamos que ||K|| = 1y fijemos un punto a de forma que ||K(a)|| > 1. Sean

S=a+Bx y C =K(S). Entonces, C es compacto en norma, convexo y 0 ¢ C. Obser-
vemos que si {P(T)x :P polinomio} no es denso para algin elemento no nulo x en X,
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entonces su clausura es un subespacio invariante propio de 7. Asi, podemos suponer
que {P(T)x :P polinomio} es denso en X para cada elemento no nulo x € X. Enton-
ces, para cada x € C, existe un polinomio P tal que ||ja — P.(T)(x)|| < 1. Definimos
Uy={y€X:|la—P(T)(y)|| < 1}. Cada U, es un entorno abierto de x, y asi, por

compacidad, existen xp,x2,...,x, de forma que C esta recubierto por Uy,...,U,, don-
de U; =U,,. Sea by, ..., b, una particion de la unidad en C subordinada al cubrimiento
Ui,...,U,,y consideremos F : C — C la aplicacién continua dada por

F(x) =) bi(x)KF(T)(x)

-

Il
L,

1

(aqui, P, = P,,). Por el teorema de Schauder, existe un punto ¢ € C tal que F(c) = c.
Sea H el operador lineal en X dado por

H =Y bi(c)KP(T),

D=

1

y sea H] = {z €EX:H(z)= z} el auto-espacio asociado al autovalor 1. Dado que H
conmuta con 7', H; es un subespacio invariante para 7. Obsérvese que H; no es nulo,
puesto que ¢ € H;. Por otro lado, si tuviéramos que H; = X, H seria la identidad en
X y, como H es compacto, entonces X seria de dimension finita, que no es el caso.
Consecuentemente, H; es propio y la prueba termina. Ol

1. Namioka (2 de enero de 2004)»

C. J. Read, en 1984, [90], demostré la existencia de un espacio de Banach y de un ope-
rador sobre dicho espacio de Banach que no tenia ningtin subespacio invariante no trivial, lo
que estuvo precedido por algin trabajo de P. Enflo (no publicado, aunque conocido) en el que
se resolvia esta misma cuestion. Més tarde, B. Beauzamy, en 1985, [6], recogid y arreglo las
ideas de Enflo y dio una exposicion y simplificacion de su construccion. El trabajo de Enflo
apareci6 finalmente en 1987, [47]. Read, en 1986, [91], presenté una exposicién autoconte-
nida demostrando la existencia de un operador acotado en ¢! que no tenfa ningiin subespacio
invariante no trivial.

Pero todo este profundo trabajo no cierra completamente el tema. ;Qué espacios de Ba-
nach X tienen la propiedad de que existe un operador acotado sobre X con ningtin subespacio
invariante no trivial? Si X es reflexivo, jes LatT no trivial, para todo 7 en .Z(X)? Esta pre-
gunta no tiene respuesta incluso si X es un espacio de Hilbert.

Una demostracion de una version ligeramente mds débil del teorema de Lomonosov debida
a A. J. Michaels, que elude el teorema del punto fijo de Schauder, puede encontrarse en [77].
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PARA SABER MAS

» El teorema de Stone-Weierstrass puede obtenerse como consecuencia del teorema de Krein-
Milman 3.1.5, véase [36, p. 148-19]. Una version del teorema de Stone-Weierstrass mas
general se encuentra en [95, p. 118-120].

» Los libros [55] y [107] son dos buenas referencias para el estudio de los teoremas del
punto fijo. Ambos textos ofrecen demostraciones de los teoremas de Banach, Brouwer y
Schauder. El primero de ellos estudia diversos tdpicos en la teoria métrica del punto fijo
(aplicaciones no expansivas), y el segundo recoge innumerables aplicaciones al estudio de
ecuaciones diferenciales (soluciones periddicas, estabilidad, etc.), desarrollando ademas la
teoria del grado de Leray-Schauder.

» Otras extensiones cldsicas de los teoremas del punto fijo son las que tienen que ver con
puntos fijos simultdneos para familias de aplicaciones, y con existencia de puntos fijos para
multifunciones. Una referencia para el estudio de puntos fijos de multifunciones es [55].
Entre los resultados sobre puntos fijos simultdneos para familias de funciones, destaca-
mos los teoremas de Markov-Kakutani y Ryll-Nardzewski. Este ultimo se puede utilizar
para demostrar la existencia de la medida de Haar en todo grupo topolégico compacto,
véase [36, p. 155-163].

» El libro [56] es un tratado extenso y moderno sobre teoremas del punto fijo, donde se trata
una gran variedad de aspectos.
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Optimizacion: funcionales que
alcanzan la norma

0
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K «OBJETIVOS» \
ﬁ Estudiar los teoremas de Krein-Milman y Krein-Smulian, tanto en sus v h

siones infinito como finito-dimensionales (teorema de Minkowski). Esta-
blecer la equivalencia entre el teorema de Krein-Milman y el Principio del
Miéximo de Bauer.

= Establecer el Principio Variacional de Ekeland y obtener, como consecuen-
cia, el teorema de Bishop-Phelps sobre existencia de suficientes formas li-
neales continuas que alcanzan su supremo en conjuntos acotados de espa-
cios de Banach.

= Presentar el teorema de James, que caracteriza la compacidad débil de sub-
conjuntos débil cerrados de un espacio de Banach, via la propiedad de que
las formas lineales continuas alcancen su supremo en los mismos.

= Ligar el teorema de James, con ayuda del teorema de Krein-Smulian, con

Kproblemas de aproximacioén y fests de convergencia y compacidad débil. J

A determinacién de mdximos y minimos de funciones ha tenido, y tiene, un lugar preemi-
nente en el Andlisis Matemdtico y sus aplicaciones a cuestiones de optimizacion. El hilo
conductor de este capitulo es el estudio de los conjuntos convexos (convexos compactos

muchas de las veces) en conexién con las formas lineales que alcanzan su supremo en ellos. La
herramienta bésica para el estudio aqui presentado es la teoria de dualidad, desarrollada en la sec-
cién 1.3, y en especial, los teoremas de separacién de conjuntos convexos, que son consecuencia
del teorema de extension de Hahn-Banach. Presentamos, en primer lugar, el teorema de Krein-
Milman 3.1.5, el cual establece que si K C E es un conjunto convexo y compacto en un espacio
localmente convexo, entonces

K = co(Ext(K)). (3.1
Mostramos que este resultado es equivalente al Principio del Médximo de Bauer 3.1.11. A la vista
de la igualdad (3.1), se plantean dos cuestiones de forma natural: (a) ;Cuidndo no es necesario
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de Grothendieck
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X Banach

Teorema de Separacién
de conjuntos convexos

(Hahn-Banach)

Lema de

Carathéodory

Principio Variacional

de Ekeland

Teorema de
Krein-Milman:

K = co(Ext(K))

N

dimX < oo
co(K) compacto

dimX < oo
K = co(Ext(K))

Teorema de Bishop-Phelps:
C C X convexo, cerrado, acotado.
{ funcionales que alcanzan la norma}
es un conjunto denso

Principio de Bauer:
Funciones superiormente
semicontinuas convexas
en compactos convexos

alcanzan maximos en

puntos extremales

A
I
I
I
I
I

\

Teorema de James:
C' C X débil. relat. compacto
sit todos los funcionales
alcanzan la norma

|

X separable, B C By- frontera,
H C X acotado o(X, B)-compacto
= H débilm. compacto

|

Teorema de Rainwater:
(Zn)n C X acotada y z*(z,) — 0
para cada z* € Ext(Bx-) =

z*(x,) — 0 para cada z* € X*

Cuadro 3.1: Esquema del capitulo Optimizacion: funcionales que alcanzan la norma

tomar clausuras en la férmula establecida? (b) Si partimos de K C E compacto, ;cudndo es cierto

que co (Ext(K )) es compacto? Damos respuesta a (b) cuando E es un espacio de Banach, teore-

ma de Krein-Smulian 3.2.1 y 3.2.3. La respuesta a (a) es positiva en los espacios de dimensién

finita gracias al Lema de Carathéodory 3.2.4, véanse los teoremas de Minkowski 3.2.6 y 3.2.5.
El Principio Variacional de Ekeland 3.3.1 abre las puertas al teorema de Bishop-Phelps 3.3.4, el
cual asegura que, para un espacio de Banach X, el conjunto de las formas x* € X* que alcanzan

su supremo en By es denso para la norma de X*. La condicién de que todas las formas x* € X*

alcancen su supremo en By obliga a que By sea débilmente compacto, i.e., X reflexivo, teorema
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3.1 El teorema de Krein-Milman @

de James 3.4.5. Presentamos algunas aplicaciones del teorema de James a la teoria general de la
aproximacién en espacios normados, véase el corolario 3.4.6. El capitulo se completa con una
seccién en la que ligamos el teorema de James, gracias a la ayuda del teorema de Krein-Smulian,
con ciertos fests de convergencia y compacidad débil.

3.1 El teorema de Krein-Milman

E N esta seccion estudiamos los conceptos de conjunto y punto extremal junto con sus propie-

dades. El resultado fundamental que demostramos es lo que se conoce como teorema de
Krein-Milman, el cual establece que todo conjunto compacto convexo de un espacio localmente
convexo es la envoltura convexa cerrada del conjunto de sus puntos extremales. El teorema de
Krein-Milman (llamado teorema de Minkowski en dimension finita) representa uno de los prime-
ros y mas elegantes resultados para conjuntos compactos convexos. En apariencia, el teorema de
Krein-Milman es un resultado inocente, pero tiene numerosas e importantes aplicaciones, véanse
las pdginas 110-113 para alguna de ellas y el articulo [94] para una coleccién més exhaustiva.

(Conjunto y punto extremal] Sean E un espacio vectorial y K C E un conjunto. Un subconjunto no

vacio S C K se llama conjunto extremal de K cuando se satisface la siguiente condicién:
si x,yeK, 0<t<1ytx+(1—t)y€S, entonces x,y € S.

Un punto e € K se dice que es un punto extremal si el conjunto {e} es extremal. Asi, si
K es un conjunto convexo y e € K es extremal, entonces e no es punto interior de ningiin
segmento contenido en K.

Lema 3.1.1. Si S| C K es un conjunto extremal de K y So C S| es un conjunto extremal de Sy,
entonces S» es un conjunto extremal de K.

Demostracion. Seanx,y € K,0 <t <1ytx+(1—1t)y€ Sy. Comotx+(1—1)y€ S;yS;esun
conjunto extremal de K, entonces x,y € S. Asi, tx+ (1 —1)y € S y x,y € S;. Si utilizamos ahora
que 5> un conjunto extremal de Sy, concluimos que x,y € S, y la prueba termina. O

La siguiente proposicion caracteriza los puntos extremales de conjuntos convexos.

Proposicion 3.1.2. Sean E un espacio vectorial y K C E convexo. Son equivalentes:

(i) e es un punto extremal.

(ii) Sixy,x2 €K, x; #x2,0<1t<1ye=rtx;+ (1 —1)xy, entonces, o bien e = x, 0 bien e = x;.
(iii) Sixi,xs € Kye= (x;+x2)/2, entonces e = x| = xa.
(iv) K\ {e} es convexo.

Demostracion. Que (i), (ii) y (iii) son equivalentes se sigue del hecho de que, parar > 1/2, se
tiene la igualdad
e=(x1+y)/2 si,ys6losi, e=tx;+ (1 —1)xp,
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donde y = (2t — 1)x; +2(1 —t)x; € K. Claramente, (i) implica (iv). Reciprocamente, si (i) no se
cumple, podemos escribir
e=tx;+ (1—1)x,

para 0 <t < 1y xj,x2 # e, contradiciendo asi la convexidad de K \ {e}. O
El siguiente lema pone de manifiesto cémo construir conjuntos extremales de forma natural.

Lema 3.1.3. Sean E un espacio vectorial y A C E un conjunto. Sea ademds f € E* de tal forma
que s =sup{f(x):x €A} <oo.SiAy={x€A: f(x) =s} es no vacio, entonces Ay es un conjunto
extremal de A.

Demostracion. Seanx,y € Ay 0 <t <1 tales quetx+ (1 —1)y=2z€ Ay. Supongamos que x ¢ Ay.
Entonces f(x) < s, y por tanto,

f@=tf)+A-0)f(y) <ts+(1-1)s=s,
es decir, z ¢ Ay. De forma similar se razona que siy ¢ Ay, entonces 7 € Ay, y la prueba termina.  []

Lema 3.1.4. Sea E[T] un el.c. y sea K un conjunto compacto de E. Entonces K contiene, al

menos, un punto extremal.

Demostracion. Sea & la coleccion de todos los conjuntos extremales compactos de K. & es no
vacia, puesto que K € Z. Se ordena parcialmente % mediante la inclusion hacia abajo. Sea en-
tonces % un subcoleccion de & totalmente ordenada, y escribamos S := (\gc» B. Como X estd
totalmente ordenada, Z es una familia de subconjuntos cerrados con la propiedad de la intersec-
cién finita en el compacto K. Por tanto, S es no vacio, compacto y se comprueba facilmente que es
un conjunto extremal de K. Ahora, en virtud del lema de Zorn 1.2.1, existe un elemento maximal
A de . Utilizando el lema 3.1.3, para cada f € E’, el conjunto Ay es compacto y extremal de A.
Ademds, por el lema 3.1.1, el conjunto compacto Ay es extremal de Ky, dado que A es maximal,
Ay = A. Esto significa que cada f € E’ es constante en A. Por dltimo, como E’ separa los puntos
de E, obtenemos que A contiene un solo punto, que es, claro estd, un punto extremal de K. O

Teorema 3.1.5 (Krein-Milman). Sean E[%] un el.c. y K C E un conjunto convexo y compacto.
Entonces, K es la envoltura convexa y cerrada del conjunto de sus puntos extremales Ext(K), i.e.,
co(Ext(K)) =K.

Demostracion. Escribamos H = co(Ext(K)). Como K es convexo y compacto, obtenemos que
H C K, de donde se deduce que H es también compacto. La inclusién contraria, K C H, la proba-
mos por reduccion al absurdo: supongamos que existe xo € K\ H y busquemos una contradiccion.
Si esto es asi, podemos utilizar el corolario 1.3.26 para deducir la existencia de f € E’ tal que

sup{f(x):x€H} < f(xo) <sup{f(x):x €K} =:s. (3.2)
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Consideremos ahora el conjunto no vacio Ky = {x €K: f(x) = s}. El lema 3.1.4 nos asegura
que Ky contiene un punto extremal, que llamaremos e. Por el lema 3.1.3, el conjunto Ky es un
subconjunto extremal de K, y asi obtenemos que e es un punto extremal de K después de utilizar
el lema 3.1.1. En particular, Ky N Ext(K) # 0. Por otro lado, de la desigualdad (3.2) deducimos
que KyNH =0y, como Ext(K) C H, obtenemos una contradiccién que termina la prueba. O

@ Obsérvese que, como consecuencia del teorema de Krein-Milman, la bola unidad By-
del dual de un espacio de Banach X tiene muchos puntos extremales. A partir de esta
observacion se obtiene que el espacio de las sucesiones nulas cp, con la norma del supremo,
no es isométricamente isomorfo al dual de ningin espacio de Banach, dado que su bola unidad
cerrada no tiene puntos extremales.

La demostracion del teorema 3.1.5 encierra la siguiente version del teorema de Krein-Milman.

Teorema 3.1.6. Sean E[T| unel.c.y K C E un conjunto compacto. Entonces co(Ext(K)) = co(K).

Hacemos notar que, en general, el conjunto de los puntos extremales de un convexo compacto
no es un conjunto cerrado, como pone de manifiesto el ejemplo de la figura 3.1.

a

b

Figura 3.1: K = co(CU{a,b}), Ext(K) = (C\{P}) U{a,b}

La igualdad en el teorema 3.1.6 da lugar a la siguiente pregunta: ;puede decirse algo sobre
la envoltura convexa de un conjunto compacto, co(K)? Incluso en el caso de un espacio de

Hilbert, puede ocurrir que co(K) no sea cerrada, y existen casos en los que co(K) no es compacta,
véase [96, Ejericio 22. p. 84]. Esta tltima situacion no es posible en espacios de Banach X para
topologias localmente convexas T compatibles con la dualidad (X,X*), como pone de manifiesto
el teorema de Krein-Smulian 3.2.3. En espacios de dimensién finita, si K C R” es compacto,
entonces co(K) es compacto, corolario 3.2.5.

@ En espacios de dimension finita si K C R” es compacto convexo, entonces K = co(Ext(K))
sin necesidad de tomar clausuras, teorema de Minkowski 3.2.6.
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Combinando los lemas 3.1.3 y 3.1.4, es facil concluir que, dado un conjunto compacto y
convexo K de un e.l.c. E[T], toda forma lineal y continua f € E’ alcanza su supremo en K en un
punto extremal de K. Practicamente con el mismo trabajo, se puede demostrar que el resultado
anterior es cierto para funciones convexas superiormente semicontinuas, véanse el principio del
maximo de Bauer 3.1.11 y el grafico de la figura 3.5, que ilustra esta afirmacién.

El siguiente resultado se utiliza para demostrar el lema de Choquet 3.1.8.

Lema 3.1.7. Sean E[¥] unev.t.y Ki,Ka,...,Ky subconjuntos convexos compactos de E. Enton-
ces, la envoltura convexa CO(Ulmzl K,-) es un conjunto compacto (y por tanto, cerrado).

Demostracion. Sea

m m

K= {Ztixi:ti >0, Zli: 1, xi€ekK;, i= 1,2,...,m}.
i=1 i=1

Como los K; son convexos, obtenemos que K también lo es y, por tanto, K = co (Uf"zl Ki). Veamos

ahora que K es compacto. Sea {¢;}”" | 1a base canénica de R” y escribamos

m m
C= {Ztiei eR":1;, >0, Zl‘,‘: 1}
i=1 i=1

m
Sea M = C x (H K,-). Dado que C y cada K; son compactos, se tiene que M es compacto, véase
=1

=
la proposicién 1.1.14. Consideremos ahora la aplicacién F : M — K definida por la férmula

m m
F(Ztiei,xl,xz,...,xm> = Zt,-xi.
i=1 i=1

Probemos que F es continua. Fijamos v = Y7, #;x; € K y V un entorno de 0 en E[T]. Entonces,
2m veces,

existe un ¥-entorno equilibrado del origen, W, tal que W + —Y— +W C V. Sea § > 0 de forma
que Ox; € W, para cada i = 1,2,...,m. Si tomamos d = (Z;”zlsiei, ki, ...,km) € M verificando
HZsiei —Ztl-ein <Oykiexi+W,i=1,2,...,m, como |s; —t;| < §, obtenemos que

F(d) = sitki+...+sukn
€ si(x1+W)+...+sm(xm+W)

myveces
C SIX1F o F S+ W+ +W
myveces
= (X1 4.t tpxm+ (51 —t)x1+ o (S — )X W+ YT +W
2m veces

VWY W
v+V,

N

lo que prueba la continuidad de F. Dado que F (M) = K, concluimos que K es compacto, como
queriamos demostrar. [
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3.1 El teorema de Krein-Milman @

Decimos que H es un semiespacio abierto de un espacio vectorial topolégico E|[¥]
si existen f € E' y a € R tales que H = {y € E : f(y) > a}. Denotemos por .7 la familia

de todos los semiespacios abiertos que contienen el punto x € E.

(Puntos fuertemente extremales) Sea K un subconjunto convexo de un e.l.c. E[Z]. Un punto e € K

se dice que es fuertemente extremal si la familia %, = {K NH : H € J¢,} forma una base de
T-entornos en K de e.

Teorema 3.1.8 (Lema de Choquet). Sea K un conjunto convexo'y compacto de un e.l.c. E[Z] y sea
e € K. El punto e es extremal de K si, y solo si, es fuertemente extremal.

Demostracion. Observemos primero que, al ser K T-compacto y o(E, E’) Hausdorff, se tiene que
‘3:| K=0 (E ,El)
y veamos que %, es base de entornos de e. Fijemos un T-entorno U de e. Como o(E, E’) coincide
con ¥ sobre K, existen Hy,H>, ..., H, € , tales que

(

Definimos L; = (E\ H;)NK,i=1,2,...,m. Dado que cada E \ H; es convexo y cerrado, obtenemos

k., Véase el corolario 1.1.13. Supongamos ahora que e es un punto extremal de K

DX

Hl‘) NK CU.
1

que L; es compacto y convexo. Por tanto, L := co( T Ll') es T-compacto, después del lema 3.1.7.
Ahora probamos que e ¢ L. Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos que si. Existirdn
entonces i; > 0, Y7 1; =1,y [; € L, tales que e = Y | i;l;. Al ser e un punto extremal de K,
tenemos que e = [; € L; para algtn j (utilicese la caracterizacion (iv) de la proposicién 3.1.2).
Como, por otro lado, e € H; y H; N L; = 0, llegamos a una contradiccion que nos asegura que
e ¢ L. En virtud del corolario 1.3.26, existe f € E’ tal que f(x) > s:= sup{f(y) 'y € L}. Definimos
H={y€E:f(y)>s}. Entonces,e c HNK y HNL=0.

HNK
e

U

Figura 3.2: El lema de Choquet

Tenemos asi que HNL; =0, paracadai=1,2,...,m,y por tanto,

HNKC ﬁ(E\Li)ﬂK: (m](H,-mK) cu,

i=1 i=1
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@ Optimizacion: funcionales que alcanzan la norma

lo que significa que la coleccion %, forma una base de entornos del punto e y, por definicion, e es
fuertemente extremal, véase la figura 3.2.

Reciprocamente, supongamos que ¢ es fuertemente extremal y demostremos que e es un punto
extremal. Procedemos por reduccién al absurdo. Si e no es extremal en K, existen y,z € K, y # z,
tales que e = (y+z)/2. Pongamos u = y — e. Se tiene entonces que y = e+u, z7=2e—y =e — u.
Como E’ separa los puntos de E 'y u # 0, existe f € E’ tal que a = f(u) > 0. Sea

a

Vz{vGX:’f(e—v)|<§}.

Es claro que V es un entorno de e. Al ser {H NK : H € 7, } una base de entornos del punto e,
existe H € ¢, talque e € HNK C VNK. Como e+ u ¢V, obtenemos que e +u ¢ HNK. Pero
etucK,luego e+ u ¢ H. Entonces e +u € E\ H. Dado que E \ H es convexo, se tiene que

e= <t S e E\ H, es decir, e € H, y llegamos asi a la contradiccién que acaba la prueba. [

Corolario 3.1.9. Sean E[%] un el.c. y K C E un conjunto compacto convexo. Sea F C K un
conjunto cerrado tal que K = co(F). Entonces, Ext(K) C F.

Demostracion. Sea e un punto extremal de K que no estd en F'. Como, por el lema de Choquet,
e es fuertemente extremal, existe H € .7, tal que HNF = 0. Por tanto, F C E\ H. Al ser E\ H
convexo y cerrado, se tiene que K =co(F) C E\ H,y asi, e € E\ H, lo cual contradice que ¢ € H
y la prueba termina. O

Aplicaciones del teorema de Krein-Milman

Tal y como ha sido comentado previamente, el teorema de Krein-Milman puede ser utilizado
para demostrar otros prominentes resultados; por ejemplo, el teorema de Stone-Weierstrass 2.1.4,
el principio del mdximo de Bauer 3.1.11, o el teorema de Bernstein 3.1.10 que caracteriza las
funciones completamente mondtonas.

(Funciones completamente mondtonas) Una funcion f definida en (0,0) se dice que es completa-

mente mondtona si f tiene derivadas f ©) .= L ), @ ... de todos los érdenes y, ademds,
(=1)"f" >0, paran=0,1,... Asi, f y cada una de las funciones (—1)" f") es no negativa
y no creciente. Ejemplos de tales funciones son x~ % y e~ %*, para o > 0.
S. Bernstein establecié un teorema fundamental sobre funciones completamente mondétonas,
que puede ser demostrado utilizando el teorema de Krein-Milman, véase [86, p. 9-12].

Teorema 3.1.10 (Bernstein). Sea f una funcion acotada definida en (0,0). Son equivalentes:

(i) f es completamente mondtona.
(ii) Existe una (iinica) medida de Borel no negativa |1 en [0,%) tal que p([0,00)) = f(07),
satisfaciendo

10 = [ e (o).
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(Funciones convexas y concavas) Una funcioén f : C — R definida en un subconjunto convexo C

de un espacio vectorial E se dice convexa (respectivamente, céncava) si

fltx+(1=1)y) <tf(x)+(1—1)f(y)

(respectivamente, f(tx+ (1 —1)y) >1f(x) + (1 —1)f(y)), para puntos cualesquiera x,y € C
ycada0<r <.
(Funcion superiormente semicontinua) Una funcién f : X — R definida en un espacio topoldgico

X se dice superiormente semicontinua si, para cadat € R, el conjunto{x eX:f(x)> t} es
cerrado. Equivalentemente, f es superiormente semicontinua si el subgrafo

Sub(f) :={(x,1) : f(x) >1}

es cerrado en X x R, véase la figura 3.3. Las funciones superiormente semicontinuas defini-
das en un espacio compacto son acotadas superiormente, y alcanzan el supremo en un punto
del mismo, [32, p. 137-142].

Sub(f) = {(x,t): f(x) >t}

Figura 3.3: Funcién superiormente semicontinua: subgrafo

(Funciones inferiormente semicontinuas| Una funcién f : X — R definida en un espacio topo-

l6gico X se dice que es inferiormente semicontinua si — f es superiormente semicontinua,
i.e., si para cada t € R, el conjunto {x eX:f(x)< t} es cerrado. Equivalentemente, f es
inferiormente semicontinua si el epigrafo

Epi(f) = {(x,1) : f(x) <1}
es cerrado en X X R, véase la figura 3.4.
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Epi(f) = {(z, 1) : f(z) <t}

Figura 3.4: Funcién inferiormente semicontinua: epigrafo

(Operaciones con funciones inferiormente semicontinuas| Si @,y son funciones inferiormente se-

micontinuas en un espacio topoldégico X, entonces la suma ¢ + ¥ es inferiormente semi-
continua. Mas en general, si (¢,);"_, es una sucesién de funciones inferiormente semicon-
tinuas de forma que la serie ¢ = Y ,’ | ¢, converge uniformemente en X, entonces ¢ es
inferiormente semicontinua en X. Si ¢ es una funcién inferiormente semicontinua en X y
¢ es continua y creciente en (a,b) D ¢(X), entonces la composicion @ o @ es inferiormente
semicontinua en el dominio de ¢. Si (¢;);e; es una familia de funciones inferiormente semi-
continuas, entonces la funcién @(x) := sup{ @;(x) : i € I} es inferiormente semicontinua.

Teorema 3.1.11 (Bauer). Sean E[T]| un el.c. y K C E un conjunto compacto convexo no vacio.
Supongamos que f : K — R es una funcion convexa y superiormente semicontinua. Entonces,
existe un punto extremal de K (no necesariamente tinico) en el que f alcanza el supremo.

Demostracion. Por la compacidad de K y por ser f superiormente semicontinua, sabemos que
si= sup{f(y) 1y € K} < ooy que f alcanza su supremo en K. Asi, el conjunto

Kp:={xeK: f(x)=s}

es no vacio. Obsérvese que la igualdad

oo

Ky = ﬂ{xEK:f(x)Zs—l/n},

n=1

nos permite concluir que Ky es un conjunto cerrado, gracias, de nuevo, a la semicontinuidad su-
perior de f. Por otro lado, Ky es un conjunto extremal de K. Para demostrar esto, razonamos de
forma similar a como hicimos en el lema 3.1.3, utilizando ahora que f es convexa: sean x,y € K y
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0 <t < 1tales que tx+ (1 —t)y = z € K. Supongamos que x ¢ Ky. Entonces f(x) < s, luego

fR<tf)+A-0)f() <ts+(1—-1)s=s,

es decir, z € Ky; siy € Ky se razona de modo andlogo, concluyéndose entonces que z € K.

€3

€2 €1

Figura 3.5: Principio del Maximo de Bauer

Abhora, utilizamos el lema 3.1.4 para deducir la existencia de un punto extremal e de K¢, que
es, por el lema 3.1.1, un punto extremal de K, y la prueba termina, véase la figura 3.5. O

En [33, Theorem 25.9 y Theorem 25.12] se establece primero el principio del maximo de
Bauer, y de €l se obtiene el teorema de Krein-Milman. Consecuentemente, el teorema de Krein-
Milman y el principio del mdximo de Bauer son equivalentes.

’ El teorema de Krein-Milman, 1911-1940. La nocién de punto extremal fue introducida

== por H. Minkowski en 1911, quien probé que si K es un subconjunto compacto convexo
de R?, entonces cada punto de K puede expresarse como combinacién convexa de puntos ex-
tremales de K. Este resultado, conocido (en R”) como el teorema de Minkowski, fue precisado
por C. Carathéodory, quien demostré que si K es un subconjunto compacto convexo de R”,
entonces cada punto de K puede expresarse como una combinacién convexa de, a lo mas, n+ 1
puntos extremales de K. En 1940, M. Krein y D. Milman extendieron el teorema de Minkows-
ki a dimension infinita. El teorema de Minkowski ha servido como el punto de partida de toda
la investigacion desarrollada sobre la estructura externa de los conjuntos convexos en espacios
de dimension finita.

3.2 El teorema de Krein-Smulian

E N esta seccion estudiamos cuando la envoltura convexa cerrada de un conjunto compacto es

de nuevo compacta. Aunque algunos de los resultados que presentamos aqui son ciertos en
situaciones més generales, hemos decidido, sin embargo, restringirnos al caso de los espacios de
Banach y topologias compatibles con la dualidad asociada, 1o que proporciona un marco suficien-
temente amplio e interesante.
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Teorema 3.2.1 (Krein-Smulian, Topologia débil). Sea X un espacio de Banach y sea K un sub-

conjunto débilmente compacto de X. Entonces la envoltura convexa y cerrada de K, co(K), es
débilmente compacto.

Demostracion. Vamos a razonar, en primer lugar, que el resultado general se puede reducir al caso
de espacios de Banach separables. Efectivamente, de acuerdo con el teorema de Eberlein-Smulian,
[51, p. 38-39], para demostrar que m es débilmente compacto es suficiente probar que cada su-
cesion (x,), en co(K) tiene una subsucesion débilmente convergente hacia algin punto de X. Para

cada n € N, tomamos un conjunto finito H, C N, y puntos y; € Ky escalares t; > 0, para j € H,, ta-

les que Y jcpy, tj =1y X, = ¥ jep, t;y;. Definimos Y := span{y; : j € H,,n € N}. Claramente, Y es

un espacio de Banach separable con la norma inducida porlade X,y Ko :={y;: j € H,,n € N} es
o (Y,Y*)-compacto, teniéndose que x, € co(Kp). Si el resultado que queremos demostrar es cierto
para espacios de Banach separables, se tendrd, de nuevo gracias al teorema de Eberlein-Smulian,
que (x,), tiene una subsucesién o (Y,Y*)-convergente a un punto x € Y o, equivalentemente, que
(xn)n tiene una subsucesion débilmente convergente en X al punto x. Asi, el resultado general se
sigue del caso separable.

Supongamos a partir de ahora que X es separable, y demostremos que WI() es débilmente
compacto en X. Consideremos el espacio de las funciones continuas en K, C(K), dotado de su
norma del supremo. El dual de C(K) puede identificarse, de acuerdo con el teorema de Riesz, [34,
Theorem 7.3.5], con el espacio M(K) de las medidas de Radon definidas en la o-dlgebra de Borel
de K: esta identificacién asocia, a cada medida u € M(K), el elemento de C(K)* definido via la
integral f — [, fdu, para f € C(K). Si P(K) es el conjunto de las probabilidades de Radon en
K, entonces P(K) es un conjunto convexo y ¢ (M(K),C(K))-cerrado, contenido en la bola unidad
cerrada Byy(x). Es facil probar que P(K) es un subconjunto ¢ (M(K),C(K))-cerrado de By(x),
y asi, si tenemos ahora en cuenta el teorema de Alaoglu-Bourbaki, corolario 1.3.42, concluimos
que P(K) es 6 (M(K),C(K))-compacto. Para cada i € P(K), consideramos Ty, (x*) = [ x*|x dL,
x* € X*. Por un lado, T, € X**, y por otro, T, restringido a Bx+ es o(X*,X)-continua. Veamos
esto dltimo: como X es separable, (BX*,G(X X )) es metrizable, y asi, para probar que T es
continuo es suficiente demostrar que es sucesionalmente continuo; si (x), y x* estdn en By, y (x};)
converge hacia x* en la topologia o (X*,X), el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
nos garantiza que

lim T, () = lim/ X |xdp = / g dp = Ty (),
n n JK K

y por tanto, T, es 6(X*,X)-sucesionalmente continuo restringido a By-. Apelando ahora al teo-
rema de completitud de Grothendieck 1.3.55, concluimos que existe un unico x, € X de forma
que Ty (x*) = x*(xy), para cada x* € X*. Es fécil ver que la aplicacién ¢ : P(K) — X, dada
por (1) = xy, es afin y 6(M(K),C(K))-o(X,X*)-continua, y que K C ¢ (P(K)). En conse-
cuencia, ¢ (P(K)) es un conjunto convexo y ¢(X,X*)-compacto que contiene a K. Por lo tanto,
co(K) C ¢ (P(K)) es o(X,X*)-compacto, y la prueba termina. O
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(Conjuntos totalmente acotados en espacios métricos) Recordemos que un subconjunto A de un

espacio métrico M es fotalmente acotado o precompacto cuando, para cada € > 0, A estd
contenido en la unién de una familia finita de bolas abiertas de radio €. Conviene tener
presente que un conjunto A de un espacio métrico M es compacto si, y s6lo si, A es completo
para la distancia inducida y totalmente acotado, [69, Teorema 32, p. 227].

(Conjuntos totalmente acotados en e.v.t] Un conjunto A de un espacio vectorial topolégico E es

totalmente acotado si, para cada entorno V de 0 en E, existe un conjunto finito F' C E tal
que A C F+V. Aligual que en el caso de espacios métricos, A es un subconjunto compacto
del e.v.t. E si, y s6lo si, A es completo y totalmente acotado, [69, Teorema 32, p. 227].

En el caso de que E sea un e.v.t. metrizable, las dos nociones de acotacion total coinciden,
siempre que nos limitemos a considerar métricas invariantes por traslaciones compatibles
con la topologia de E.

Lema 3.2.2. Sean E unel.c.y H C E totalmente acotado. Entonces, la envoltura convexa co(H)
también es totalmente acotada.

Demostracion. Fijemos U entorno de 0 en £ y tomemos un entorno convexo V de 0 en E tal que
V +V C U. Existe un conjunto finito Hy C E tal que H C Hy+ V. Es claro que se tiene la inclusién

co(H) =co(Hy) +V. (3.3)

Como la envoltura convexa co(Hp) es un conjunto compacto después del lema 3.1.7, existe un
conjunto finito F C E tal que co(Hy) C F + V. De aqui, teniendo en cuenta la inclusion (3.3),
concluimos que

co(H)CF+V+V CF+U.

Como U era arbitrario, hemos probado que H es totalmente acotado. O

Corolario 3.2.3 (Teorema de Mazur y Krein-Smulian). Sea X un espacio de Banach y sea ¥ una
topologia localmente convexa en X, compatible con el par dual (X,X*). Si K C X es T-compacto,

entonces co(K) es T-compacto.

Demostracion. La envoltura convexa co(K) es totalmente acotado, después del lema 3.2.2. Es

facil comprobar que co(K) es de nuevo totalmente acotado, y asi, para terminar la prueba, basta
demostrar que co(K) es T-completo.

Obsérvese que, dado que ¥ es una topologia localmente convexa compatible con el par dual
(X,X*), se tiene que co(K)S = CO(K)G(X’X*)
rema 3.2.1 y, en consecuencia, (X, X*)-completo. Obsérvese también que (E,T) tiene una base

es un conjunto o(X,X*)-compacto después del teo-

de entornos del origen formada por conjuntos absolutamente convexos y T-cerrados, por ende,

o (X,X*)-cerrados, corolario 1.3.29. Para demostrar que co(K) es T-completo razonamos como

sigue. Sea (x;) jep unared de Cauchy para ¥ en co(K). En particular, (x;) jep es o(X,X*)-Cauchy,
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y por tanto, existe x € co(K) tal que (x;) jep converge a x en la topologia ¢ (X,X"). Fijemos U un
% -entorno del origen en X, absolutamente convexo y 6(X,X*)-cerrado. Sea jy € D tal que

xi—x; €U, paracada i,j> jy. 3.4)
Tomando limites en la topologia o (X,X*) para la red (x;);>j,, la ecuacién (3.4) conduce a que
x—x;eU, paracada j> jy,
lo cual significa que (x;) jep converge hacia x en la topologia T, y la prueba termina. 0

En espacios de dimension finita no es necesario tomar la clausura en el teorema de Krein-
Smulian. Esta mejora se demuestra utilizando el lema de Carathéodory que sigue:

Lema 3.2.4 (Carathéodory). Si x estd en la envoltura convexa de un conjunto H C R", entonces x
pertenece a la envoltura convexa de algiin subconjunto de H que tiene, a lo sumo, n+ 1 puntos.

Demostracion. Basta probar que, sir >ny x = er;rll t;x; €s una combinacién convexa de r+ 1

vectores x; € H, entonces x es, efectivamente, combinacién convexa de r vectores extraidos de
entre ellos. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que todos los #; > 0, para 1 <i <r—+1.
Los r vectores x; — x,11, 1 <i < r, son linealmente dependientes, pues r > n. Se sigue entonces
que existen ndmeros reales b;, no todos nulos, tales que

bl-(x,- —er) =0.
1

r

Sean a; = b;, parai € {1,2,...,r},y ar+1 = — Y, b;. Entonces,

r+1 r+1
Zaix,-:o y Zai:O.
i=1 i=1
aij am .
Tomemos m de forma que | —| < |—|, para 1 <i < r+ 1,y definamos
i m
ait,
ci =1 — lm, 1<i<r+1.
am
Entonces, ¢; >0, Y c;=Yti=1,x=Ycixiy ¢y =0. ]

Corolario 3.2.5. Sean X =R" y K C X un subconjunto compacto. Entonces, co(K) es compacto.

Demostracion. Sea S el simplice de R"*! formado por todos los t = (t1,...,t,+1) tales que z; > 0
y Y.t; = 1. Porel lema 3.2.4, x € co(K) si, y s6lo si,

n+1

X = Z tix;,
i=1
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paraciertos r € Sy x; € K, 1 <i <n+ 1. Dicho de otra forma, co(K) es la imagen del compacto

n+1)

S><K><(--- x K

por la aplicacién continua
n+1

(t7~x17' . 7~xn+1) - Z 1ix;.
i=1

Por consiguiente, co(K) es compacto. O

Vamos ahora a utilizar el lema de Carathéodory anterior para demostrar que, en el teorema
de Krein-Milman 3.1.5, se puede suprimir la clausura siempre que trabajemos con espacios de
dimension finita.

Teorema 3.2.6 (Minkowski, 1911). Sea K un subconjunto compacto convexo de un e.l.c. finito-
dimensional. Entonces K = co(Ext(K)).

Demostracion. Suponemos que los espacios localmente convexos considerados son espacios reales,
y la demostracién la hacemos por induccién sobre su dimensién, n. Para n = 1, esto es, para con-
vexos compactos de R, el resultado es cierto: si K C R es compacto convexo, entonces K = [a, D],
siendo, por tanto, Ext([a,b]) = {a,b}; claramente se satisface que K = co(Ext(K)).

Supongamos que hemos probado el resultado para espacios de dimensién n — 1, y vamos a
demostrarlo para un espacio arbitrario £ de dimension n. Sea K C E compacto y convexo. Por el
teorema de Krein-Milman 3.1.5, sabemos que K = co(Ext(K)). Para probar que K = co(Ext(K))
es suficiente demostrar que

Ext(K) C co(Ext(K)). (3.5)

Efectivamente, si la dltima inclusién se da, tenemos que co (Ext(K )) es compacto, después del
corolario 3.2.5. En particular, co (Ext(K )) es cerrado, y por tanto, se tiene que

K = co(Ext(K)) C co(Ext(K)) C co(Ext(K))

que, claramente, proporciona K = co (Ext(K )) Probemos la inclusién (3.5) por reduccién al ab-
surdo. Supongamos que existe e € Ext(K) tal que e ¢ co (EXt(K )) =: A. Como K = A, nuestra
suposicién significa que e € A\ A. Por tanto, existen un funcional f: E — Ry « € R tales que
fle)=ayAcC {x€E: f(x) < a}.Esclaro que f(e) = o = mdx{ f(x) : x € K }. El compacto
convexo Ky = {x EK:f(x)= a} estd en una variedad afin de dimensién n— 1, y en consecuencia,

por hipétesis de induccion, e € Ky = co (Ext(K f)) De acuerdo a los lemas 3.1.1 y 3.1.3, cada pun-
to extremal de Ky es un punto extremal de K, luego e € co (Ext(K )) lo cual es una contradiccion
que acaba la prueba. O
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3.3 Principio variacional de Ekeland y teorema de Bishop-Phelps

E L principio variacional de Ekeland 3.3.1 aparecié en la prueba original del teorema de Bishop-

Phelps 3.3.4. En [44] se encuentran aplicaciones del principio variacional para determinar
la existencia de autovalores aproximados en problemas no lineales y soluciones aproximadas en
problemas de control éptimo.

Teorema 3.3.1 (Principio Variacional de Ekeland). Sean (M,d) un espacio métrico completo 'y
f M — RU{eo} una funcion inferiormente semicontinua y acotada inferiormente tal que {x €
M: f(x) < 00} # (. Entonces, para cada € > 0, existe xe € M tal que

f(x) = f(xe) — €d(xe,x),
para cada x € M.

Demostracion. Tomemos uy € M tal que f(up) < eo. Procediendo por recurrencia, encontramos

una sucesion ug, u1,...,uy,,... en M que satisface
1
funsr) + €d(upsr,un) < Inf{ f(x) +ed(x,uy) :x €M} + — > (3.6)
paran =0,1,2,... De la desigualdad anterior se sigue que
, 1 1

f(up) > Inf{ f(x) 4+ ed(x,un) :x EM} > f(ps1) + €d(Uni1,un) — 7 2 ) =5 B

Entonces,
1 1
fluy) + i1 > flups1) + onv  para cada neN.

Esto implica que la sucesién ( flu)+1/ 2"*1)n es decreciente. Como f estd acotada inferiormen-
te, podemos deducir la existencia del limite 1{m, . (f(u,) +1/2""). En consecuencia, también
existe 1im, .. f(u,). De la desigualdad (3.7) se sigue que

f(”n) _f(”n+l) + 1

d(ups1,un) < P eon’ neN,
y de aqui se tiene que
n+p—1 1 +p— 1
d(tpyp,utn) < Z d(upg1,u) < — Z fugs1)) + P
= e = €2
1 1
= E(f(”n) _f(”n+p)) + o1’

para cualesquiera n,p € N. Esto implica que la sucesién (u,), es de Cauchy en (M,d). Como
(M,d) es completo, existe xg € M tal que 1im, . d(u,,xe) = 0. Usando que f es inferiormente
semicontinua, obtenemos que

liminf £ (u,) > f (xe)-

B. Cascales y S. Troyanski



3.3 Principio variacional de Ekeland y teorema de Bishop-Phelps @

De la desigualdad (3.6) concluimos que

funy1) +€d(upy1,u,) < f(x) + €d(x,u,) + %7

para cada x € M. Tomando ahora limites, llegamos finalmente a la desigualdad

1
flxe) < li,?ligf(f(unﬂ)+8d(u,,,un+1)) < h’,ﬂio{,lf (f(x) +£d(x,u,,)+2n> = f(x)+ed(x,x¢),
y la prueba termina. O

La siguiente observacién elemental serd utilizada en los resultados que exponemos a continua-
cion: si @ : C — R, definida en un subconjunto convexo C de un espacio vectorial E, es convexa
(respectivamente, concava), entonces el epigrafo

Epi(@) := {(x,1) e CxR: @(x) <1}
(respectivamente, subgrafo

Sub(@) :={(x,1) eCxR: @(x) >1})
€s un conjunto convexo.

Lema 3.3.2. Sean X un espacio de Banach, C C X y ¢ : C — R una funcion continua en un
punto interior x € C. Entonces, para todo t € R tal que @(x) < t (respectivamente, @(x) > t), el
punto (x,t) es un punto interior de Epi(Q) (respectivamente, de Sub(@)).

Demostracion. Vamos a demostrar sélo la parte concerniente al epigrafo. Si tomamos 7 > @(x),
existe € > 0 tal que t —2€ > ¢(x). Como ¢ es continua en x y x € int(C), podemos encontrar 0 > 0
tal que, si ||x —z|| < &, entonces z € C'y {@(x) — ¢(z) } < €. Tomando |s —t| < &, tendremos que

s>t—e>@x)+e> 0(2).
Luego {z€ X :|x—z|| <8} x (t —¢&,1+€) CEpi(¢), y asi, (x,1) € int(Epi(¢)). O

Corolario 3.3.3. Sean X un espacio de Banach, C C X y ¢ : C — R una funcion continua.
Entonces:

(i) Epi(¢) y Sub(@) son cerrados en X x R, y se tiene que
int(Epi(@)) = {(x,7) €int(C) xR : @(x) <1},

int(Sub(@)) = {(x,7) € int(C) x R: @(x) >1}.

(ii) Si ademds C es convexo y @ es convexa (respectivamente, concava) entonces int (Epi((p))
(respectivamente, int(Sub(¢))) es convexo.
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Teorema 3.3.4 (Bishop-Phelps). Sea C un conjunto convexo, cerrado y acotado, de un espacio de
Banach real X. Entonces, el conjunto de todos los x* € X* que alcanzan su supremo en C es denso
en X*.

Demostracion. Fijamos f € X*, € > 0. Vamos a demostrar la existencia de g € X* tal que f+ g al-
canza el infimo en C'y satisfaciendo ||g|| < €. En virtud del principio variacional de Ekeland 3.3.1,
existe x¢ € C tal que

f(x) > f(xe) —€|lx—xe||, paracada x€C. (3.8)

Escribimos

Ci={(x1)eCxR:1> f(x)},
Co={(x1) X xR:t < f(xe) —€llx —xe|}.

Como f es continua y lineal (por tanto, convexa), tenemos que C; = Epi ( f \c) es convexo y cerrado
en X x R gracias al corolario 3.3.3. Como ¢(x) = f(x¢) — €||x — x¢|| es concava y continua en X,
el corolario 3.3.3 nos asegura de nuevo que C; := int(Sub(q))) es convexo y abierto.

La desigualdad (3.8) implica que C; y C; son disjuntos, y asi, el corolario 1.3.24 garantiza la
existenciade h € (X xR)*, h #0, y a € R, tales que

infh > a > suph.
C G

Como / es continua, obtenemos que

infh > a > suph. 3.9)
C] 6

Es fécil razonar que h(x,t) = g(x) + at, para cada (x,7) € X xR, donde g € X* y @ € R estdn
univocamente determinados por 4. La desigualdad (3.9) conduce a las dos desigualdades:

gx)+ar>a, sixeCyt>f(x),y (3.10)
gx)tar<a, sixeXyt<f(xe)—elx—xe|. (3.11)

Vamos a demostrar que & > 0. Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos, en primer
lugar, que o = 0. Dado x € X, tenemos que (x,f(xg) —€ljx — xgH) € C, y, consecuentemente,
g(x) < a. Esto implica que g = 0, luego A serfa cero. Asi, @ # 0. Por otro lado, como (x¢,?) € C)
para r > f(x¢), de (3.10) obtenemos que g(x.)+ at > a. Entonces, para t > méx{O,f(xg)}, se
tiene que g(x¢)/t + o > a/t. Hacemos tender ¢ hacia infinito, lo que permite deducir que o > 0y,
como ya sabemos que & # 0, concluimos que o > 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que & = 1 en las desigualdades (3.10) y (3.11).
Como (xe,f(xg)) € C;NC,, obtenemos, de (3.10) y (3.11), que

glxe) +f(xe) >a 'y glxe)+flxe) <as
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por lo tanto,
g(xg) +f(x€) =d. (312)

Ahora bien, dado que (x, f (x)) € C para todo x € C, a partir de (3.10) y (3.12) se deduce que

g(x) + f(x) > glxe) + f(xe),

es decir, g+ f alcanza su infimo en C.
Por otro lado, como (x, f(xe) — €|[x —x¢||) € C; para todo x € X, obtenemos, de las relaciones
(3.11)y (3.12), que

8(x) + f(xe) — &llx —xe|| < glxe) + f(xe),
lo cual implica que, para cada x € X, g(x —x¢) < €||x — x¢||; en consecuencia, ||g|| < €.

Finalmente, tomando x* € X* arbitrario, ponemos f = —x*, y utilizamos lo demostrado ante-
riormente para deducir la existencia de g € X* de forma que ||g|| < € y —x* + g alcanza el infimo

X — (= g)|| = llgl < e conlo
que la prueba termina. O

en C. En tal caso, x* — g alcanza el supremo en C, y ademas,

@ Mientras que muchos de los resultados que se han presentado hasta ahora sirven, tanto
para espacios de Banach reales como complejos, el teorema de Bishop-Phelps no es cierto
para espacios complejos, después de un contraejemplo de Lomonosov [76].

Proposicion 3.3.5. Sean X un espacio de Banach, C C X convexo y abierto, y ¢ : C — R una
funcion convexa 'y continua en algiin xy € C. Entonces ¢ es localmente Lipschitz en xo, i.e., existen
M >0y d >0 tales que

lo(x) —9(y)| < M|x—yl, (3.13)

para cada x,y € C con ||x —xp|| < 8 y ||y —xo0|| < 9.

Demostracion. Como ¢ es continua en xo, existen M; > 0y & > 0 tales que, si ||x —xo|| < 26,
entonces x € C'y |@(x)| < M. Fijemos dos puntos distintos x,y € C verificando ||lx — xo|| < & y
Iy — x|l < 5, y sea

)
zi=y+ a(y—x), donde o = ||x—y].
Al ser ||z—xo]| < ||y —xo|| + & < 28, obtenemos que z € C. Por otro lado, la igualdad

o )

Y are T ars”

y la convexidad de ¢ nos permiten deducir que

o) < —

“oa+d 9.

(p(z)+a+6
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De aqui se obtiene que

o a 2M,
— < - < = — <l x—vl.
00) — () < =5 (p(2)— 9() < 5 (0(2) — 9() < T5H|x =]
Intercambiando los papeles de x e y se tiene la desigualdad (3.13), con M = 2M,; /6. O

Subdiferencial| Sean X un espacio de Banach, C C X convexo y abierto, ¢ : C — R una funcién
convexa y xg € C. El conjunto

dp(xp) := {fGX* c@(y) — @(x0) > f(y—x0), paratodo y € C}

se denomina subdiferencial de ¢ en x,, véase la figura 3.6. Es claro que, si d@(xg) # 0,
entonces dQ(xp) es cerrado y convexo.

Epi(¢)
‘ f+¢(x0) — f(x0)
9 (%)
X c

Figura 3.6: Subdiferencial

Teorema 3.3.6. Sean X un espacio de Banach, C C X convexo y abierto, xo € C,y ¢ : C — R
una funcion convexa y continua en xo. Entonces, d@(xy) es un conjunto no vacio y o(X*,X)-
compacto. Ademds, la aplicacion x — d@(x) es localmente acotada, i.e., existen U C C entorno
de xo y M > 0 tales que ||f|| <M, si f €dp(x) yxeU.

Demostracion. La proposicion 3.3.5 nos asegura que ¢ es localmente Lipschitz en xp, y por tanto,
podemos garantizar la existencia de M > 0 y un entorno U de xy tal que U C C, satisfaciendo

lo(x) — @(y)| < M|x—yl|,

para cada x,y € U. Si tomamos x,y € U y f € d¢(x), entonces

fy—x) <o) — o) <M|y—x]|.

Como U es abierto, esto implica que || f|| < M. El teorema de Alaoglu-Bourbaki 1.3.41 nos asegura
que d@(xp) es o(X*,X)-compacto.

Vamos a probar ahora que d ¢ (xo) # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que xo = 0
y que ¢(0) < 0. Pongamos C, := Epi(¢). Cy es convexo y, dado que ¢(0) < 0, el lema 3.3.2
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nos garantiza que O es un punto interior de Cy en X X R. Denotemos por Py, el funcional de
Minkowski de Cy. Como (x,¢(x)) € Cy para todo x € C, obtenemos que Py (x,@(x)) < 1 para
todo x € C. Sea wp := (0,¢(0)). Vamos a probar que Py(wo) = 1. Procedamos por reduccion al
absurdo, y supongamos que Py(wo) < 1. Entonces, existe A € (0,1) tal que wo/A € Cy = Epi(9).
Consecuentemente, ¢(0) < ¢(0)/A. Pero al ser ¢(0) <0, A > 1, lo cual es absurdo. Denotemos
por W el subespacio de X x R generado por wy, y sea ig : W — R definido mediante la férmula
ho(awg) := a. Como hg(wp) = 1 = Py(wo), ho es homogéneo y P, positivamente homogéneo,
obtenemos que ho(w) < Py(w), para todo w € W. En virtud del teorema de Hahn-Banach 1.3.9,
existe una aplicacion lineal 4 : X x R — R tal que

h(x,t) < Py(x,t), paratodo (x,t) €X xR, 'y hlw = ho.

Abhora bien, 0 es un punto interior de Cy, de donde se deduce que £ es continua en X X R, después
de la proposicion 1.3.5 y el corolario 1.3.6. Entonces, existen f € X* y a € R tales que

h(x,t) = f(x)+at, paratodo (x,) € X xR.
En consecuencia, para todo (x,t) € Cy = Epi(¢), se verifica que

f(x)+at =h(x,t) < Pp(x,r) <1 (3.14)

Como, por otro lado,
ap(0) =h(wo) =1 'y ¢(0) <0, (3.15)
obtenemos que a < 0. Dado que, para todo x € C, se tiene (x, (p(x)) € Cp = Epi(¢), las desigual-

dades (3.14) y (3.15) implican que f(x) 4+ a@(x) < a@(0), de donde, finalmente, se concluye que
o(x) —@(0) > g(x—0), siendo g := (—f)/a, es decir, g € d(0). O

3.4 Mejores aproximaciones y el teorema de James

E N esta seccion ligamos, para un espacio de Banach, la existencia de subespacios proximinales y

funcionales que alcanzan la norma, via el teorema de James 3.4.5. Empezaremos por recordar
algunas definiciones bdsicas y por establecer unas primeras consideraciones de tipo general sobre
subespacios proximinales.

(Conjuntos proximinales| Un subconjunto D C (M,d) se dice proximinal si todo x € M tiene una

mejor aproximacién en D, véase la pdgina 88 para la definicién. Obsérvese que, si D es
proximinal, entonces D es cerrado. En general, un subconjunto arbitrario D C (M,d) no
tiene por qué ser proximinal, y si x € M tiene una mejor aproximacion en D, ésta no tiene
por qué ser tnica. En el lema 2.4.6 se ha establecido que todo subconjunto compacto de un
espacio de Banach es proximinal. Mds en general, los subconjuntos débilmente compactos
son proximinales, tal y como se desprende de la prueba de (ii) de la proposicién 3.4.1.
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(Proyeccion métrica) Sean (X, ||-||) un espacio de Banach, Y C X un subespacio proximinal, y

Pr(x):={yeY:|y—x|=d(xY)}, paraxeX.

La aplicaciéon multivaluada Py : X — 2V se llama proyeccién métrica de X sobre Y. En
general, Py es multivaluada. Obsérvese que, cuando ¥ = K es un compacto convexo de un
espacio de Banach estrictamente convexo, entonces Py es univaluada y continua, lema 2.4.6.

Si X = H es un espacio de Hilbert, el teorema de la proyeccién, [36, Theorem 2.5], garantiza
que todos los subespacios cerrados son proximinales; mds atn, si ¥ C H es un subespacio cerrado,
entonces Py (x) consta de un tinico elemento para cada x € H, y la proyeccién métrica Py : X —Y
es lineal y continua. Esto implica que todos los subespacios cerrados de un espacio de Hilbert
son complementados; debe observarse que, el hecho de que todos los subespacios cerrados de
un espacio de Banach X sean complementados, implica que X es isomorfo a un espacio de Hil-
bert, [74]. Sin embargo, veremos, como consecuencia del teorema de James 3.4.5, que el que todos
los subespacios cerrados de un espacio de Banach sean proximinales caracteriza la reflexividad.

[Aplicaciones multivaluadas superiormente semicontinuas) Sean X e Y dos espacios topologicos.

Una aplicacién multivaluada v : X — 2V se dice que es superiormente semicontinua en
un punto xo de X si y(xp) es no vacio y, para cada subconjunto abierto V de Y tal que
Y (xp) C V, existe un entorno abierto U de xo en X con y(U) C V. La multifuncién y se
dice superiormente semicontinua si es superiormente semicontinua en cada punto de X.

[Aplicaciones multivaluadas usco) SiX e Y son dos espacios topoldgicos, una aplicacién multiva-

luada v : X — 2¥ se dice que es usco (abreviacién en inglés para upper semi-continuous
compact valued) si es superiormente semicontinua y, para cada x € X, el conjunto y(x) es
no vacio y compacto.

Proposicién 3.4.1. Sea (X , ||||) un espacio de Banach. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) Si Y es un subespacio proximinal de X, entonces Py(x) es acotado, convexo y cerrado.
(ii) Si X es reflexivo, cada subespacio cerradoY C X es proximinal, y la aplicacion multivalua-
da Py : X — 2Y es usco cuando en X se considera la norma y en'Y la topologia débil.

Demostracion. Veamos (i). Claramente, Py (x) es cerrado en norma. Por otra parte, si yo,y; € Py (x)
y0<A,u<1,conA+pu=1,setiene que

| (Ayo+pyr) —x|| = [|(Ayo + ty1) — (A + p)x||
< Allyo = x|+ ullyr —x[| =Ad(x,Y) +pd(x,Y) =d(x,Y),

lo que prueba que Py (x) es convexo. Para terminar, obsérvese que, si y € Py(x), entonces
IYIF< e =yl =+ [l = el + @, Y) < 2f|x]],

y asi, Py (x) es acotado.
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Veamos ahora la demostracion de (ii). Primero establecemos que, si (X, ||-||) es reflexivo, en-
tonces cada subespacio cerrado Y C X es proximinal. Efectivamente, dado x € X, si

d(x,Y) =if{|x—y||:y€ Y},

podemos tomar (y,), C Y cond(x,Y) =lim, ||x—y,||. Esto implica que (y,), es acotada en norma.
Como X es reflexivo, Y también lo es, y as, la sucesion (y, ), tiene, gracias al teorema de Eberlein-
Smulian, [51, p. 38-39], una subsucesion (yy, )x que converge hacia un cierto punto yp € ¥ en la

topologia débil. En consecuencia, para cada x* € X*, ||x*|| < 1, se tiene que
" (x) =" (vo) | < |x" (1) =" ()| + 2" ) = 2" (30) -
Fijado € > 0, existe ko € N tal que, si k > ko,

() = x* (yo) | < |x*(x) —x" (v, )| + €.

De aqui,
sup |x"(x) —x"(v0)| < sup [x"(x) —x"(yu)| +&,
X*EByx X*EByx
es decir, |[x—yo|| < ||x—yn, || + €, de donde, finalmente, deducimos que

= ol = tim lx— o || = dx,Y)

y, consecuentemente, Y es proximinal.

Utilizando (i) y lo ya probado de (ii) tenemos que, si (X, ||-||) es un espacio de Banach reflexivo,
entonces, para cada x € X, el conjunto de las mejores aproximaciones Py (x) es no vacio, convexo y
o (X,X*)-compacto. Vamos a demostrar que la proyeccién métrica es, en este caso, ||-||-o (X, X*)-
usco. El lector puede convencerse de que, como Py toma valores débilmente compactos, para
probar la semicontinuidad superior de Py basta demostrar que, si (x,), es una sucesién en X
convergente a x en ||-

, y para cada n € N tomamos y, € Py(x,), entonces (y,), tiene un punto de
aglomeracion para la topologia débil que pertenece a Py (x). Obsérvese que la sucesion (y,), tiene
un punto de aglomeracion y en la topologia débil ya que estd acotada; en efecto, (y,), es acotada
gracias a la desigualdad

[y = x[F < llyn =l [l = x| = d (o, ¥) + [0 = ],
y aque (d(x,,Y)), converge a d(x,Y). Ahora, concluimos que y € Py(x), ya que
‘x*(x—y)‘ < ‘x*(x—xn)‘ + |x*(xn—yn)’ + ‘x*(yn—y)‘
< =2l 4+ [0 =yl + | (0 =¥
< b=l + d (e, Y) + [ (n = )]

para cada x* € By~. De aqui se sigue que ]x* (x—y) ‘ <d(x,Y), paracadax® € Bx+; en consecuencia,
|x—y|]| =d(x,Y), conlo que y € Py(x) y la prueba termina. O
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(Funciones de la primera clase de Baire) Sean X e Y dos espacios topolégicos y f: X — Y una

funcién. Se dice que f es de la primera clase de Baire si existe una sucesion de funciones
continuas (f,), de X en Y tal que f(x) = lim,, f,(x), para cada x € X.

Dados dos espacios topolégicos X e Y, un selector para una aplicacién multivaluada
v : X — 2¥ es una aplicacién f : X — Y tal que f(x) € y(x), para cada x € X.

Si X es un espacio de Banach finito-dimensional e ¥ C X un subespacio cerrado, no se tiene,
en general, que la proyeccidon métrica Py tenga selectores continuos, [17]. Lo mejor que se puede
decir es lo que se establece en el corolario siguiente.

Corolario 3.4.2. Si (X,|-||) es un espacio de Banach reflexivo e Y un subespacio cerrado de X,
la proyeccion métrica Py : X — 2Y tiene un selector que es de la primera clase de Baire.

Demostracion. Basta tener en cuenta que Py es usco desde la norma de X a la topologia débil de
Y, y utilizar el teorema 8 de [66]. L]

Yaen 1933, S. Mazur observo que, para un funcional lineal continuo x* € X*, con ||x*|| =1, en
el espacio de Banach real X, el hiperplano F| := {x eX:x*(x)= 1} tiene un elemento de norma
minima si, y sélo si, x* alcanza su supremo en la bola unidad cerrada.

Lema 3.4.3. Sean (X,||||) un espacio normado y x* € X*, con ||x*|| = 1. Se tienen las igualdades:
{2 () = 1} = 1 = sup{x () : il = 1} = sup{’ () : | < 1}

Demostracion. La segunda igualdad es bien conocida, y se sigue directamente de la definicién de
la norma. Para la primera igualdad, tomamos y € X con

L= () < [yl = [l ll-

Asi, tenemos que inf{ ||y|| : x*(y) = 1} > 1. Por otro lado, de nuevo por la definicién de la norma,
para cada € > 0, existe x¢ € X tal que ||x¢|| = 1 y x*(x¢) > 1 — €. Consecuentemente,

«f Xe Xe 1
X —E) =1, <.
(x*(x£)> xt(xe)|| T 1—e
Como € > 0 es arbitrario, la dltima desigualdad prueba que inf{|[y|| : x*(y) =1} = L. O
Proposicion 3.4.4. Sean X un espacio normado y x* € X*, con ||x*|| = 1. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(i) x* alcanza su supremo en By.
(ii) Para un (y en consecuencia, para cada) o € R, el hiperplano Hy, = {x eX:x*(x)= Oc} es
proximinal.
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Demostracion. Para xo € Hy, la sustitucion

. X0 —<Z
Y= x*(xp) — o

conduce a que

inf{on X (2) = oc} - fnf{|x*(xo) —a |y : ¥ () = 1}.

Esto es, la existencia de una mejor aproximacion para xp en Hy equivale a la existencia de la mejor
aproximacién de 0 a Hy. El lema 3.4.3 permite ahora terminar la prueba. O

Obsérvese que, si X es reflexivo, entonces cada funcional x* € X* alcanza su supremo en By.
Pero si tomamos, por ejemplo, x* = (1 —1/n), € £* = (¢!)*, no va a existir ningiin elemento
x= (&), € ¢! con

Lal=1 v Cw=&(1-1)=1

1—==
n
Consecuentemente, x* no alcanza su supremo.

El teorema de Bishop-Phelps 3.3.4 asegura que, para cada conjunto convexo, cerrado y acotado
C de un espacio de Banach real X, el conjunto de todos los x* € X* que alcanzan su maximo en C
es denso en X*. El siguiente notable resultado, de naturaleza similar, es mas dificil de probar.

Teorema 3.4.5 (James). Un conjunto débil cerrado C de un espacio de Banach X es débilmente
compacto si, y solo si, todos los x* € X* alcanzan su mdximo en C.

Demostracion. Véase el apartado §6 en [51]. ]

Supuesto que hemos demostrado el teorema de James, concluimos la seccion con la siguiente
caracterizacion de los espacios de Banach reflexivos.

Corolario 3.4.6. Para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Todos los subconjuntos débilmente cerrados de X son proximinales.
(ii) Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
(iii) Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proximinales.
(iv) X es reflexivo.

Demostracion. Claramente, se tiene la cadena de implicaciones (i) = (ii) = (iii). Veamos pues
(iii) = (iv): de acuerdo con la proposicion 3.4.4, si se da (iii), entonces todo funcional x* € X*
alcanza la norma en By; el teorema de James 3.4.5 nos dice que By es débilmente compacto y, por
tanto, X es reflexivo. Para la implicacién (iv) = (i) basta utilizar el mismo tipo de argumentos que
ya hemos empleado en el principio de la demostracion del apartado (ii) de la proposicién 3.4.1. [J

B. Cascales y S. Troyanski



@ Optimizacion: funcionales que alcanzan la norma

H El teorema de James, 1950-1964. R. C. James anuncid, en 1950, que un espacio de

== Banach X con base es reflexivo si tiene la propiedad de que cada x* € X* alcanza su
supremo en la bola unidad cerrada de todas las normas equivalentes. El mismo afio, V. Klee
demostro este resultado sin requerir la existencia de base. En 1957, James encontré una prueba
sofisticada de que si By es la bola unidad de un espacio de Banach separable X, entonces By es
débilmente compacto (i.e., X es reflexivo) si, y solo si, cada x* € X* alcanza su supremo en By.
En 1962, Klee conjeturd que esta propiedad podria caracterizar los conjuntos débil cerrados de
un espacio de Banach (separable) que son débilmente compactos. Finalmente, en 1964, James
publicé el siguiente resultado, del cual el teorema 3.4.5 es un caso particular:

Teorema (James, 1964). En un espacio localmente convexo quasi-completo E, un
conjunto débilmente cerrado A es débilmente compacto si, y solo si, todos los funcio-

nales x' € E' alcanzan su supremo en A.

3.5 Conexion con el proyecto de investigacion: fronteras de James

S EA X el espacio de Banach de las funciones continuas u : D — R, definidas en el disco unidad
cerrado de C, con la propiedad de que la restriccién de u al disco abierto D es armonica,
dotado de la norma del supremo ||-||. Si u € X, la férmula de Poisson, [35, p. 259, Corollary 2.9],

permite escribir

(re®) 1/27r L (¢)do (3.16)
u\re = — u\e .
2w Jo 1—2rcos(6 —a)+r? ’

paracada O <r < 1y paratodo o € R, véase la figura 3.7.

T

Figura 3.7: Los valores de u en T determinan sus valores en D

El niicleo de Poisson,
1—72

PO)i=—
(6) 1—2rcos 0 +r?
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1 2
satisface que P.(0) > 0, para cada 6 € R, y que 1 = ﬂ/ P.(0)d0. Si (up), yuestinen X, y
suponemos que 0

(un)n esacotadaen ||-||w, y limu,(w)=u(w), paracada |w| =1,
n

entonces, una aplicacion directa del teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue sobre la
ecuacion (3.16), para u,, y u, permite concluir que

limu,(z) =u(z), paracada |z| <.
n

De esta forma, la convergencia puntual de (u,), hacia u sobre la frontera T de D, es un fest
de convergencia que implica (jasegura!) la convergencia puntual de (u,), hacia u sobre todo el
disco D. Esta conexion entre la convergencia en la frontera y la convergencia en el interior no es
particular de este ejemplo, y responde a un comportamiento mds general que podemos describir
en términos funcionales analiticos:

Si u € X, el valor absoluto |u| es una funcién continua en D y subarménica en D.
Consecuentemente,

[[u]|eo = max |u(z)| = méx [u(w)].
zeD weT

La igualdad anterior, junto con el hecho de que el problema de Dirichlet tiene solu-
cién en D, [35, p. 257, Theorem 2.4], nos permite escribir (X, [|-[[«) = (C(T), ||[|)-
Teniendo presente que los puntos extremales de la bola unidad del dual de C(T) son
las deltas de Dirac, {£+9,, : w € T}, nuestro test de convergencia anterior se puede
leer como sigue: sean (uy), una sucesion acotada en X y u € X. De la condicion
lim,, x* (u,) = x*(u), para cada x* € Ext(Bx- ), se sigue que lim, x*(u,) = x*(u), para
cada x* € X*. Efectivamente, conocido que el dual de (C(T), [|-||) se describe como
un espacio de medidas numerablemente aditivas (de Radon) via el teorema de Riesz,
[34, Theorem 7.3.5], cuando miramos (u,), en C(T), nuestra afirmacién anterior es
una consecuencia directa del teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. La
interpretacion en X se obtiene como consecuencia de que las topologias débiles de X
y C(T) se identifican. Obsérvese que, una vez que sabemos que lim, x*(u,) = x*(u),
para cada x* € X*, se tiene, en particular, que 1im,, u,(z) = u(z), para todo z con |z| <1,
dado que cada delta de Dirac &,, |z| < 1, es un elemento de X*.

El siguiente resultado es cierto en general.

Teorema 3.5.1 (Rainwater, [39, p. 155]). Sea X un espacio de Banach 'y sean (x,), una sucesion
en X y x € X. Entonces, (x,), converge débilmente a x si, y solo si, (x,), es acotada en norma y,
para cada x* € Ext(Bx-), se tiene que limx*(x,) = x* (x).

El teorema de Rainwater es una simple consecuencia del teorema de Representacion Integral
de Choquet que sigue, en combinacién con el teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue.
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(Probabilidades regulares de Borel) Si H es un espacio compacto, representaremos por & (H) el

conjunto de todas las probabilidades regulares de Borel en H, i.e., medidas numerablemente
aditivas, definidas en la o-dlgebra de Borel #(H) del espacio H, que son regulares, en el
sentido de que

1 (B) = sup{p(F): F C B, F compacto }.

Tal y como se observé ya en la demostracién del teorema 3.2.1, si C(H) es el espacio de
Banach de funciones continuas en H dotado de la norma del supremo, entonces &?(H) es
o (C(H)*,C(H))-compacto.

Sean E[%] un e.l.c., H un subconjunto compacto de E 'y i € &?(H). Un baricentro de
U es un vector x € E que satisface la igualdad

X0 = [ ¥ (h)du(h), (3.17)

para cada x* € E’. Obsérvese que la parte derecha de la igualdad (3.17) estd bien definida,
ya que x*|y es T-continua y acotada, y por tanto p{-integrable. Ademads, caso de que U tenga
un baricentro, éste ha de ser necesariamente tinico, gracias a que E’ separa los puntos de E,
véase el corolario 1.3.21. En lo que sigue, denotaremos por x,, el baricentro de p € &(H),
en caso de que exista.

Teorema 3.5.2 (Teorema de representacion Integral de Choquet, [39, p. 154]). Sea K un subcon-
junto convexo, no vacio, compacto y metrizable de un espacio localmente convexo E. Entonces,
cada punto de K es el baricentro de una medida de Borel regular de probabilidad concentrada
en los puntos extremales de K. Mds precisamente, si x € K, entonces existe una medida de Borel
regular de probabilidad | definida en K para la que u(Ext(K)) = 1, y para la que, dada cualquier
funcion afin continua f definida en K, se tiene que

700 = [ r0duo).

Veremos cémo los resultados anteriores concernientes a convergencia sobre extremales son
casos particulares de otros potentes resultados que, a su vez, se siguen del teorema de James 3.4.5,
algunos de los cuales exponemos a continuacién. Una prueba de un resultado mds general que
el teorema de Rainwater se ofrece en el teorema 3.5.10 mds adelante. Primero necesitamos fijar
alguna notacién y terminologia.

(Conjunto normante y fronteras de James) Sean X un espacio de Banach, y B un subconjunto de

Bx+. B es un subconjunto [/-normante (brevemente, normante) de Bx- si, para cada x € X,
se tiene que ||x|| = sup{|x*(x)| : x* € B}. Se dice que B es una frontera de James para By-
si, para cada x € X, se tiene que ||x|| = max{[x*(x)| : x* € B}, i.e., si para cada x € X, existe
un elemento b* € B tal que |b*(x)| = ||x]|.
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Toda frontera de James de Bx+ es un subconjunto normante. Sin embargo, el reciproco no
es cierto: si X es un espacio de Banach, By es un subconjunto normante de Bx+«, pero, después
del teorema de James, By no es una frontera de Bx-+ a menos que X sea reflexivo. La nocién de
frontera de James aparece asociada al propio teorema de James. Un ejemplo natural de frontera
de James para la bola dual de un espacio (C(K), ||-||«) es el conjunto {£8&, : x € K} de las deltas
de Dirac: toda funcion real continua en un compacto alcanza su mdximo. Con las identificaciones
evidentes, T es una frontera de James para el espacio (X, ||-||~) de las funciones continuas en
D que son arménicas en D. De hecho, después del principio del mdximo de Bauer 3.1.11, el
ejemplo natural de frontera abstracta de James lo proporciona el conjunto de puntos extremales
de By, Ext(Bx-~). Hay, sin embargo, fronteras de James que son disjuntas del conjunto de puntos
extremales: se comprueba facilmente que, si I" es un conjunto no numerable y consideramos el
espacio (¢!(T'),|-||1), el conjunto

B:— {(Xy)yer ixy€{-1,0,1} y {yeI':x,#0}es numerable}

es una frontera de James para By-(r) que es disjunta de Ext (ng(p)) , dado que cada punto extremal
(ey)yer € By=(r) debe ser, necesariamente, —1 6 1, para cada coordenada ey.

En esta seccidon prestaremos atencion al siguiente problema que aparece en [38, Problem 1.2]
(véanse también [53, question V.2] y [54]):

Problema de la frontera de James: Sean X un espacio de Banach, B una frontera
de Bx+ y H un subconjunto acotado de X. ;Es cierto que H es 6(X,B)-compacto si,
y sélo si, H es débilmente compacto?

Obsérvese que, dados un espacio de Banach X y un subconjunto normante cualquiera B de
Byx-+, no se cumple, en general, que todo subconjunto ¢(X, B)-compacto y acotado de X sea tam-
bién o (X,X*)-compacto. Por ejemplo, si Y es un espacio de Banach, By- es 6(Y*, By )-compacto,
donde By es, claramente, un subconjunto normante de By«; pero no es compacto respecto a la
topologia o (Y*, By+) a menos que Y* sea reflexivo, después del teorema de James.

Respuestas positivas al problema de la frontera pueden considerarse como tests para obtener
la compacidad débil de ciertos subconjuntos de un espacio de Banach. Nétese que, en ocasiones,
la topologia débil puede ser dificil de tratar si no se dispone de una caracterizaciéon adecuada
del espacio dual (por ejemplo, en espacios de funciones Bochner integrables, L' (u,X), véase el
capitulo 5, o en espacios de medidas numerablemente aditivas, ca(Q,X), véase [39, p. 86-104]),
y es aqui cuando la topologia de convergencia sobre una frontera razonable puede ser de gran
utilidad en el estudio de la compacidad débil.

Obsérvese, por otro lado, que, cada vez que se tiene una respuesta positiva al problema en
cuestion para una frontera B C By-, se deduce, en particular, que si (x,), es acotada en norma y,
para cada x* € B, se tiene que limx*(x,) = x*(x), entonces (x,), converge débilmente a x, véase el
teorema 3.5.10.
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Se conoce que el problema de la frontera tiene respuestas positivas en los siguientes casos:

(i) Cuando H es convexo, [101].
(i) Si B = Ext(Bx-), [14].
(iii) Si X no contiene una copia isomorfa de ¢! (T'), con |T'| = ¢, [22, 28].
(iv) Cuando X = C(K), dotado con su norma candnica |||, donde K es un espacio compacto
arbitrario, [21].

El caso (i) puede ser obtenido a partir del teorema de James, y lo presentaremos a continuacién
como teorema 3.5.4. La prueba original para (ii) dada en [14] utiliza, entre otras cosas, profundos
resultados establecidos en [12]. El caso (iii) se reduce al (i): si £/(I') ¢ X, || = ¢, y C C Bx- es
I-normante, se demuestra que, para cada conjunto H C X acotado en norma y ¢ (X, C)-compacto,

C
*0) es, de nuevo, o(X,C)-compacta, [22, 28]; la clase de

la envoltura convexa cerrada MG(
espacios de Banach satisfaciendo los requerimientos en (iii) es una amplia clase de espacios de
Banach a la que pertenecen los espacios débilmente compactamente generados, los débilmente
Lindelof, los espacios con bola dual sucesionalmente compacta, etc. Las técnicas utilizadas en (iv)
son distintas, y extienden de forma natural ideas clédsicas de Grothendieck, [58]. Debemos hacer
notar que es facil demostrar que, para cada conjunto I', el problema de la frontera tiene también

respuesta positiva para el espacio ¢! (T") dotado de su norma canénica, véanse [21, 28].

El resto de la seccién estd dedicado a probar que el problema de la frontera expuesto ante-
riormente tiene solucién positiva si H es un subconjunto convexo y ¢ (X, B)-compacto; esto nos
servird para demostrar una version general del teorema de Rainwater, del que deduciremos que, si
H es o(X,B)-sucesionalmente compacto, entonces H es débilmente compacto.

Proposicion 3.5.3. Sean X un espacio de Banach, B C Bx» un subconjunto normante y H C X
convexo 'y 6(X,B)-compacto. Entonces H es, necesariamente, acotado en norma.

Demostracion. Como consecuencia del teorema de la acotacién uniforme se tiene el siguiente re-
sultado, [95, theorem 2.9]: sean X e Y dos espacios vectoriales topologicos, K un subconjunto
compacto convexo de X y I una coleccion de aplicaciones lineales continuas de X en Y. Supon-
gamos que las orbitas T'(x) = {Ax : A € '} son subconjuntos acotados de Y, para todo x € K.
Entonces, existe un conjunto acotado B C Y tal que A(K) C B para toda A € T. Si tomamos X
como nuestro espacio de Banach, Y =R y I" = B, se concluye, a partir del resultado anterior, que
existe un M > 0 tal que
b*(K) C [-M,M], paracada b* € B.

La inclusién anterior nos permite concluir, utilizando que B es normante, que, para cada x € K, se
tiene que ||x|| < M, y la demostracién termina. O

Teorema 3.5.4 (Simons). Sean H un subconjunto convexo de un espacio de Banach X y B una
frontera de Bx-. Entonces, H es 6(X,B)-compacto si, y sélo si, H es débilmente compacto.
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Demostracion. Hay que demostrar que si H es 6(X, B)-compacto, entonces H es débilmente com-
pacto. Puede suponerse, y asi lo haremos a partir de ahora, que H es absolutamente convexo,
debido a que la envoltura absolutamente convexa y o(X,B)-cerrada de un conjunto convexo y
o (X, B)-compacto es también o (X, B)-compacta (véase [71, §20.7(8)]).

Tomemos una sucesion arbitraria (x,), en H. La prueba se reduce a demostrar que el conjunto
{xn : n € N} es débilmente relativamente compacto en X, ya que, en este caso, el teorema de
Eberlein-Smulian nos asegura la existencia de una subsucesién de (x,,), que converge débilmente
a un punto de H (al ser H débilmente cerrado). Esto prueba que H es débilmente secuencialmente
compacto, y ahora, una nueva aplicacién del teorema de Eberlein-Smulian conduce a que H es
débilmente compacto.

Para demostrar que {x, : n € N} es débilmente relativamente compacto, definimos el operador
lineal continuo S : ¢! — X dado por

S((?Ln)n) = 2&,1)6"

. . . — = —=—0(X* X
(nétese que H es acotado). Si definimos Y := span(B)H H, entonces Bx+ = BYG( ), ya que B es
normante. Para comprobar que {x, : n € N} es débilmente relativamente compacto en X, basta

ver que S*(By) es débilmente relativamente compacto en £, donde S* : X* — ¢* es el operador
R (E))

adjunto de S. En efecto, si S*(By) es débilmente compacto, se cumple que

(0,0

o(7,(67)")

S*(By) = S*(By) ;

como, ademds, S* es o(X*,X)-0(¢£,£")-continua, tendriamos que

o6l

o(=,(7)")

S*(BXX) —§* (FYG(X*,X)> C S*(By) — S*(By)

Por tanto, S*(By-) es débilmente relativamente compacto, de donde se tiene que S* es un operador
débilmente compacto. S es también débilmente compacto, y de aqui deducimos que S(B,1) es un
conjunto débilmente relativamente compacto en X que contiene a {x, : n € N}.

Finalmente, comprobaremos que S*(By) es débilmente relativamente compacto en ¢. Utili-
zando el teorema de James 3.4.5, basta ver que cada elemento i de B(-)« alcanza su supremo en
S*(By), es decir, que z := poS* € X** alcanza su supremo en By. Para ello, tomamos una red
(Af)iep en By que converge a i en la topologia o ((£7)*, ™). Para cada b* € B, §*(b*) =b* oS
estd en £, luego se cumple que

b* (i /I;;xn> = i Aib* (x,) — z(b*). (3.18)
n=1 n=1

Al ser H absolutamente convexo y cerrado en norma, se cumple que y; = Yoo | Aix, estd en H,
para cada i € D. La 6(X,B)-compacidad de H permite asegurar que cierta subred (y; )r de (y;);
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verifica que o(X,B)-lim;y; =y, para cierto y € H. Por lo tanto, si b* es un elemento de B, se
satisface que
b*(x) = 1i]£nb*(y,.k) = lim (; /l,gkx,,) (3.19)

De las ecuaciones (3.18) y (3.19) deducimos que
z(b*) =b*(y), paracadab” € B.
La igualdad anterior se extiende a los elementos b* de Y y, en consecuencia,
sup{z(b*) : b* € By} =sup{b*(y) : b* € By } = |ly|| = b} (y) = z(b}),

para cierto by € B C By, donde hemos utilizado que B es una frontera de Bx+. Por lo tanto, z
alcanza su supremo en By, y la prueba est4 concluida. O

Si tomamos como punto de partida el Problema de la Frontera, el teorema anterior sugiere que,
para resolver el problema de la frontera, es suficiente establecer un teorema tipo Krein-Smulian
para topologias de la forma o(X,B). El teorema de Krein-Smulian general 3.2.3 es vélido, sola-
mente, para topologias T que son compatibles con el par dual (X, X*) y, desafortunadamente, para
una frontera de James B C By-, la topologia 6(X,B) es, en principio, estrictamente mds gruesa
que la topologia débil de X. Los resultados que siguen van encaminados a poner de manifies-
to que, en una situacién bastante razonable (cuando (Bx-,0(X*,X)) es angélica), el teorema de
Krein-Smulian todavia es cierto para la topologia 6(X,B).

El lector especializado ya se habrd dado cuenta de que la demostracién ofrecida del teorema
de Krein-Smulian para la topologia débil 3.2.1, utiliza, sin llegar a darle nombre, la nocién de
baricentro, concepto intimamente ligado al estudio de conjuntos convexos compactos, tal y como
puede constatarse, por ejemplo, en las monografias [33, 39, 86].

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [86, Proposition 1.1 y Proposition 1.2].

Teorema 3.5.5. Sea H un subconjunto compacto de un espacio localmente convexo E[X| tal que

su envoltura convexa cerrada co(H) es compacta. Entonces, cada p € & (H) tiene un tinico ba-
ricentro en E.

Teorema 3.5.6. Sea H un subconjunto compacto de un espacio localmente convexo E[%). Se tiene
la igualdad
co(H) = {xy: € P(H), U tiene un baricentro}. (3.20)

El siguiente lema muestra la relacion entre la existencia de baricentros y el teorema de Krein-
Smulian (préstese atencidn otra vez a la demostracion del teorema 3.2.1).

Lema 3.5.7. Sea H un subconjunto compacto de un espacio localmente convexo E[T|. Entonces,

co(H) es T-compacto si, y sélo si, cada probabilidad p € & (H) tiene un baricentro en E.
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Demostracién. Sico(H) es T-compacto, entonces cada y € &2(H) tiene un baricentro en E, des-
pués del teorema 3.5.5. Reciprocamente, supongamos que cada u € &?(H) tiene un baricentro
en E y probemos que W es T-compacto. Dado que la aplicacién ¢ : #(H) — E defini-
da por @(it) =x, es 6(C(H)*,C(H))-0(E,E’)-continua, obtenemos que ¢(2(H)) es 6(E,E’)-
compacto. Después de la igualdad (3.20), co(H) es también o (E, E)-compacto. La T-compacidad
de co(H) se razona de forma similar a como se concluy6 la demostracién del corolario 3.2.3. [

(Conjuntos sucesional y numerablemente compactos) Un espacio topoldgico X se dice que es nu-

merablemente compacto si cada cubrimiento abierto numerable del espacio tiene un sub-
cubrimiento finito. Equivalentemente, X es numerablemente compacto si toda sucesién en
X tiene un punto de aglomeracién en X. El espacio X se dice sucesionalmente compacto
si toda sucesion en X tiene una subsucesién convergente a un punto de X. Dado el espacio
topolégico X, un subconjunto A de X se dice que es numerablemente compacto o sucesional-
mente compacto si, con la topologia inducida, A es un espacio numerablemente compacto o
sucesionalmente compacto, respectivamente.

(Conjuntos relativamente sucesionalmente y numerablemente compactos) Sea X un espacio topo-

l6gico y A C X. A es relativamente numerablemente compacto (respectivamente, relativa-
mente sucesionalmente compacto) si toda sucesion en A tiene un punto de aglomeracién en
X (respectivamente, una subsucesion convergente a un punto de X). Obsérvese que la defini-
cién dada para que A sea relativamente numerablemente compacto no es equivalente a que
la clausura A sea numerablemente compacta, como puede verse en [51, Example 1.2.(9)].

([Espacio angélico) Un espacio topolégico X se dice que es angélico si, para cada conjunto relati-

vamente numerablemente compacto A C X, se tiene que:

(1) A es relativamente compacto.
(ii) Para caday € A, existe una sucesion (yn)n en A tal que lim,, y, = y.

Una buena referencia para el estudio sistematico de los espacios angélicos es la monogra-
fia [S1]. En los espacios angélicos, los conceptos de subconjunto compacto, sucesionalmen-
te compacto y numerablemente compacto coinciden (también las correspondientes nociones
relativas). Entre otros, son espacios angélicos los espacios métricos, el espacio de funciones
continuas (C(K ), Tp(K )) en un compacto dotado de su topologia de convergencia puntual
7,(K) sobre K, los espacios normados dotados de sus topologfas débiles, etc.

El siguiente lema serd utilizado posteriormente.

Lema 3.5.8. Sean K e Y espacios topologicos 'y f : K — Y una aplicacién. Si K es un espacio
compacto angélico, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f es continua.
(ii) f es sucesionalmente continua, i.e., para cada sucesion (x,), que converge en K se tiene
que (f(x,))n converge enY, y se da la igualdad f(lim,x,) = lim, f(x,).
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Demostracion. La implicacién (i) = (ii) es clara. Reciprocamente, supongamos que (ii) es cierto.
Para demostrar que f es continua basta probar que, para cada subconjunto C de K, se tiene que

f (E) C f(C). Esto ultimo se sigue de la continuidad sucesional de f y de la definicién de espacio
angélico. O

Con las ideas que utilizamos para demostrar el teorema de Krein-Smulian 3.2.1 y el lema
anterior, podemos probar el siguiente resultado de [30].

Proposicion 3.5.9. Sea X un espacio de Banach con bola dual (BX* ,o(X*, X )) angélica. Si B es
un subconjunto normante de By~ y H C X es acotado en norma 'y o(X,B)-compacto, entonces

co(H) B s o (X, B)-compacto.

Demostracion. La condicién de que B C Bx+ sea normante implica que su envoltura absoluta-
mente convexa D := aco(B) sea ¢(X*,X)-densa en By-. Demostramos esto por contradiccion,

suponiendo que D no es denso en By-. En tal caso, podemos tomar un elemento x;; de Bx+ que no

. =o(X*X L . .

estd en DG( ) El teorema de separacion 1.3.26 nos permite separar estrictamente el compacto
* 7G(X *7X )

convexo {x;} del compacto absolutamente convexo D

xeX = (X*,0(X*,X)) yescalares ¢ € Ry & > 0, tales que

, de modo que existen un elemento

x*(x)| < o < a4 & < |x3(x)|, paracadax® € D.

Al ser B normante, tenemos que ||x|| < |x(x)|, con x{; € Bx+, lo cual es absurdo.

Observemos, por otro lado, que se tiene la igualdad o(X,B) = o(X,D). Para demostrar que
WG(X ,D)
tiene un baricentro en (X ,o(X ,D)). Procedemos tal y como hicimos en el teorema 3.2.1, y para
pe P(H,0(X,D)), definimos

es compacto, tenemos que probar, por el lema 3.5.7, que cada u € ,@(H ,o(X ,D))

T() = [ % ludu.

para cada x* € X*. Obsérvese que la integral anterior estd bien definida, puesto que cualquier
x* € Bxs = DX y, dado que (Bx-,0(X*,X)) es angélica, existe una sucesion (dj), en D
que converge para ¢(X*,X) hacia x*. Como cada d;}|y es o(X,D)-continua, se tiene que x* es
medible respecto de la ¢-4lgebra de Borel %(H ,0(X ,D)) y, dado que x* es acotada sobre H y
M una probabilidad, concluimos que x*|y es p-integrable. Por un lado, 7, € X** y, por otro, T,
restringido a Bx- es o(X*, X)-continua. Para ver esto tltimo basta demostrar que 7, es o(X*,X)-
sucesionalmente continua, lo que se razona con ayuda del teorema de Convergencia Dominada de
Lebesgue; el resto de la prueba contintia ahora como en el teorema 3.2.1, con los cambios obvios.
Dejamos que el lector cuide los detalles para acabar la demostracion. O

Combinando el teorema 3.5.4 con la proposicién 3.5.9, demostramos el siguiente resultado, el
cual ofrece una solucién positiva para el problema de la frontera en el caso de bola dual angélica,
[30], y una version general del teorema de Rainwater, [101].
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Teorema 3.5.10. El problema de la frontera tiene solucion positiva para los espacios de Banach
con bola dual angélica. Como consecuencia, si X es un espacio de Banach arbitrario y B C Bx~
una frontera de James, se tiene que:

(i) Si una sucesion acotada en norma (x,), en X converge hacia x para la topologia ¢(X,B),
entonces también converge débilmente.

(ii) Si H C X es un conjunto acotado en norma y o (X, B)-sucesionalmente compacto, entonces
H es débilmente compacto.

Demostracion. El hecho de que el problema de la frontera tenga solucién para los espacios con
bola dual angélica se sigue directamente del teorema 3.5.4 y la proposicién 3.5.9.

|-
Para la demostracion de (i) razonamos como sigue: sea Y :=span{x, : n € N} U {x}" H; enton-

ces, Y es un espacio de Banach separable (su bola dual es, por tanto, metrizable para la topologia
débil y, en consecuencia, angélica). Sii: Y — X eslainclusién e i* : X* — Y™ el operador adjun-
to, entonces i* (B) es una frontera en By-. El conjunto H = {x,, : n € N} U{x} es o (X, B)-compacto,
y también es G(Y S0 (B))—compacto. Gracias a que el problema de la frontera tiene solucién para
espacios con bola dual angélica, se concluye que H es débilmente compacto en Y, o lo que es lo
mismo, en X. Como la topologia ¢ (X, B) es Hausdorff y mds gruesa que la topologia débil de X, la
sucesion (x,),, que es débilmente relativamente compacta, tiene por tinico punto de aglomeracion
débil a x, lo que, necesariamente, implica que (x,), converge a x en la topologia débil.
Demostremos ahora (ii). Por el teorema de Eberlein-Smulian, basta probar que cada sucesién
(xn)n en H tiene una subsucesion débilmente convergente a un punto de H. Como H es o(X,B)-
sucesionalmente compacto, existe una subsucesion (x,, )x de (x,), que converge a un punto x de H
en la topologia o(X, B). Utilizando el apartado (i), se concluye que (x,, )x converge en la topologia
débil a x, y la prueba ha terminado. O

Acabamos la seccién poniendo de manifiesto que la resolucidn positiva del problema de la
frontera es, de hecho, equivalente a la validez de un resultado tipo Krein-Smulian para la topologia
de convergencia puntual asociada a la frontera.

Proposicion 3.5.11. Sean X un espacio de Banach, B C Bx~ una frontera de James para Bx-
y H C X un conjunto acotado en norma y o (X,B)-compacto. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) H es débilmente compacto.

———0(X,B
(ii) CO(H)G( ) s o (X, B)-compacto.
. S e . . ——7~0X,B .
Demostracion. La implicacion (ii) = (i) es clara: si co(H )G( ) es o (X, B)-compacto, se tiene
——0(X,B ) :
que co(H )G( ) es débilmente compacto, después del teorema 3.5.4; como H es un subconjunto

)G(X ,B)

débilmente cerrado de co(H , también se tiene que H es débilmente compacto.
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El reciproco (i) = (ii) es como sigue. Si H es débilmente compacto, las topologias ¢ (X, X*)
y 0(X,B) coinciden en H vy, por tanto, las o-dlgebras de Borel y las probabilidades regulares

de Borel asociadas también coinciden. Dado que el teorema de Krein-Smulian 3.2.1 se satisface
o(X,X*)

para la topologia débil, tenemos que co(H) es débilmente compacto, y podemos utilizar
el lema 3.5.7 para concluir que cada t € #(H,0(X,B)) = Z(H,0(X,X*)) tiene un baricentro
xu € X. Ahora, el teorema 3.5.6 nos proporciona la igualdad

ol {xu s @(H,o(x,B))} - {xﬂ e W(H,G(X,X*))} o,

o(X,B)

Asi, co(H) es débilmente compacto y, en particular, (X, B)-compacto. O

PARA SABER MAS

» Los libros [33, 39, 86] son excelentes referencias para lecturas adicionales sobre el teorema
de Krein-Milman. En los tres libros se expone el teorema de Choquet, que aparece recogido
como teorema 3.5.2 en este capitulo. En [39, Chapter IX] se presenta el teorema de Rain-
water 3.5.1 como consecuencia del teorema de Choquet. El libro [86] contiene numerosas
aplicaciones del teorema de Krein-Milman. El survey [94] ofrece un buen resumen sobre
cuestiones bdsicas relacionadas con el teorema de Krein-Milman.

» Lecturas recomendadas donde encontrar el Principio Variacional de Ekeland y el teorema
de Bishop-Phelps son [38, 50] y [85]. El primer libro es una monografia dedicada al estudio
de la diferenciabilidad y el renormamiento en espacios de Banach, mientras que el segundo
es un texto de propdsito general, dedicado a numerosas cuestiones en andlisis funcional, que
cuenta con una extensa coleccién de ejercicios. El tercer libro ofrece un compendio sobre
diferenciabilidad en espacios de Banach, tanto de funciones, como de medidas: espacios
de Asplund versus la propiedad de Radon-Nikodym en duales; véase el capitulo 5 mas
adelante.

» El teorema de James 3.4.5 es un resultado espectacular que combina una propiedad topol6-
gica con una propiedad analitica-lineal. Hay distintas demostraciones en el caso separable
que son ficiles de entender y gozan de aprecio entre la comunidad matemadtica, basadas
en lo que se conoce como la desigualdad de Simons, véanse [101] y [50, p. 84]. Las prue-
bas conocidas del caso no separable son mucho mas complicadas, véase [51]. Es un sentir
undnime entre especialistas, que una demostracion sencilla del teorema de James seria muy
bien apreciada entre la comunidad cientifica, y ayudaria a entender y resolver algunas cues-
tiones aun abiertas en temas relacionados, tales como el problema de la frontera expuesto
en este capitulo. El libro [102] contiene significativas aplicaciones del teorema de James a
la teorfa general de la aproximacién en espacios normados.
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0
2
Q
0
0

K «OBJETIVOS» \
ﬁ Estudiar las nociones de diferenciabilidad Fréchet y Gateaux, con especial D

tencién a cuestiones de diferenciabilidad de la norma en espacios de Banach.

= Establecer el criterio de Smulian con el que se caracteriza la diferenciabili-
dad de Fréchet y de Gateaux de la norma de un espacio de Banach.

= Establecer la dualidad entre la diferenciabilidad de Gateaux de una norma
(respectivamente, norma dual) y la condicién de que la norma dual (respec-
tivamente, norma predual) sea estrictamente convexa.

= Demostrar que, si una norma dual es localmente uniformemente convexa,
entonces su norma predual es diferenciable Fréchet.

= Establecer los resultados cldsicos de renormamiento localmente uniforme-
mente convexo (respectivamente, estrictamente convexo) en espacios de Ba-
nach separables (respectivamente, en duales de espacios separables). Dedu-
cir de lo anterior que espacios separables (respectivamente, con dual sepa-
rable) se pueden renormar con normas diferenciables Gateaux (respectiva-
mente, Fréchet).

= Demostrar que, en espacios de Banach con dual separable, cada cubrimiento

k abierto del espacio tiene una particién de la unidad subordinada de clase CI.J

STE capitulo estd dedicado al estudio de la diferenciabilidad y el renormamiento en espacios
de Banach. La diferencial (derivada) de una funcién es una de las nociones centrales del
Andlisis matematico. Construir, en un espacio de Banach, una norma equivalente que sea

diferenciable Fréchet, proporciona funciones meseta de clase C'. Renormamiento y diferenciabi-
lidad confluyen de forma natural. Empezamos recordando la definicién de diferencial de Fréchet
(ampliamente estudiada en los cursos de Célculo Diferencial en varias variables) como contrapo-
sicién a la nocién de diferencial de Gateaux (que tnicamente implica la existencia de derivadas
direccionales): ademads de estudiar las propiedades bdsicas de estos conceptos, mostramos sus di-
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(X, ]]-|l) Banach

Diferenciabiliad
Fréchet

Diferenciabilidad
Gateaux

/ Criterio Smian \

||-|| diferenciable Norma dual Norma dual ||-|| diferenciable
, ] — . > N
Fréchet LUR estrict. convexa Gateaux
Renormamiento ) Renormamiento Renormamiento
. . Renormamiento . . .
diferenciable  S— — dual estricta- s diferenciable
h dual LUR A
Fréchet mente convexo Gateaux
A
N /
\ /
\ . ,
N X* Separable |——| X Separable /
/
\
\ /
N /
X Y ' P
X tiene particiones X tiene particiones
de la unidad . de la unidad

de clase C!

diferenciables Gateaux

Cuadro 4.1: Esquema del capitulo Derivadas de Gateaux y Fréchet

ferencias y recordamos su relacion con la continuidad de las funciones involucradas, véanse los
ejemplos 4.1.1, 4.1.4 y 4.1.5, y las figuras 4.1, 4.2 y 4.3. Estudiamos, en el teorema de Smu-
lian 4.1.19, una condicién necesaria y suficiente para que una norma, en un espacio de Banach,
sea diferenciable, y con ella obtenemos la dualidad entre condiciones de rotundidad y condiciones
de suavidad en los teoremas 4.1.24 y 4.1.25. La segunda parte del capitulo estd dedicada a de-
mostrar los resultados cldsicos de renormamiento para espacios separables y espacios con duales
separables, corolario 4.2.3 y teorema 4.2.4, que utilizamos como herramienta para deducir de lo
anterior que espacios separables (respectivamente, con dual separable) se pueden renormar con
normas diferenciables Gateaux (respectivamente, Fréchet), véase el teorema 4.2.8. Este tltimo re-
sultado nos da la clave para demostrar la existencia de particiones de la unidad de clase C! en
espacios de Banach con dual separable, teorema 4.3.2.
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4.1 Diferenciabilidad de Gateaux y de Fréchet

E N esta seccion estudiamos las nociones de diferenciabilidad de Fréchet y diferenciabilidad
Gateaux para funciones arbitrarias entre espacios de Banach. En particular, estudiamos con-
diciones de diferenciabilidad para la propia norma en un espacio de Banach.

(Diferenciabilidad de Gdteaux y de Fréchet] Sean X, Y espacios normados y U un subconjunto

abierto de X. Decimos que una aplicacién ¢ : U — Y es diferenciable Gdteaux (respecti-
vamente, Fréchet) en x € U, si existe un operador lineal acotado 7" : X — Y tal que

O(x+h)=¢(x)+Th+r(h), “4.1)

donde, para todo h € X, lim,o||r(¢h)||/t = O (respectivamente, lim o7 (h)/[|h]| = 0, es
decir, r(h) = o(]|h]])).
Es claro que, si ¢ es diferenciable Fréchet en un punto x, entonces ¢ es diferenciable
Gateaux en dicho punto. Cuando ¢ es diferenciable Gateaux en x, el operador acotado
T proporcionado por la ecuacién (4.1) es Unico. En efecto, si 77 también satisface que
O(x+h)=0¢(x)+T1h+ri(h)ylim,_o|ri(zh)||/t = 0, entonces

_ r1(th) —r(th)

(T =) () =

que converge a 0 cuando ¢ tiende hacia 0, para cada h € —x+U. Como U es abierto, obtene-
mos que 7' = T1. Si ¢ es diferenciable Gateaux (respectivamente, Fréchet) en x, el operador
acotado 7' lo denotaremos por ¢'(x) o D¢ (x), y lo llamaremos la diferencial (a veces, la
derivada) de Gateaux (respectivamente, Fréchet) de ¢ en x.

Obsérvese que la diferencial de Gateaux D¢ (x), si existe, asigna, a cada h € X, su derivada

Do) i ST =00

direccional

Ejemplo 4.1.1 (Una funcién continua con derivadas direccionales en todas las direcciones que no
es diferenciable Gateaux). Sea U un subconjunto abierto de R" y ¢ : U — R. Es inmediato con-
vencerse de que, si ¢ es diferenciable Gateaux en x = (xi,...,X,), entonces existen las derivadas
parciales g—i(x) =D;¢(x),paracadai=1,....n,y DP(x) = (D19(x),..., D¢ (x)).

Por otro lado, si existen las derivadas parciales D;¢(x), para cada i = 1,...,n, la funcién ¢
no tiene por qué ser diferenciable Gateaux. Efectivamente, si consideramos ¢ (1) = +/|ujuz|, para
u= (ur,up) € R?, es evidente que D19 (0) = D29 (0) = 0. Asf, si ¢ tuviese diferencial de Gateaux
en 0, entonces deberia ser D¢ (0) = 0, pero

r(th) _ ¢(0+1th)—¢(0) _ ||

= = — =signt
t t t ent,

donde i = (1,1). Luego ¢ no tiene diferencial de Gateaux en 0.
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Existen, de hecho, funciones con derivadas direccionales en todas las direcciones que no son
diferenciables Gateaux. La funcion

0 siu=(uy,u) =(0,0),

¢(u) = u%uz .
2 = (u, 0,0
u%_‘_u% siu= (ur,u2) # (0,0)

(véase la figura 4.1) es continua en (0,0) y, para todo i € R?, existe D¢ (0) = f(h).

Figura 4.1: Una funcién continua que no es diferenciable Gateaux: ejemplo 4.1.1

Sin embargo, la asociacién h — D¢ (0) = f(h) no es lineal y, consecuentemente, ¢ no es
diferenciable Gateaux. O

Lema 4.1.2. Sean X e Y espacios normados, U un subconjunto abierto de X y ¢ : U — Y una
aplicacion. Si ¢ es diferenciable Fréchet en x € U, entonces ¢ es continua en x. Mds aiin, existe
0 > 0 tal que, si ||h|| < 8, entonces

[0 Cx+h)—o(x)|| < (1D (x)[|+ 1) [IAll. 4.2)

Demostracion. Siponemos T = D¢ (x), se tiene, por definicién, que ¢ (x+h) = ¢ (x) +Th+r(h),
con r(h) = o(]|h]|). Del hecho de que r(h) = o(||||), se sigue la existencia de un § > 0 tal que
Hr(h)H <'||A|, si ||| < &. Entonces,

[@Ce+h) — @) < (ITh] +[I2l] < (1T + 1) [I2]) s
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Lema 4.1.3. Sean X e Y espacios normados, U un subconjunto abierto de X y ¢ : U — Y
una aplicacion. Si ¢ es diferenciable Gdteaux en x € U, entonces, para cada h € —x+ U, existe
0 = 6(h) > 0 tal que, si |t| < 3, entonces

[0 (x+th) = @ (x)]| < (IDO )|+ 1) |7l Je]. (4.3)
Demostracion. La desigualdad (4.3) se sigue de la definicion de diferencial, andlogamente a cémo
se deducia, en el lema anterior, la desigualdad (4.2). O
Obsérvese que la desigualdad (4.3) no implica que ¢ sea continua en x, tal y como pone de
manifiesto el ejemplo que presentamos a continuacion.
Ejemplo 4.1.4 (Una funcién diferenciable Gateaux que no es continua). Definamos

0 siu= (ur,up), conu; =0,

o) =9 [lul®
2

siu=(uy,up), conuj #0.

uy

Figura 4.2: Una funcién diferenciable Gateaux que no es continua: ejemplo 4.1.4

Tomemos ahora s € (0,00) y pongamos x, = (s,s'/*). Entonces se tiene que ||x;|> = s>+ s'/2
y, en consecuencia, limg_,o/xs|| = 0, mientras que lim;_, ¢ (x;) = lim;_o (s +sV/ 2)2 = oo, Por lo
tanto, ¢ no es continua en 0. Veamos que, sin embargo, ¢ es diferenciable Gateaux en 0. Para cada
x = (x1,x) € R,
0 si X1 = 0,
o) =9 HIxl* :
t 7 S1 X1 ?é 0,
luego 1im, o [¢ (0 +1x) — ¢(0)] /1 = 0, es decir, D¢ (0) = 0. Véase la figura 4.2 O
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Ejemplo 4.1.5 (Una funcién continua, diferenciable Gateaux, que no es diferenciable Fréchet).
SeaU = {u € R?: |[ul| < 1} y consideremos la funcién

0 siu= (uy,up), conu; =0,
¢(u) = el

siu=(uy,up), conu 0.
‘M1’+M% ( 1 2)7 17&

TRl
R
““3‘%‘3\\" =
TR

i
ll“\\a{

flur,up) = (uyu3

la grafica de la izquierda corresponde al ejemplo 4.1.5, mientras que la grafica de la derecha es la de la funcién
upuy

Figura 4.3: Ambas graficas representan funciones continuas, diferenciables Gateaux, que no son diferenciables Fréchet:
)/ (ui +u3), si (ur,u2) # (0,0),y £(0,0) =0

Veamos que ¢ es una funcién continua en 0. Para u = (u;,u) € U, u; # 0, se tiene que

3/2
u% + u% u% + u% /
—= <1 luego —_—= <1
2 ’ 2
lur| +us ut| +us
En consecuencia,

o= (122

3/2
o 1/2 o 1/2
up|l+u < (|uy|+u .
AL (ki) " < (il +13)
Como ¢ (u) > 0, obtenemos que limy, o ¢ (u) =0

Comprobemos ahora que ¢ es diferenciable Gateaux en 0. Fijamos u = (uj,us), con u; # 0.
Entonces,

3 3/2 3/2

00+~ 0(0) o) I (3 ()
t to ] ey |3
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y dado que

2, .2)3/2
uy+u
i ) - =0,
=0 uy| +[r]u3
deducimos que ¢ es diferenciable Gateaux en 0, con D¢ (0) = 0.
Veamos, por tltimo, que ¢ no es diferenciable Fréchet en 0. Si tomamos u, = (£2,¢), la igualdad

|| = (t*+12) 172 nos asegura que ,IE%HM’ || = 0. Por otro lado tenemos que

I
P =50 2 o = 2

Ast, se tiene que

o] _ o] o el _ 1

el el = 2fuell 27

y por tanto, ¢ no es diferenciable Fréchet en 0. O

La siguiente proposiciéon pone de manifiesto cudles son las dltimas razones por las que se
pueden construir ejemplos, como los anteriores, que separan las nociones de diferenciabilidad
Gateaux y Fréchet.

Proposicion 4.1.6. Sean X e Y espacios normados, U un subconjunto abierto de X, ¢ : U — Y
una aplicacion'y x € U. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ¢ es diferenciable Fréchet en x.
(ii) ¢ es diferenciable Gdteaux en x, y se cumple que

D, (o) = lim P H) =00 (4.4)

uniformemente en Sy = {v € X : |v|| = 1}.

Demostracion. Veamos que si ¢ es diferenciable Fréchet, entonces el limite (4.4) es uniforme en
Sx. Segtn la definicién dada por (4.1), se tiene que

O(x+h)=¢(x)+Th+r(h),

donde r(h) = o(]|h]|), i.e., para cada € > 0, existe § > O tal que la condicion ||A|| < & implica
que ||r(h)|| < €||h||. Si |t| < 8, entonces, para cada v € Sx, se cumple que ||r(tv)|| < &¢; luego
lim;_,o r(¢v)/t = 0 uniformemente en v € Sx. Como

r(tv) = ¢(x+1v) — ¢ (x) 1Dy (x),

se concluye que el limite en (4.4) es uniforme en Sy. La implicacién (ii) = (i) también es sencilla:
si se verifica (ii), la diferencial de Gateaux para ¢ satisface claramente la condicién exigida para
ser diferencial de Fréchet. O
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Proposicion 4.1.7. Si ¢,y : U — Y son diferenciables Gdteaux (respectivamente, Fréchet) en
x €U, donde U C X es abierto, se verifican:

(i) o + By tiene diferencial de Gateaux (respectivamente, Fréchet) en x, para cualesquiera
o,B €R, yD(a¢ +By)(x) = aD(x) + BDy/(x).

(ii) Si ¢ es una funcion real, entonces ¢y es diferenciable Gdateaux (respectivamente, Fréchet)

enxy D(9y)(x) = D9 (x)y(x) + ¢ (x) Dy (x).

Proposicion 4.1.8 (Regla de la cadena). Sean X,Y,Z espacios normados, U C X yV CY abiertos,
0:U—V,y:V — Zaplicaciones, x € U e y = ¢(x). Supongamos que ¢ es diferenciable Fré-
chet (respectivamente, Gdteaux) en x y \ es diferenciable Fréchet en y. Entonces, la composicion
W o @ tiene diferencial de Fréchet (respectivamente, Gdteaux) en x, y se tiene la igualdad

D(yo9)(x) = Dy(y) o DY (x).

Demostracion. Como Y es diferenciable Fréchet en y, sabemos que

v(y+k) =vw(y)+Dy(y)k+ri(k),

donde ri (k) = o(||k||), para k € Y. Al ser ¢ diferenciable Fréchet (respectivamente, Gteaux) en x,
tenemos que ¢ satisface

¢(x+h) = ¢(x) + Do (x)h+r(h),

donde limy; o r(h)/||h]| = O (respectivamente, lim, o [|r(th)||/t = 0),si h € X. Seah € —x+U
tal que ¢ (x+h) € V, y pongamos k = ¢ (x+h) — ¢ (x), T = Dy(y), S = D¢ (x). Entonces,

(Woo)(x+h)—(yod)(x)=y(9(x+h))—y(o(x))
=T(9(x+h)—¢(x)) +ri(k) (4.5)
=T (Sh+r(h))+ri(k) =TSh+Tr(h)+ri (k).

Supongamos que ¢ es diferenciable Fréchet en x: Para probar que y o ¢ es diferenciable Fréchet
enxyque D(yo¢)(x) =TS, debemos ver que Tr(h)+ri (k) = o(]|h||) en la ecuacién (4.5).
Fijamos € > 0. Como r; (k) = o(||k||), existe n > O tal que ||y (k)||/||k|| < €, si ||k|| <n.La
definicion de diferenciabilidad de Fréchet y el lema 4.1.2 nos proporcionan un é > 0 para
o tal que [[r(n)]| /1A < €y |6 (x+h) = 6(x)]| < (IDO)]|+ 1) ], siempre que [[A] < 8.
Entonces, por (4.5), obtenemos que, para ||h|| < min{8,1/(||S||+ 1)}, se tiene la siguiente
desigualdad, la cual nos permite concluir la demostracién de este caso:

[(wo@)(x+h)—(woo)(x) = TSh|| < T [[r()|| +[r1 (k)| <IIT||&]lA]| + k]
< |ITllellall+ (IIS]+1)e]Al
= (1Tl +1ISI+1)e]all.
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Supongamos que ¢ es diferenciable Gdteaux en x: Probemos que y o ¢ es diferenciable Gateaux
en xy que D(yo¢)(x) =TS. Tomamos € > 0. Al igual que en el caso anterior, como
ri(k) = o(||k||), existe n > 0 tal que ||r(k)||/| k|| < &, si ||k|| < n. Fijamos h € X. Al ser ¢
diferenciable Gateaux en x, existe 6 > 0 tal que ||r(th)||/|t| < €]||h|| y

[¢Ce+1h) — o )| < (IDS )+ 1) [1A] el

si |t| < O, véase el lema 4.1.3. Sustituyendo & por th en la igualdad (4.5), obtenemos que,
para |t| <min{8,n/[(||S| 4+ 1)||A]] }, se da la desigualdad

[(woo)(x+1h) — (yo)(x) = TS(th)|| < |IT|e||all|¢] + ]|k]
< I leliAll ]+ (ISI1+ 1) €[l ¢}
= (Il +1IsI+1)elall |

y la prueba termina. O

Incremento A>¢| Sean X e Y espacios normados, U un subconjunto abierto de X, ¢ : U — Y una

aplicacién y x € U. En lo que sigue, para h € —x+ U, utilizaremos la notacién
A9 (x,h) = ¢ (x+h) + @ (x—h) =20 (x).

Lema 4.1.9. Sean X e Y espacios normados, U un subconjunto abierto de X, ¢ : U — Y una
aplicaciony x € U. Si ¢ es diferenciable Fréchet (respectivamente, Gdteaux) en x, entonces

A*¢(x,h) =o(||n]|)  (respectivamente, para cada h € —x+U fijo, A*¢(x,th) = o(t)) .
Demostracion. Si ¢ es diferenciable Fréchet en x, obtenemos que
¢(x+h)—¢(x) =Dox)h+o(|[Al]),  9(x—h)=9(x) = —=Do(x)h+o(][A])-

Sumando las igualdades anteriores, se tiene lo deseado. En el caso de diferenciabilidad Gateaux,
la prueba se razona de forma similar. O

@ Para cualquier norma ||-|| en X, si tomamos como ¢ : X — R la propia norma, esto es,
¢ (x) := ||x||, para x € X, se tiene que A% (0,¢h) = 2|t| |||, y por tanto, la norma ||-|| no
tiene diferencial de Gateaux en 0.

Lema 4.1.10. Sea (X,|-||) un espacio normado. La norma, como aplicacion ¢(x) := ||x
diferenciable Fréchet (res. Gdteaux) en x # 0 si, y solo si,

, es

A*¢(x,h) = o(||h||)  (respectivamente, para cada h fijo, A*¢ (x,th) = o(t)) .

Si ¢ es diferenciable Gateaux en x, entonces D (x) = x*, donde x* € X*, x*(x) = ||x|| y [[x*]| = 1.
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Demostracion. Seax* € X*, x*(x) = ||x|| y |[x*|| = 1. Vamos a probar que
0 < [lx-+hll = [l = x*(h) < A% (x, ). (4.6)
Pero tenemos
X' (h) = x"(x+h) —x"(x) < [+ Rl =x"(x) = [Jx+Al| — x|
= A% (x,h) =[x — Al + |1« 4.7)
<A (x,h) —x"(x = h) +||x]| = A% (x,h) +x" (h),

lo cual implica (4.6). Ahora, por (4.6), podemos deducir que ¢ es diferenciable Fréchet (respecti-
vamente, Gateaux) en x si se satisface

A2¢(x,h) = o(||h]|) (respectivamente, para h fijo, A2¢(x,th) = o(t)).
En este caso, D¢ (x) = x*. O

Ejemplo 4.1.11 (Condicién suficiente para la diferenciabilidad Fréchet). Sea ¢ : U — R una
aplicacién definida en un abierto U C R”. Si se supone que, en un entorno abierto U, C U del
punto x € U, existen las derivadas parciales D¢ («), D2¢(u),...,D,_1¢(u) y son continuas en x,
y que también existe D, ¢ (x), entonces la aplicacion ¢ es diferenciable Fréchet en x y se tiene que,
[2, Teorema 12.11],

Do(x) = (qu)(x),D2¢(x), ... ,Dnd)(x)).

Mas en general, [20, Proposicién 3.7.2], si reemplazamos R por un espacio normado Y, las mismas
hipétesis sobre ¢ implican también que ¢ es diferenciable Fréchet, y la aplicaciéon dada por

n
Do(x)h =Y h;D;(x),
j=1
para h € R", es la diferencial de ¢ en x. ]
Ejemplo 4.1.12 (Una norma diferenciable Fréchet en todo x # 0). Sea X = (H (- >) un espacio
de Hilbert. Como, para cada x, € X, se tiene que

bRl — [l = 2. Cx ) + (|11,

de la definicién de diferencial de Fréchet obtenemos que @ (x) := ||x||> es diferenciable Fréchet y
que D@ (x) = 2 (x,-). Consecuentemente, la norma ¢ (x) := ||x|| = /@(x) es, en virtud de la regla
de la cadena 4.1.8, diferenciable Fréchet para cada x # 0, y la expresion

(= )

E

_1D¢
29

proporciona su diferencial de Fréchet en x. [

D¢(x) = D\/o(x)
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Ejemplo 4.1.13 (Una norma no diferenciable Fréchet en ningtin punto). La norma candnica de ¢',

(COR e Y

base canénica de !, entonces, para cadax € ¢ L

, no es diferenciable Fréchet en ningtin punto x € ¢'. En efecto, si {e, } oy €s la

sup{ [[x-+ e |+ [x—tea s = 2lx] 1 } > 211].
neN

En virtud del lema 4.1.10, se tiene que ||-||; no es diferenciable Fréchet en x. O

Ejemplo 4.1.14 (Una norma diferenciable Gateaux que no es diferenciable Fréchet). Veamos que
|||[1 en ¢! tiene diferencial de Gateaux en x = (x,,)%_, si x, # 0, para todo n € N. Para cualesquiera
a,b € R se tiene que

0 si |a] > |b],

la+b|+|a—b|—2lal = )
2(|b] —lal) i |a| < |b].

oo

Sean y = (y,)7; € ¢' y € > 0. Elegimos N € N tal que Y- . |[ya| < € y sea § > 0 tal que
O |yn| < |x4|, paracadan =1,...,N. Entonces, si |f| < §, tenemos que

oo

et eyl =yl =20l <2 ) lval =20e] Y, lal <2ee].
n=N+1 n=N+1

De nuevo, en virtud del lema 4.1.10, la norma ||-||; tiene diferencial de Gateaux en x. O

Proposicion 4.1.15. Sea X un espacio de Banach de dimension finita. Si una norma en X es
diferenciable Gateaux en algiin punto x € X, entonces es diferenciable Fréchet en ese punto.

Demostracion. Supongamos que ||-|| no tiene diferencial de Fréchet en x € X. Entonces, existen
0 > 0y sucesiones (y,), en By y (t,), en RT, tales que lim,, 7, =0y

= tall+ o= ta3nll = 2151

. (4.8)

Como la bola By es compacta, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe y € By tal
que 1im, .||y, — y|| = 0. Teniendo en cuenta que

”x:ttnynH - szFtnYH
In

S ||yn_yHa

de la desigualdad (4.8) concluimos que existe N € N tal que, para cadan > N,

llx+ tay|| + [Jx = tay|| = 2|Ix|| _ &
> ~
Iy 2

lo cual significa que ||-|| no es diferenciable Gateaux en x, y la prueba termina. O
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(Soporte de una funcion) Si X es un espacio topolégico y ¢ : X — R una funcién, el soporte de

¢ es el conjunto

sop(@) := {x€X : p(x) #0}.

Sea X un espacio de Banach. Una funcién 6 : X — R se dice que es una funcion
meseta si 0 no es idénticamente nula y sop(6) es un conjunto acotado en X.

e

Figura 4.4: Funcién meseta en R”

Obsérvese que, en espacios de dimension finita, esto es, en X = R", existen muchas funcio-
nes meseta de clase C™. Ciertamente, si fijamos, por ejemplo, la norma euclidea en R", la
funcién

0 si ||L£||2 Z 1,
6(u) = Yo .
BT si ull2 < 1,

para Y > 0, es de clase C* en R" y su soporte estd incluido en la bola unidad de R". De
hecho, las funciones de clase infinito con soporte compacto en R” son tan abundantes como
para poder tener con ellas el lema de separacion tipo Urysohn que sigue: si K y F son dos
partes disjuntas de R", K compacto y F cerrado, entonces existe una funcion Y de clase
C=, con soporte compacto, que satisface las propiedades siguientes:

(i) 0 < y(x) <1, para todo x € R".

(ii) w =0 en un entorno de F.

(iii) Wy =1 en un entorno de K.

Gracias a este lema de separacidn, se puede garantizar la existencia de las llamadas parti-
ciones de la unidad de clase C* en R": se denomina particion de la unidad de clase C™
subordinada a un recubrimiento abierto {V;},.; de un abierto U C R", a una familia de
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funciones {;},; definidas en U, e indicada en el mismo conjunto de indices, que tiene las
siguientes propiedades:

(i) Para cada i € I, la funcion ; es de clase C™ en U, tiene soporte contenido en V; y
yi(x) >0, para cada x € U.
(ii) Sobre cada compacto K C U, solo un niimero finito de W; no son idénticamente nulas.
(iii) Para cada x € U, se tiene Y ;jc; Wi(x) = 1.

Si U es un abierto de R", entonces cada cubrimiento abierto de U tiene una particién de la
unidad de clase C* en U subordinada a dicho cubrimiento, véase [95, p. 152-153].

En dimension infinita, la existencia de funciones meseta diferenciables no estd garantizada.

Ejemplo 4.1.16 (Espacios de Banach sin funciones meseta diferenciables). En el espacio ¢! (res-
pectivamente, /¢ 1 ('), con I no numerable), no existe una funcién meseta diferenciable Fréchet
(respectivamente, continua y diferenciable Gateaux) en todos los puntos.

Supongamos que 6 es una funcién meseta continua en un espacio de Banach (X e H) arbitrario.
Definimos

o — Il i) #0,
_ 62 (x)
P) { oo si O(x) =0.

Es claro que ¢ es acotada inferiormente, y se puede comprobar de manera sencilla que es infe-
riormente semicontinua, siendo ¢ (x) < oo para cada x € X con 0(x) # 0. Hacemos uso ahora del
Principio Variacional de Ekeland, teorema 3.3.1, el cual nos asegura la existencia de y € X, con
0(y) # 0, satisfaciendo

ox)>0(y)— ngyH, para cadax € X.

Tomamos x = y + A y sumamos las expresiones obtenidas, concluyendo entonces que

h
Il

P(y+h)+o(y—h)>20(y) 3

Esto implica que

1 2
Az@(y,h) 2 [y +all+ Iy = Al = 2|yl = 3 lIA]]- (4.9)

Caso X = (' Escribamos y = (y,), en ¢!, y tomemos una sucesién (,), en R de forma que
limy, ety =0y t, > 2|y,|. Sea h, =t,e,, donde {e,}, es la base candnica de ¢'. Como

1y + Al + 1|y = Bl = 21| = [yn +tal + Y0 — tal = 2|yl
:tn+yn+tn_YH_2|yn|

1,
:Z(IH_ |yn|) >2 <tn_§n> =ty = |||,
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de (4.9) se deduce que A202(y, hy,) > ||h,||/3. Ademds, al ser ||h, || =t, y lim,_t, =0, en
virtud del lema 4.1.9 obtenemos que 62 no tiene diferencial de Fréchet en y. Finalmente,
como ¢! es diferenciable Fréchet para ¢ # 0, deducimos que 62 no tiene diferencial de
Fréchet en y, y asi, podemos concluir que 8 no tiene diferencial de Fréchet en y.

Caso X = (' (I'): Dado que el soporte de y es numerable, existe & € I''\ sop(y). Definimos

1 siy=aq,
h(y) =
) { 0 siy#a.

Como |[ydth|| = ||y|| + |t|, de (4.9) se deduce que AB~2(y,th) > 4]t| /3. En virtud de la la
regla de la cadena 4.1.8, obtenemos que 82 no es diferenciable Gateaux en . O

Tenemos el siguiente resultado positivo.

Proposicion 4.1.17. Si un espacio de Banach X admite una norma equivalente que es diferencia-
ble Fréchet (respectivamente, Gdteaux) en cada x # 0, entonces X tiene una funcion meseta que
es diferenciable Fréchet (respectivamente, Gdteaux) en todo x € X.

Demostracion. Supongamos que ||-|| es una norma en X, y sea ¢ : R — R una funcién tal que
@' (1) existe paratodo r € Ry ¢(t) = 0 si |¢| > a, para algin a € R; por ejemplo,

21?2 i
q)(t)—{(t 0?2 sill <1,

0 si || > 1.

Entonces, 6(x) = ¢ (||x||?) es diferenciable Fréchet (respectivamente, Gateaux) para cada x € X,
si ||-|| es diferenciable Fréchet (respectivamente, Gateaux) para cada x # 0, véanse las proposicio-
nes 4.1.7y 4.1.8. O

(Funcion g-soportada) Sean X un espacio de Banach, ¢ : X — RU {eo} una funcién para la cual
Dom(@) :={x € X : ¢(x) <o}, y & > 0.Decimos que @ estd e-soportada en v € Dom(¢),
si existen x* € X* y 0 > 0 tales que

P(x) = @(v) +x"(x—v) —ellv—x],
paratodox € B(v,8) = {x € X : |v—x|| < 5}.

Teorema 4.1.18. Sea X un espacio de Banach para el cual existe una funcion 6 : X — [0,00),
diferenciable Fréchet, tal que 6(0) >0y 0(x) =0 si x & Bx. Sea ¢ : X — RU{eo} una fun-
cion inferiormente semicontinua. Entonces, para cada € > 0, el conjunto de puntos donde ¢ estd
g-soportada es denso en Dom(@).
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Demostracion. Sean u € Dom(¢) y a > 0. Dado € > 0, encontraremos un xg € B(u, &) tal que @
estd €—soportada en x.. Como ¢ es inferiormente semicontinua, existe 8 > 0 de forma que ¢ es
acotada inferiormente en B(u, 3). Definimos

1
(W)=—r—
()

Por construccién, tenemos que
u € Dom(y) C B(u, )

y v tiene diferencial de Fréchet en Dom(y). Usando el principio variacional de Ekeland 3.3.1
para @ + y, deducimos la existencia de x, € Dom(¢ + y) C B(u, ) tal que, para cada x € X,

P(x) +y(x) = @(xe) + Y(xe) — &x—xel|. (4.10)
Como v es diferenciable Fréchet, existe 11 > 0 de forma que, para cada x € B(x¢,n), se tiene que
Y(xe) +x"(x —xe) + €llx —xel| > y(x), (4.11)
donde x* = Dy(x;). De las desigualdades anteriores (4.10) y (4.11) obtenemos finalmente que
P(x) = @(xe) —x"(x —xe) — 2¢[|x —xe |,

para cada x € B(xg, 1), y la prueba termina. O]

@ El corolario 4.3.1 nos asegura que si X* es separable, entonces existe una funcién 6 que
satisface las propiedades del teorema anterior.

Teorema 4.1.19 (Smulian). Sea ||-|| una norma en un espacio de Banach X, con norma dual
también denotada por ||-|| en X*, y esferas respectivas Sx y Sx+. Entonces:

(i) La norma ||| es diferenciable Fréchet en x € Sx si, y solo si, las condiciones x,,y}, € Sx~,
n €N, con lim, x};(x) = lim, y;(x) = 1, implican que

lim||x; =y, [ =0.
n

(ii) La norma ||-|| es diferenciable Gateaux en x € Sx si, y sélo si, las condiciones x};,y}, € Sx»,
n €N, con lim, x};(x) = lim, y;(x) = 1, implican que

o(X*,X)—lim(x, —y;) =0.

Demostracion. Veamos primero la demostracion de (i). Supongamos que |-|| tiene diferencial de
Fréchet en x € Sx. Sean x},y: € Sx+, n € N, con lim,, x};(x) = lim, y} (x) = 1, y tomemos € > 0. Por
el lema 4.1.10, existe § > 0 tal que, si ||| < &, entonces

lx+A||+ ||x —A|| <2+ €]|A].
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Por lo tanto, si ||k]| < &, se tiene que
Xp(x+h) +y,(x—h) < |lx+ Al +[lx = Al <2+€l|A]],
de donde concluimos la desigualdad
(o6n =) (B) <2 =x;,(x) =y, (x) + ]| (4.12)

para cada n € N. Tomemos ahora np € N tal que 2 — x);(x) — y(x) < €3 si n > np. Entonces,
por (4.12) obtenemos que, para cada n > ny,

(6, =) (h) < &(8+ ||All) <2e8,

para ||h|| < 8. Sea y € Sx y pongamos h = +0Jy. Entonces, si n > ng, £6(x; —y)(y) < 2€9, es
decir, £(x; —y%)(y) < 2€; en consecuencia,

|y =y )| < 2e.

Asi,
Reciprocamente, supongamos que ||-|| no tiene diferencial de Fréchet en x. Por el lema 4.1.10,
existen € >0y h, € X,n €N, con h, # 0y lim,||h,| = 0, tales que

X —yi|| < 2¢€sin> ng.

llx =+ B ||+ || = || > 2+ ][R (4.13)

Elegimos xj,,y; € Sx+, n € N, de forma que

Xy (x+hy) > Hx-i—h,,”—”nn| e y,(x—hy) > Hx—h,,H—HnnH. 4.14)
Como ™
1>, (x) = x, (x + hn) = X, (hn) = [Jx+ Bl — Tn — X (hn)
y 1imy, (||x+ Ay || = [|2a]| /0 — x;;(hy) ) = 1, obtenemos que lim, x};(x) = 1. De forma andloga se tiene

que lim, y(x) = 1. Ahora, de las desigualdades (4.13) y (4.14) se deduce que

* * 2
A 433 2 24 (22 Il

Entonces,
(53380 hn) 2 23300 <330+ (&2 ) il = (£ 2 ) I

y, en consecuencia, ||x; —y|| > e—2/n.
Veamos ahora la prueba de (ii). Supongamos que ||-|| tiene diferencial de Gateaux en x € Sy.
Fijamos y € Sx y € > 0. Por el lema 4.1.10, existe 0 > 0 tal que

lx+2y|| + ||x—1y|| <2+ €6,
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si0 <t < 9. Sean x;,y; € Sx+, n € N, con lim, x};(x) = lim, y};(x) = 1. Entonces,
G (x1y) Fyu (e —1y) < et ry] + [lx —2yl] <2+ €8,

de donde se sigue que
106 =y) () <2 =, (x) =y, (x) +-€6.

Sea ahora np € N tal que, si n > ng, 2 —x;;(x) —yi(x) < €6. Entonces, §(x;; —y:)(y) < 2€0, es
decir, (x; —y)(y) < 2¢. Cambiando los papeles de x; y de y’ obtenemos que —(x}; —y)(y) < 2¢,

esto es, |(x; — ;) (v)| < 2€, para n > ng, lo que prueba que o/(X*,X) — lim, (x}; — y;) = 0.

Supongamos ahora que ||-|| no es diferenciable Giteaux en x € Sy. Entonces, el lema 4.1.10
nos asegura la existencia de € >0, de y € Sy y de (#,), en R™, con lim,,,, = 0, tales que

|+ tay|| + ||x — tay]] > 2+ €ty (4.15)

Elegimos x;,,y, en Sx«, n € N, tales que

5 (e 0y) 2 x iyl == e yue—tay) 2 x—tayl| = (4.16)

Como

! !
12 5(0) = x5 (o ty) =5 (1) 2 e+t = =5 (1y) 2 1= tall¥][ = = = tally = 1,

obtenemos que 1im, x’(x) = 1. De manera andloga, lim,y}(x) = 1. Ahora, por las desigualda-
des (4.15) y (4.16), sabemos que

2
k) i) 22+ (e 2 ),

Esto implica que

la; ~300) 2350 i+ (-2 ), (=2 )

de donde podemos concluir que

* * 2
(xn*yn)(y) Z 87;’

lo cual termina la demostracion. ]

Corolario 4.1.20. En un espacio de Banach X, la norma ||-|| tiene diferencial de Gateaux en
x€ X, x#0, si, y slo si, existe un tinico x* € Sy~ tal que x*(x) = ||x||. En este caso, la diferencial
de Gdteaux en x es x*.
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Demostracion. Si |-| es diferenciable Gateaux en x € X, x # 0, en virtud del teorema de Smu-
lian 4.1.19 deducimos la existencia de un dnico x* € X*, con ||x*|| = 1, tal que x*(x) = ||x]|.

Reciprocamente, razonando por reduccién al absurdo, supongamos que la norma ||-|| no tiene
diferencial de Gateaux en en x € Sy. Por el teorema de Smulian 4.1.19, existen y € X, x*,y% € Sx-
paran € N,y € > 0 tales que

limx, (x) =limy,(x) =1 'y (5, —y,)) =&
n n

Sean Y = span{x,y}, z, = x|y y w; = y:|y. Entonces, z;,w} € By-, lim, z;(x) =lim,w};(x) =1y
(zp —w)(y) > €. Como dimY* = dimY =2 < oo, obtenemos que By~ es compacta. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que lim, ||z} — z*|| = lim,||w —w*|| = 0, para ciertos z*,w* € By-,

en cuyo caso, (z* —w*)(y) > ey z*(x) = w*(x) = 1. Al ser ||x|| = 1, se tiene que ||z*|| = ||w*]| = 1,
y por el teorema de Hahn-Banach, existen x*,y* € X* tales que [|x*|| = [[y*| =1, x* |y = 2" e
y*|y = w*. Entonces, (x* —y*)(y) > €, luego x* # y* y la prueba termina. O

@ Si tomamos x € Sy y definimos D, = {x* € Sy 1 x*(x) = 1}, en virtud del teorema de

Hahn-Banach se tiene que D, # 0 para todo x € Sx. Asi, por el corolario 4.1.20 anterior, la
aplicacion D : Sy — Sx- tal que, para cada x € Sy, D(x) = Dy, es univaluada en el punto x si, y
solo si, la norma es diferenciable Gateaux en x, en cuyo caso, D(x) es la diferencial de Gateaux
de la norma.

Corolario 4.1.21. Sea X un espacio de Banach y sea G (respectivamente, F') el conjunto de todos
los puntos de Sx en los cuales la norma ||-|| es diferenciable Gdteaux (respectivamente, Fréchet).
Entonces, cualquier selector d : Sy — Sx+ de la aplicacion D : Sy — Sx~ es:

(i) ||-||-o0(X*,X)-continuo en los puntos de G.

(it) {|]I-II-]

-continuo en los puntos de F.

Demostracion. La demostracion de (i) es como sigue. Sea x € G. En virtud del teorema de Smu-
lian 4.1.19, para cada u € X y cada € > 0, existe §, > 0 tal que

|(Ox—x*)(u)| <&, si|x"[|=1y [(Ox—x")(x)| < b

Tomamos un entorno U de dx en la topologia o (X*,X). Entonces, existen n > 0y uj,...,u; € X
de forma que

{x*ex*:y(ax—x*)(u,-)| <, i:l,...,k} cu.
Elegimos & > 0 tal que, si [(dx —x*)(x)| < &, con [x*|| = 1, entonces
|(Ox—x*)(u;)| <m parai=1,... .k,
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es decir, de modo que si |(dx —x*)(x)| < &, con ||x*|| = 1, entonces x* € U. Sea ahora y € Sx con
|lx—y|| < &. Entonces,

|(9y —9x)(x)| = |dy(x) — dy(y)| < [|9yll[lx—yl < 8,

y por tanto, dy € U.
La demostracién de (ii) es similar. Sea (x,), una sucesién en Sx tal que lim,||x, —x|| = 0, con
x € F. Se tiene que
|9 (x =) | < [|0a][lx — x| =0,

de donde podemos deducir que dx,,(x) = dx,(x,) + dx,(x —x,) — 1. El teorema de Smulian 4.1.19
para dx, y dx nos permite concluir que 1im,||dx, — dx|| = 0, y asi queda terminada la prueba. [

Corolario 4.1.22. Si X es un espacio normado separable tal que la norma es diferenciable Fréchet
para cada x # 0, entonces X* también es separable.

= Sx. Probemos que {dx, :n € N}
mos x* € Sy« y € > 0. En virtud del teorema de Bishop-Phelps 3.3.4, existen y* € X* y x € Sy tales

Demostracion. Sea {x, :n € N} = Sy~. Para ello, tome-

que y*(x) = ||y*|| #0y ||x* —y*|| < €. Consideremos z* = y*/||y*||. Tenemos entonces que

* 1 * *
b =2 = Iy ”‘“w’ I =1 = Il = ] < e =yl < e

y. en consecuencia, ||x* —z*[| < ||x* —y*[| + [|y* — z"|| < 2¢&. Sea ahora lim||x,, —x|| = 0. Como
Z*(x) = ||z"|| = 1, el corolario 4.1.21 anterior nos asegura que limy||dx,, —z*|| = 0. Asi, podemos
concluir que limsupy ||dx,, —x*|| < 2. O

Corolario 4.1.23. Sea X un espacio de Banach. Si la norma de X* es diferenciable Fréchet para
cada x* € X*, x* #0, entonces X es reflexivo.

Demostracion. Tomemos x** € Sy« y € > 0. Procedemos como en el corolario anterior. En virtud
del teorema de Bishop-Phelps, podemos encontrar y** € Sy« con y**(y*) = 1, para algin y* € Sx-,
y [[x™* —y**|| < 2€. Sean (x,), una sucesion en Sy tal que lim, y*(x,) = 1, y j la inclusién candnica
de X en X™*, es decir, jx(x*) = x*(x), para todo x € X y x* € X*. Entonces, lim, jx,(y*) = 1. El
teorema de Smulian 4.1.19 nos asegura que lim, || jx, —y**|| = 0, luego, limsup,,|| jx, — x**|| < 2¢.
Como X es completo, obtenemos que x** € jX. Es decir, X es reflexivo. O

Teorema 4.1.24. Sea X un espacio de Banach. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) Sila norma en X* es diferenciable Gdteaux en cada x* € X*, x* # 0, entonces la norma de
X es estrictamente convexa.

(ii) Sila norma en X* es estrictamente convexa, entonces la norma de X es diferenciable Gda-
teaux en cada x € X, x # 0.
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Demostracion. Para demostrar (i) tenemos que ver que, si x,y, (x+y)/2 € Sx, entonces x = y.
Elegimos x* € Sy~ tal que x* ((x+y)/2) = 1. Al serx*(x),x*(y) < 1, se tiene que x*(x) =x*(y) = I.
Como la norma en X* es diferenciable Géteaux en x*, en virtud del corolario 4.1.20 obtenemos
que x =Y.

Demostremos ahora (ii). Tomamos x € Sy, y sean x*,y* € Sx- con x*(x) = y*(x) = 1. Entonces,
2> [|x* +y*|| = x*(x) +y* (x) = 2, luego || (x* +y*) /2|| = 1. Como la norma de X* es estrictamente
convexa, obtenemos que x* = y*. El corolario 4.1.20 nos asegura entonces que la norma de X es
diferenciable Gateaux en x. U

(Norma localmente uniformemente convexa) Una norma ||-|| en un espacio X se dice que es local-

mente uniformemente convexa (rotunda) si las condiciones

anrxH 1

ool = [l = im |22

implican que

lim ||x, — x|| = 0.
n—oo

Figura 4.5: Norma localmente uniformemente convexa: en dimensién finita, los conceptos de norma uniformemente con-
vexa, localmente uniformemente convexa y estrictamente convexa, coinciden

Teorema 4.1.25. Si la norma de X* es localmente uniformemente convexa, entonces la norma en
X es diferenciable Fréchet para cada x # 0.

Demostracién. Para la demostracién utilizamos de nuevo el teorema de Smulian 4.1.19. Sean
x € Sx y x5,y € Sx+ con lim,x}(x) = lim,y}(x) = 1. Vamos a probar que lim,||x} — y| = 0.
Elegimos x* € Sx- tal que x*(x) = 1. Entonces,

22 " 4wl = (6 ) (x) — 2.

Como la norma en X* es localmente uniformemente convexa, obtenemos que lim,||x; —x*|| = 0.
De la misma manera, deducimos que lim, ||y} —x*|| = 0, y por tanto, lim,||x}; — y*|| = 0. O
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‘ El concepto de diferencial, 1877-1925. La derivada fue considerada inicialmente como

=== una razon de variacion, una velocidad o una pendiente. Este concepto ha ido evolucio-
nando hasta convertirse en uno de los mas importantes del Andlisis. El uso de las derivadas
parciales comenzé con L. Euler, A. Clairaut y J. d’Alembert, entre otros, a mediados del si-
glo XVIII, siendo Euler el que desarroll6 el Calculo en Derivadas Parciales en conexién con
ciertos problemas de hidrodindmica. El cdlculo diferencial en espacios de funciones lo inicié
V. Volterra en 1877 para estudiar problemas de cdlculo de variaciones. En 1911, M. Fréchet
enuncid que una funcién real de dos variables era diferenciable en (a,b) si, y s6lo si, su gréfica
tenia plano tangente en ese punto. Mds tarde, admiti6 que la expresion analitica adecuada era

f(a+h7b+k)_f(aab) :le(avb)h+D2f(a7b)k+8(h7k)H(h7k)Ha

donde €(h, k) tendia a cero cuando (h,k) se aproximaba a (0,0). En un trabajo publicado en
Abril de ese mismo aflo, Fréchet manifestd que, si bien al principio habia creido que su defini-
cion de diferencial de una funcién ordinaria era nueva, con posterioridad habia tenido noticias
de una definicion ligeramente diferente, pero equivalente, debida a W. H. Young (1909). A su
vez, dicha definicién habia sido dada con anterioridad por O. Stolz, en 1893, y por J. Pierpont,
en 1905. En 1913, R. Gateaux introdujo la diferencial que lleva su nombre, que tinicamen-
te exige la existencia de todas las derivadas direccionales. El trabajo de Gateaux no se dio
a conocer hasta 1922, afo en el que fue publicado por P. Levy. En 1925, Fréchet introdujo
formalmente la nocién de diferencial de funciones con valores en un espacio normado.

4.2 Renormamiento convexo

L AS proposicién 4.1.17 y los teoremas 4.1.24 y 4.1.25 ponen de manifiesto la relacidn entre

funciones mesetas diferenciables en un espacio de Banach y la existencia de renormamientos
buenos. Nos ocupamos aqui de resultados cldsicos de renormamiento que nos permiten obtener
particiones de la unidad diferenciables en espacios de dimension infinita.

Lema 4.2.1 (Argumentos de convexidad). Sea X un espacio vectorial y sea (||||»), _ una suce-

neN
sién de seminormas en X tales que, para cada x € X, la sucesion (||x||,), es acotada. Sea (ay)n

una sucesion de niimeros no negativos tal que Y ,,_; a, < oo. Entonces ||-

- 1/2
[lx]] := <Z aﬂX\ﬁ) ,
n=1

es una seminorma en X. Para cadan € Ny x,y € X, se tiene que

, definida mediante

2 1
(Il = ) < 22+ 1513) = I3 < — (2l 4+ 1y12) = e +-3112).-

n
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Si (xx )k es una sucesion en X e’y € X son tales que

Jim e+ = 2 im x| = 2] @.17)
entonces
Jim [l + | = 2 lim el = 2]y, n=1,2,... (4.18)
En particular, si ||x+y| = 2||x|| = 2||y||, entonces
Ix+ylln=2|xln =2|ylln, n=1,2,... (4.19)

Demostracion. Si (04,)7_y,(Ba)7, € (%, tenemos que

gk

1/2
Br) -
1 n

N 1/2 . 1/2
(z<an+ﬁn>2) -+ Bl < @lly+ Bl = (; ) . (

n=1

n

Entonces,

1/2

lx+y[ = (Z anHHyIIﬁ) < (Z an(llx!nHIyHn)Z)
n=1 n=1
- 1/2 - 1/2 - 1/2
= (Z(@IIXHnJr\/cTnIIyHn)z) < (Z aonI%) + <Z anllyHﬁ)
n=1 n=1

n=1

= el =+ y1]-

Por otro lado,

22+ IVI2) = e+ > 20061+ 512) = (el + 1)
= (Jlln = lyll)* >0,

de donde deducimos que

20l + I91P) = e +-y1% = X an (20012 + 1) e+ 512
n=1

4.20
> an (2161 + IR) — e +312) 2

2
> an(xlln = ylla)” >0, n=12,...

Sea ahora (xy ) una sucesion satisfaciendo (4.17). Entonces, la desigualdad (4.20) nos asegura que

0= im (2l + 112) ~ b +317) > animsup (22 -+ 112) — e +417)

—00

> atiminf (2(|xl+V2) ~ b +y[2) 20, n=1,2....
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Utilizando de nuevo (4.20), se tiene que

P ., 2 L. 2
0= 1im (2(1l2 + 1513) = e+ ¥112) = timsup([cll = 1¥])* = timint(la — [1¥])* = 0,

—00

de donde se deduce (4.18). Tomando en (4.18) x; = x, para todo k € N, obtenemos (4.19), y la
prueba estd completa. O

Una norma ||-|| en el espacio vectorial X se dice euclidea si, para cualesquiera
x,y € X, se satisface la Ley del Paralelogramo (véase la figura 1.5), es decir,

2012+ 9117 = llx+)> + = (4.21)

Las normas asociadas a productos escalares son euclideas. En virtud del teorema de Jordan-
von Neumann, [72, Theorem 21.4], el reciproco también es cierto: si una norma es euclidea,
entonces existe un producto escalar (necesariamente vnico) (-,-) tal que ||x|| = /(x, x),
para todo x € X.

Corolario 4.2.2. Sea X un espacio vectorial con dos normas ||-||1 y ||-||2. Si ||-|l2 es una norma

euclidea, entonces la norma dada por

1/2
Il = (el + 1l13) 72, e x, (4.22)
es estrictamente convexa.
Demostracion. Sean x,y € X tales que ||x|| = ||y|| = || (x+y)/2||. Por el lema 4.2.1, se tiene que
x-l—yH
= = . 4.23
Il = vl = || =52, (423)

Dado que cada norma euclidea satisface la Ley del Paralelogramo,
2[5+ 2113 = b+ 115 + v =y (4.24)

A partir de las igualdades (4.23) y (4.24) obtenemos que ||x —y||3 = 0, y como ||-|| es una norma,

concluimos que x = y. O
p

@ Obsérvese que, si en el corolario anterior la norma ||-||2 se supone sélo estrictamente |

convexa, entonces la ecuacién (4.22) todavia produce una norma estrictamente convexa
(més en general, la suma de una funcién convexa con una funcién estrictamente convexa es
estrictamente convexa). Para razonar esto, se sustituye la Identidad del Paralelogramo por la
siguiente propiedad de las normas estrictamente convexas, [71, §26.1.(1)]:

Si [|x+yll2 = [|x]|2+ |ly]|2 € y # 0, entonces x = ay, para algiin ¢ no negativo.

Esta propiedad es la clave para demostrar que un espacio X tiene un renormamiento estrictamente
convexo si, y sélo si, existe un operador lineal, continuo e inyectivo de X sobre un espacio Y,

|que tiene norma estrictamente convexa, [71, §26.9.(3)]. )
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Figura 4.6: La suma de una funcién convexa f con una funcién estrictamente convexa g es estrictamente convexa

Corolario 4.2.3. Si X es un espacio normado separable, entonces el dual X* tiene una norma
equivalente estrictamente convexa. Concretamente, si D = {x, : n € N} es un subconjunto denso
para la norma en Sx, entonces

o q 1/2
il (I 1P+ E g ) arex,
n=1
es una norma equivalente, estrictamente convexa, en X*.

Demostracion. Si para cada x* € X* escribimos

= 1 1/2
lli= (5 o ?)

n=1
se prueba facilmente que ||-||2 es una seminorma en X*; como D separa puntos de X*, se concluye

que, de hecho, ||-||2 es una norma. Dado que la norma canénica de £ satisface la identidad del
paralelogramo, se deduce que ||-||2 en X* también es una norma euclidea en X*. Por otro lado,

para cada x* € X* se tiene la desigualdad ||x*||2 < ||x*||. Esto nos dice que ||| - ||| es equivalente a
la norma dual ||-||. El corolario 4.2.2 nos permite concluir que ||| - ||| es estrictamente convexa, y la
demostracion termina. O

( . " " . . . .
@ Obsérvese que un razonamiento similar al del corolario 4.2.3 permite demostrar el si-

guiente lema de renormamiento de Clarkson: todo espacio normado separable (X, ||-||)
tiene una norma equivalente estrictamente convexa. Para ello, basta fijar un conjunto numerable
D* = {x};,n € N} C X* separando los puntos de X, véase el lema 2.4.8, y definir

) = 1/2
Il i= (P + 5 ) wex.
n=1

La férmula anterior nos da una norma estrictamente convexa en X equivalente a ||-||.

El lema de Clarkson comentado anteriormente puede mejorarse hasta el punto de obtener
renormamientos localmente uniformemente convexos para espacios separables.
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Teorema 4.2.4. Si (X, ||||) es un espacio de Banach separable, entonces X admite una norma
equivalente localmente uniformemente convexa. En concreto, si D = {e, : n € N} es denso para
la norma en Sx, tomamos D* := {x; € Sx+ : x(e,) > 1/2, n € N} y, para cada n € N, definimos
pn(x) = infyer

lx—Ae,

sl i= (alP+ £ gopao+ £ govita?)
n=1 n=1

para x € X, es una norma localmente uniformemente convexa en X, equivalente a ||-||.

, X € X, entonces la formula

Demostracion. Observemos en primer lugar que, por el lema 2.4.8, D* separa los puntos de X.
Consideremos ahora

© 1/2

o * 2
il = (X, )

n=1
Como D* separa puntos de X, obtenemos que ||-|[> es una norma en X, que es euclidea dado
que la norma canénica de ¢> lo es. Obsérvese por otro lado que, para cada n € N, p, es una
seminorma que satisface p,(x) < ||x||. Consecuentemente, || - ||| es una norma, equivalente a ||-||,
que es estrictamente convexa gracias al corolario 4.2.2; probamos ahora que ||| - ||| es, de hecho,
localmente uniformemente convexa. Sean x;, x € X, k € N, verificando

X+ Xg
2

Il =l =1y i || =1 (4.25)
Por los argumentos de convexidad utilizados en el lema 4.2.1, tenemos que limg_.c. py (xx) = pu(x),
para cada n = 1,2,... Demostremos ahora que {x; : k € N} es ||-||-totalmente acotado: veremos
que, para cada € > 0, existen yy,ys,...,ym € X tales que

{xe:keNpc | J{yeX |ly—yl <2¢e}. (4.26)

i=1

Para empezar, obsérvese que la desigualdad ||x|| < |||x]|| = 1 es evidente. Como D'l = sy, existe
e, # 0 tal que ||x —e,|| < €, y de la desigualdad p,(x) < ||x—e,
Abhora, la igualdad limy p,(x;) = pn(x) implica la existencia de k., € N tal que, para cada k > k,

, concluimos que p,(x) < €.

se tiene que p,(xx) < €. Entonces, si k > ke, existe 4x € R de forma que ||x; — Age,|| < €. Asi,

1

~ eal

1 e+1
| A | Aven —xi +xi || < Terl ([[Axen — x| + [l ]]) <
n

= leall”

Como el intervalo [—(e+1)/||en]], (€+1)/|lexl|] es compacto, existen iy, Lz, . .., U, tales que, si
(Al < (e+1)/llen
Es fécil ver ahora que {x;:k=1,....ke} U{tne, :m=1,....,m} se puede tomar como el con-

, entonces podemos encontrar m € {1,...,m.} parael cual |1 — p,| < €/]en]|.

junto finito de los y € X que satisfacen la inclusién (4.26). Efectivamente, si tomamos x; con
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k > ke, entonces ||x; — Agen|| < €. Dado que |Ax| < (€ +1)/||en||, encontramos un p,, tal que
| Ak — Um| < €/]|en]|. En consecuencia,

1k = tmen|| < [l = Acenl| + A — ] [len]] < 2e.

Al ser (X,]||-|l]) completo (pues ||-|| y [||- ||| son equivalentes), la sucesion (x;)x estd contenida
en un subconjunto compacto de (X, || |||), y por lo tanto, para probar que (xi); converge hacia
x, es suficiente demostrar que x es el Gnico punto de aglomeracion de (xi)g. Si y es un punto de
aglomeracion de (x;)x, existe una subsucesion (x,); tal que lim; .. [||xz; —y||| = 0. A partir de la
igualdad (4.25) obtenemos que

xX+y
Il = st = |52 = -
y como ||| - ||| es estrictamente convexa, deducimos que x =y, y la prueba termina. O

@ Es conocido que cada espacio normado X se puede sumergir, de forma densa, en un espa-

cio de Banach, su compleccion, véase la pagina 58. Cambiando un espacio normado por
su compleccidn, podemos convencernos de que el teorema 4.2.4 también es valido para espacios
normados separables.

Lema 4.2.5. Si (X, ||-||) es un espacio normado, la norma dual en X* es inferiormente semiconti-
nua para la topologia 6(X*,X).

Demostracion. Por definicion, la norma dual se obtiene como
|[x*] := sup{|x*(x)| : x € Bx }.

Para cada x € By, la funcién £ : X* — R dada por £(x*) := x*(x) es 6(X*, X )-continua. Supremos
de familias de funciones continuas son inferiormente semicontinuas, y asi la prueba termina. [J

Lema 4.2.6. Sea (X, |-||) un espacio de Banach y sea ||| - ||| una norma equivalente, en X*, a la
norma dual e inferiormente semicontinua en la topologia 6(X*,X). Entonces, la formula

e = sup{ " (x)] s 2" € X7, [l < 1}
es una norma equivalente en X, y (X, |- ])* = (X I 1ID-
Demostracion. Dado que ||| ||| es o(X*,X)-inferiormente semicontinua, el conjunto
B={x"eX":||lx|| <1}
es o(X*,X)-cerrado. Consideremos ahora el par dual (X, X*). Recordemos que el polar de B es

B° = {xEX: sup [x*(x)| < 1}.

x*eB
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Como B es o(X*,X)-cerrado y absolutamente convexo, en virtud del teorema del bipolar 1.3.37
obtenemos que (B°)° = B. Definimos

X i=sup{|x*(x)] :x e X, x| <1 x*ex*.
| p : ,

Para concluir la prueba, demostraremos que |x*|* = |/|x*|||, para todo x* € X*. Por la definicién de
||, deducimos que |x| = sup{|x*(x)| : x* € B}. Entonces, B° = {x € X : |x| < 1}, y por tanto,

B = {x* €X*:sup ¥ (1)) < 1} = {x* eX*sup{lr(x)]:xeX, x| <1} < 1}
x€B°
={x"eX" : |x*|"<1}.
Como B = B°°, obtenemos la igualdad
{ex || <1} ={x"ex": |x|"<1}.

Esto implica que, para cada x* € X*, x* # 0, se tiene que

, para cada x* € X*. Veamos por tltimo que la norma |- | en X es equiva-

* *

X

e[

x*
Hik

—

<1y

y por tanto, |x*|* = |||x*

lente a la norma original
o, B > 0 tales que

|-||. Por ser ||| - ||| equivalente a la norma dual en X*, existen constantes

aBx+ C B C BBx-.
Tomando polares en (X, X™*), las inclusiones anteriores proporcionan, véase la proposicién 1.3.36,

1 1
—Bx D B° D —By,
o

B

lo cual demuestra que |-| y ||-|| son equivalentes. O

Lema 4.2.7. Sean X un espacio de Banach, e* € Sx+ y p(x*) = inf{|[x* — Ae*|| : A € R}. Entonces,
p es o(X*,X)-inferiormente semicontinua en aBx-~, para cada a > 0.

Demostracion. Fijamos x* € By-y € > 0. Sea {A;:i=1,...,n} una coleccién finita de puntos en
R tal que, para cada A € [—2a,2a], existe A; con |A —A;| < €/3. Paracadai=1,...,n, podemos
encontrar z; € Sy de forma que

€

(" = Aie") (@) > [|x* = e || — 3.

Tomamos V = {y* € X*: (x* —y*)(z;) <&/3,i=1,...,n}. Fijamos y* € VNaBx-, y sea A € R
tal que p(y*) = ||y* — Ae*||. Obsérvese ademds que p(y*) < ||y*|| < a. Tenemos entonces que

Al =A< Y[+ lly" = Ae’| = Iy* [+ p(y*) < 2a.
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Para el A anterior, existe un A; de modo que |A — A;| < €/3. En consecuencia,

pO) =y —Ae| = |y = die”|| = [|Ae” — Aie”|| = (v" — Aie”)(zi) — |4 — Al

* * € * * x _ ox € * « € & E
> (v = ') (@) — 5 = (= Aie) (@) + (0" —x) @) - 5 2 W = et - S -5 -
> p(x") —&.
Esto prueba que p es o(X*, X)-inferiormente semicontinua. O

Teorema 4.2.8. Sea X un espacio de Banach.

(i) SiX es separable, entonces X admite una norma equivalente diferenciable Gdteaux en cada
x € X no nulo.

(ii) Si X* es separable, entonces X admite una norma equivalente diferenciable Fréchet para
cada x € X no nulo.

Demostracion. Las demostraciones de los dos apartados son similares. Veamos primero (i). Intro-
ducimos la norma equivalente en X, ||| - |||, que utilizamos en el corolario 4.2.3,

o 1/2

Il = (P4 X g ) o e
n=1

Es claro que cada x* € X* es o(X*, X )-continua, y por lo tanto, también lo es (x*)?. Ademds, como

la serie >, 27"x* (x,,)? converge uniformemente en cada bola aBx-, para a > 0, obtenemos que

x*]l2 = (g 27" (xa)?) V2 es o (X*,X)-continua en aBx+, a > 0. Ahora bien, por el lema 4.2.5,

||I-|| es o(X*,X)-inferiormente semicontinua. Utilizando las propiedades sobre funciones inferior-

mente semicontinuas recogidas en la pagina 112, ||| - ||| es o(X*,X)-inferiormente semicontinua
en cada bola aBy+, a > 0. Probemos ahora que ||| - ||| es, de hecho, o(X*, X)-inferiormente semi-
continua en X*. Fijamos y* € X* y € > 0. Al ser ||| - ||| una norma equivalente en X*, existe un
a>0tal que B = {x* € X* : [||x*||| < ||[y*|||} C aBx+. Como || ||| es o(X*,X)-inferiormente se-

micontinua en aBy+, podemos deducir la existencia de un entorno V de 0 en X*, para la topologia
o(X*,X), tal que ||
el >
o (X*,X)-inferiormente semicontinua en X *. Tomemos ahora

x>yl — €, six* € VNaBy-. Six* € aBx-, obtenemos que x* ¢ B, luego

|[y*]|]. Entonces, ||]x*||| > |||y*||]| — € para todo x* € V, y por tanto, ||| - ||| es, de hecho,

= sup{lx* ()] s € X7, W[l <1}, xeX

En virtud del lema 4.2.6 (X,|-])" = (X*,||| -|||). Como ||| - ||| es estrictamente convexa, por el
teorema 4.1.24 | - | es diferenciable Gateaux, para cada x € X no nulo.

Veamos la demostracién de (ii). Introducimos la norma equivalente ||| - ||| dada en el teore-
ma 4.2.4, ahora para X* en lugar de para X, es decir,

% % - 1 % -
mm=0uW+me@V+Z
n=1
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donde
X €Sx y pu(x®)=inf|x*—Aei|l, n=1,2,...,
AER

siendo e} € Sx+ con €}i(x,) > 1/2, n=1,2,...,y {e} :n €N} ||-|-denso en Sx-. Por el citado
teorema 4.2.4 ||| - ||| es una norma equivalente localmente uniformemente convexa. Con un razo-
namiento andlogo al expuesto en el apartado (i), obtenemos que ||-|| es o(X*,X)-inferiormente
semicontinua, y que ¥, 27"x*(x,)? es 6(X*, X)-continua. Ademds, por las propiedades de esta-
bilidad para funciones semicontinuas y el lema 4.2.7, ¥, 27" p,(x*)? es 6(X*, X )-inferiormente
semicontinua en cada bola aBx-+, a > 0. Asi, la norma ||| - ||| es o(X*,X)-inferiormente semiconti-
nua en cada bola aBx-, con a > 0. Razonando tal y como hicimos en (i), obtenemos que ||| - ||| es
o (X*,X)-inferiormente semicontinua en X. Tomamos de nuevo

| = sup{|x" (x)| : " € X7, [[lx"[[| < 1}

En virtud del lema 4.2.6, (X, |- \)* = (X*,[I|-]Il). Como ||| - || es localmente uniformemente con-
vexa, por el teorema 4.1.25 | - | es diferenciable Fréchet, para cada x € X no nulo. U

’ Renormamiento en espacios de Banach. El corolario 4.2.3 fue establecido, en 1936,

== por J. A. Clarkson, el teorema 4.2.4 por M. Kadec en 1959, el teorema 4.2.8, aparta-
do (i), por M. Day en 1975, y el apartado (ii), independientemente por Kadec y V. Klee en
1965. Utilizando que todos los espacios de Banach separables admiten una norma localmente
uniformemente convexa, teorema 4.2.4, Kadec demostré, en 1967, que todos los espacios de
Banach separables de dimensidn infinita son homeomorfos, resolviendo asi uno de los proble-
mas planteados en el Scottish Book.

4.3 Particiones de la unidad

D EDICAMOS esta seccion al estudio de la existencia de particiones de la unidad formadas por
funciones diferenciables. Empezamos por demostrar el siguiente resultado que es consecuen-
cia de los resultados establecidos en la seccidén anterior.

Corolario 4.3.1. Sea X un espacio de Banach.

(i) Si X* es separable, entonces, para cada x € X y cada entorno Uy de x, existe una funcion
meseta 0, : X — [0,1] tal que 6,(x) > 0, sop0, C U, y Oy es diferenciable Fréchet, con
diferencial continua.

(ii) Si X es separable, entonces, para cada x € X y cada entorno U, de x, existe una funcion
meseta continua 0y : X — [0, 1] tal que 6,(x) > 0, sop 6, C U,, 6, es diferenciable Gateaux
y DO, : (X,[|-]]) — (X*,0(X*,X)) es continua.
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Demostracion. Veamos (i). En virtud del teorema 4.2.8 anterior, existe una norma equivalente
Il - ]Il en X, que es diferenciable Fréchet en cada punto no nulo. Vamos a representar por d la

diferencial de Fréchet de la norma ||| - |||. Fijamos € > 0, y definimos
(2122 sift| <e,
(1) = .
0 si |t| > €.

Claramente, @’ es continua en R. Entonces, la funcién 6(y) := ¢(]|[y/||) es, por la regla de la
cadena 4.1.8, diferenciable Fréchet, siendo

=4 =yl oy si [yl <e,
DO(y) = ( ) .
0 si[[[yll] > e.

El corolario 4.1.21 nos asegura ahora que DO : X — X* es ||-||-||-||-continua. Ademas, sop 6 estd
contenido en la bola de centro cero y radio €. Tomamos un x € X arbitrario. Entonces, la funcién
6:(y) = 6(x+y) satisface las condiciones buscadas, para U, = {y € X : [[[x—y||| < €}.

La demostracién de (ii) se deduce de forma andloga, de nuevo, a partir del teorema 4.2.8
anterior, de la proposicién 4.1.8 y del corolario 4.1.21. O

Teorema 4.3.2 (Asplund). Sea X un espacio de Banach tal que X* es separable. Entonces, para
cada cubrimiento abierto % de X, existe una particion de la unidad de clase C' que estd subor-
dinada a % .

Antes de ver la demostracion de este teorema, vamos a probar un lema previo.

Lema 4.3.3 (Lindelof). Sea X un espacio métrico separable, y sea % una familia de conjuntos
abiertos de X que recubre X. Entonces, existe un subrecubrimiento numerable {U, € % :n € N}
del espacio X.

Demostracion. Sea {x, : n € N} un conjunto numerable denso en X, y sea {B,, : m € N} una
reordenacién de B(x,,q) = {y €X :d(xy,y) < q}, paran € Ny g € Q*. Definimos una aplicacién
k:X — N de forma que x € By, y existe U € % con By,) C U. Representamos por M := k(X).
Claramente,

U Bn=X, 4.27)

meM

ya que, si x € X, entonces x € B,,, para m = k(x). Veamos ahora que, para cada m € M, existe un
Uy € % con B, C Uy,. En efecto, como m € M, existe z € X de forma que m = k(z); luego podemos
encontrar U, € % tal que B, C U,,. Por (4.27), obtenemos finalmente que J,,cpg U = X. ]

Demostracion del teorema 4.3.2. Sea %/ un recubrimiento por abiertos de X. En virtud del co-
rolario 4.3.1, para cada x € X, existen U, € % y una funcién meseta 6, de clase C!, tales que
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0x(y) > O paratodoy € X, 6;(x) > 0y sop 6y C U,. Pongamos W, := {y €X:0:(y) > O}. Enton-
ces, W, C U,. Como 6, es continua, se tiene que W, es abierto. Ademads, dado que X* es separable,
por el lema 1.3.48 sabemos que X también es separable. Utilizamos ahora el lema 4.3.3, el cual
nos asegura la existencia de x1,x2,... de forma que X = (J,_; W, . Sea

1
V, = {yGX:ka(y) < k= 1,2,...,n—1}ﬂWxn, con Vi = Wy, .
n

Fijado x € X, podemos encontrar N = N(x) € N tal que 6,,(x) =... =0y, ,(x) =0y 6, (x) > 0.
Claramente, x € Vy. Tomamos a(x) € (0,6, (x)), y sea

Gy ={yeX:6,(y) >ax)}.

Entonces, se tiene que
V,NG, =0, (4.28)

para n > méx{a~'(x),N}; en efecto, si y € V,, como n > N, obtenemos que 6,, (y) <n~' < a(x).
Luego y & G,. Sean ahora ¢, € C'(R),n=0,1,2,..., tales que

o ¢y(t) >0sit>0,y @y(t) =0sit <0,
o ¢,(t) >0sir€(0,1/n),y @,(t) =0sit ¢ (0,1/n),n=1,2,...

Por ejemplo, podemos considerar las funciones

2 sit>0 A (n?—1)? sire(0,1/n)
%(t)_{o siz <0, (P"(t)_{o sit & (0,1/n),

paran =1,2,... Tomamos entonces
fi(t) == @o(t1), fa(tiyta, oo ty) == @u(t1) . @u(ta—1) @o(tn), n=2,3,...,
Y & (¥) = fu (65, (%), 85, (), - -, 05, () . Es claro que
Vi D {yeX:g.(y)>0}. (4.29)

Como x € Gy, las relaciones (4.28) y (4.29) anteriores nos aseguran que {n eN:gy(x) > O} esun
conjunto finito para cada x € X. Definimos

g(x) = ilg,,(x).

Ademads, al ser g(x) > gny(x) > 0, obtenemos que g(x) > 0, y esto, para cada x € X. Sea,
finalmente, £, (x) = g,(x)/g(x). Entonces, para cada x € X, tendremos que

y, para cada y € Gy, h,(y) = 0sin > max{a '(x),N}, lo que concluye la demostracién. O
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4.4 Conexion con el proyecto de investigacion: espacios de Asplund

! I '\ eorema 4.4.1. Sean Y un espacio normado con norma estrictamente convexa, X un espacio
normado y T : X — Y una aplicacion lineal, continua e inyectiva. Entonces, X admite una
norma equivalente estrictamente convexa.

De hecho, basta tomar |||x||| := ||x||x + || Tx]|

v, para todo x € X, pues se puede comprobar que
||| - ||| es una norma equivalente y estrictamente convexa sobre X. Este resultado puede demostrarse
facilmente utilizando las técnicas de la seccion 4.2, como ha sido comentado en la observacion de
la pdgina 161.

Este hecho fue utilizado por Lindenstrauss, [73], por ejemplo, para probar que en cualquier
espacio de Banach reflexivo X existe un renormamiento estrictamente convexo, al ser capaz de
construir un operador lineal continuo e inyectivo 7 : X — ¢o(I), para algtin conjunto de indices
I. Sin embargo, Dashiell y Lindenstrauss, [37], dieron ejemplos de espacios de Banach X con
norma estrictamente convexa y sin ningtn operador 7 : X — ¢o(I) lineal, continuo e inyectivo.
Nuestro grupo de investigacioén ha trabajado, y trabaja, en problemas de transferencia no lineal
de buenas normas, como las estrictamente convexas; es decir, en el estudio de las aplicaciones,
no lineales en general, ¢ : X — Y, que nos permitan transferir una norma estrictamente convexa
en Y a una norma estrictamente convexa en X. Esta investigacion se ha centrado, principalmente,
en la transferencia de normas localmente uniformemente convexas (brevemente, LUR), propiedad
que afiade, a la convexidad estricta, la igualdad de las topologias débil y de la norma en la esfera
unidad del espacio considerado (lo que se conoce como propiedad de Kadec). Los resultados
para estas normas son muy satisfactorios, véase [79], y resulta ahora un problema de enorme
interés analizar en profundidad este estudio para comprender la transferencia de normas Kadec y
de normas estrictamente convexas por separado.

El éxito conseguido para normas LUR se fundamenta en la siguiente caracterizacion, véanse
[78], [89]:

Teorema 4.4.2. Sean X un espacio normado y F un subespacio normante de su dual, X*. Entonces
X admite una norma equivalente (X, F)-inferiormente semicontinua y LUR si, y sdlo si, para
cada € > 0, podemos escribir
X=JXue
n=1

de forma que, para todo x € X, ¢, exista un semiespacio H o(X, F)-abierto conteniendo a X, con
diam(HNX,¢) < €.

Si se cambia renormamiento estrictamente convexo por renormamiento LUR, el teorema 4.4.1
no es cierto: basta observar que el operador T : £ — ¢* dado por T ((x,),) := (27"x,), es conti-
nuo e inyectivo y, sin embargo, ¢ no admite una norma equivalente LUR. La propiedad que debe
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tener T para que se pueda transferir 1a norma LUR en Y a una norma LUR en X fue analizada en
[78], y se corresponde a la siguiente definicion:

Definicion 4.4.3. Una aplicacion ¢ definida de un espacio métrico (X ,d) en otro espacio métrico
(Y,p) se dice que es co-G-continua si, para todo € > 0, podemos escribir

X=JXne,

n=1

y encontrar un 8,(x) > 0, para cada x € X, ¢, de forma que d(x,y) < €, siempre que y € X, ¢ y

P(0(x),0(y) < 8u(x).

Asi, si tenemos un operador 7 : X — Y lineal, continuo y co-o-continuo entre espacios
normados, si Y admite una norma equivalente LUR, entonces X también la tiene. El operador
T : X — co(I) construido por Lindenstrauss para X reflexivo, e incluso cualquier operador li-
neal, continuo e inyectivo T : X — ¢o(I) para X débilmente compactamente generado (Amir-
Lindenstrauss, [1]) o X débilmente numerablemente K-determinado (Vasak, [105]), es, automati-
camente, co-o-continuo. Para el caso no lineal precisamos del siguiente tipo de aplicaciones:

Definicion 4.4.4. Una aplicacion ¢ : X — (Y,p), donde X es un espacio localmente convexo e
(Y,p) es un espacio métrico, es o-slicely-continua si, para todo € > 0, podemos escribir

X=JXue
n=1
de forma que, para cada x € X, ¢, existe un semiespacio abierto H en X, con x € H y tal que
diam (9 (HNX,¢)) < €.

Esto nos permite llegar al siguiente resultado:

Teorema 4.4.5. Sean X un espacio normado y F un subespacio normante en el dual X*. Entonces,
X admite una norma equivalente 6 (X, F)-inferiormente semicontinua y LUR si, y solo si, existe
un espacio métrico (Y,p) y una aplicacion ¢ : X — Y que sea o-slicely-continua para (X ,F)
y co-G-continua para la norma.

Este teorema fundamenta un nuevo marco para el estudio de renormamientos del tipo LUR. Tal
y como hemos manifestado anteriormente, resulta ahora de enorme interés analizar por separado
las normas estrictamente convexas y las normas Kadec. En nuestro proyecto BEM2002-01719 se
pormenorizan los aspectos relevantes para estas investigaciones.

Para enfatizar la no linealidad de nuestra nocién de aplicacién o-slicely-continua, digamos,
por ejemplo, que la aplicacioén de dualidad que asigna, a cada x € X (X espacio normado), un
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x* € Sx- tal que x*(x) = ||x||, es, cuando la norma |-|| es diferenciable Fréchet, una aplicacién
o-slicely-continua, gracias al criterio de Smulian, véase [79]. Esto nos sitia en predisposicién de
analizar la conexion, si la hay, entre renormamiento diferenciable Fréchet y renormamiento LUR,
cuestion ésta del maximo interés entre los especialistas, [38, 61, 111], y que se ha desvelado cierta
cuando existe una norma dual LUR: si un espacio de Banach X admite una norma dual LUR en
X*, entonces X tiene una norma LUR equivalente, (Haydon, comunicacién privada), admitiendo
estos espacios particiones de la unidad de clase C!, como lo hacian los considerados por Asplund

en el teorema 4.3.2, véanse [4] o [38, Chapter VIII, theorems 3.2, 3.12].
PARA SABER MAS

» Los libros [38] y [50] son dos buenas referencias para complementar las cuestiones sobre
renormamiento y diferenciabilidad estudiadas en este capitulo. El segundo libro es un tex-
to de propoésito general, que proporciona una introduccién al Andlisis Funcional lineal y
no lineal en espacios de Banach. El primer libro es una monografia autocontenida orien-
tada, tanto a estudiantes, como a especialistas en espacios de Banach, que contiene todos
los resultados expuestos en este capitulo y otros muchos que conectan renormamientos y
diferenciabilidad en espacios de Banach.

» Dos conceptos importantes en espacios de Banach, cuyas definiciones estdn asociadas a
la nocién de diferenciabilidad, son los de espacio de Asplund y espacio débil de Asplund.
Un espacio de Banach X se dice que es un espacio de Asplund (respectivamente, débil de
Asplund) si cada funcién continua convexa definida en un subconjunto abierto Q de X es
diferenciable Fréchet (respectivamente, Gateaux) en algtin subconjunto Gg denso de Q. X
es un espacio de Asplund si, y sélo si, cada subespacio ¥ C X separable tiene dual separa-
ble, véase [15, Theorem 4.2.13]. Esta caracterizacion conecta los espacios de Asplund con
la propiedad de Radon-Nikodym, véase la seccion 5.4. Los libros [49] y [85] son buenas
referencias para lecturas avanzadas sobre los espacios de Asplund y débil de Asplund.
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Integracion en espacios de
Banach

0
2
Q
0
0

/ «OBJETIVOS» \
ﬁ Estudiar, para funciones con valores en espacios de Banach, las nociones Q

medibilidad fuerte y medibilidad escalar, asi como la relacién existente entre
ellas. Distinguir entre ambos conceptos, y estudiar y entender su relacién
con la nocidn clasica de medibilidad Borel.

= Introducir y estudiar propiedades basicas de la integral de Bochner. Apren-
der, mediante ejemplos notables, algunas técnicas asociadas al concepto de
integral de Bochner, que le confieren cardcter de herramienta valiosa en el
contexto de los espacios de Banach: demostracion del teorema de Krein-
Smulian y del teorema de Orlicz-Pettis via la integral de Bochner.

= Conocer las propiedades basicas de la integral de Pettis como ampliacién y
en contraposicion a la integral de Bochner.

= Introducir al alumno en las técnicas de integracion vectorial como predm-

& bulo a posibles lineas de investigacion clasicas y actuales. J

ESDE los origenes de la teoria de los espacios de Banach, se plante6 el problema de deter-
minar en qué medida se podian extender conceptos y resultados cldsicos del Analisis, de
una o varias variables reales, al nuevo ambito infinito-dimensional. Naturalmente, en es-

te sentido, la Teoria de la Integracion no quedd al margen, y ya en 1927, Graves, [57], puso de
manifiesto que el caso de funciones con valores en espacios de Banach presenta diferencias signi-
ficativas con el caso de funciones escalares. En concreto, Graves dio un ejemplo de una funcién
f:[0,1] — £=([0,1]) que es integrable Riemann pero que no es fuertemente medible, es decir,
limite en casi todo punto de una sucesién de funciones simples.

Durante la década de los 30, surgieron diferentes extensiones de la teoria de integracion de
Lebesgue al caso de funciones vectoriales, destacando las debidas a Bochner, [9], y Pettis, [84].
Desde el principio quedd claro que, aunque dichas nociones de integral coincidian con la integral
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(Q, 2, u) Probabilidad
f : Q — X funcion con
valores en el BanacKk

Medibilidad Borel y
rango esencialm.

separable
\ —= + Rango esencialm. separable —
Medibilidad Teorema de Pettis Medibilidad
fuerte escalar
Integrabilidad Integrabilidad
Bochner Pettis
\ Teorema de
Orlicz-Pettis \
E / fdu E / fdu
E E
es n.a. de variacior es n.a. de variacion
acotadau-continua acotadau-continua
Propiedad Propiedad débil
Radon-Nikodym erX Radon-Nikodym erx
(Bx+,w*) fragmentado e X
X Asplund por la norma

Cuadro 5.1: Esquema del capitulo Integracion en espacios de Banach

de Lebesgue para funciones escalares, diferian entre si en el caso general. Para mds informacion
sobre otras teorias estudiadas en la misma época nos remitimos a [63].

Generalmente, la integral de funciones con valores en espacios de Banach mads utilizada ha
sido la de Bochner, véase la monografia de Diestel y Uhl [40], que es restrictiva en el sentido
de que cualquier funcién integrable Bochner debe ser fuertemente medible y, en consecuencia,
existen funciones vectoriales integrables Riemann que no son integrables Bochner. La integral de
Pettis, que no precisa medibilidad fuerte y es mds general que la de Bochner, no fue estudiada en
profundidad hasta finales de los 70. La memoria de Talagrand [103] y los articulos expositorios
[80, 81] son buenas referencias para la integral de Pettis.

En este capitulo estudiamos las nociones de medibilidad fuerte y medibilidad escalar de fun-
ciones con valores en espacios de Banach, mostrando que son distintas en general, y ligdndolas
entre si a través del cldsico teorema de medibilidad de Pettis 5.1.4. Introducimos la nocién de

B. Cascales y S. Troyanski



®

integral de Bochner, para la que ponemos de manifiesto que el Teorema de Convergencia Domina-
da 5.2.3 y algunos otros resultados conocidos sobre funciones escalares integrables se extienden
sin dificultad. Estudiamos la integral indefinida asociada a una funcién integrable Bochner, demos-
trando que es una medida numerablemente aditiva de variacién acotada y absolutamente continua
respecto de la medida escalar utilizada para integrar, teorema 5.2.4. Mostramos, mediante un ejem-
plo, que el teorema de Radon-Nikodym no se puede extender a los espacios de Banach generales,
ejemplo 5.2.10. Utilizamos la integral de Bochner para probar el teorema de Krein-Smulian 5.2.8
(compdrese esta demostracion con la ofrecida en el teorema 3.2.1), y para demostrar el teorema de
Orlicz-Pettis 5.2.12. El capitulo se completa con una rdpida introduccidn a las integrales de Dun-
ford y de Pettis, donde nos preocupamos de establecer, con ayuda del teorema de Orlicz-Pettis, que
una funcién integrable Dunford es integrable Pettis si, y sélo si, su integral indefinida asociada es
numerablemente aditiva, proposicién 5.3.4 y teorema 5.3.6. Concluimos el capitulo con una breve
exposicién sobre la Propiedad de Radon-Nikodym y la Propiedad Débil de Radon-Nikodym, que
conectan con lineas actuales de investigacion en topologia, renormamiento, diferenciacién e inte-
gracién vectorial. El cuadro 5.1 resume en un esquema la interconexidn existente entre las distintas
partes de este capitulo.

Primeras definiciones. En todo este capitulo, (Q,X, 1) serd un espacio completo de medida
finita, y (X, |-||) denotaré un espacio de Banach real.

([Espacio de medida completo| Sean Q un conjunto no vacio, X una o-dlgebra de conjuntos y

una medida finita definida en £. Decimos que el espacio de medida (Q,X, i) es un espacio
completo si cada vez que E € £, con u(E) =0y A C E, se tiene que A € X. Todo espacio
de medida (Q,X, u) puede completarse, [34, p. 36].

(Funciones medibles) Si (Q,X) es un espacio medible, una funcién f : Q — R se dice medible si,

para cada conjunto de Borel B en R, se tiene que f~!'(B) € X. La familia de las funciones
reales medibles es estable por las siguientes operaciones: suma y producto de funciones, su-
premos de familias numerables y limites puntuales de sucesiones. Si (Q, X, 1) es un espacio
de medida completo, entonces el limite en casi todo punto respecto a it de una sucesion de
funciones medibles es de nuevo medible, [34, Capitulo 1].

(Para casi todo punto) Si (Q,Z, 1) es un espacio de medida y [P(w)] es una cierta propiedad que
se puede definir en términos de w € Q, diremos que [P] es cierta [-para casi todo punto en Q

(brevemente, U-p.c.t. w € Q o U-p.c.t.p.) si [P(w)} se satisface para todos los puntos de €,
salvo quizds, en un conjunto de y medida cero. Cuando u se dé por supuesta, escribiremos
simplemente [P] p.c.t. w € Q, o [P] p.c.t.p.

(Funciones integrables] Si (Q,X, 1) es un espacio de medida, representaremos por .2 (1) el es-

pacio de las funciones reales p-integrables Lebesgue en . Para f € .#!(u), escribiremos
Il fll1 := Jo|f|du. Los detalles sobre la integral y los espacios de funciones integrables
asociados pueden consultarse en [96] y [34].
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5.1 Maedibilidad en espacios de Banach

L 0S conceptos que introducimos en las definiciones que siguen serdn utilizados con profusién,
tanto al estudiar la integrabilidad Bochner como la integrabilidad Pettis, en las secciones 5.2
y 5.3. El paralelismo de las nociones vectoriales con sus contrapartidas escalares es total.

Una funcién s : Q — X se dice simple si es de la forma

n
s = Z (X,'XA“
i=1

donde o; e X y A; € X.
(Funcion p-medible] Se dice que una funcién f : Q — X es p-medible si existe una sucesion

(8n)n de funciones simples de Q en X tal que

lim|[s, — f|| =0, upct.weQ.
n

(Funcidn débilmente medible) Se dice que f : Q — X es débilmente medible si, para cada x* € X*,
la funcién x* f es medible.

Tenemos las siguientes propiedades inmediatas de las funciones medibles:

e El conjunto de las funciones p-medibles es un espacio vectorial.

e Para cada funcion simple s = Y, B;xs,, se puede encontrar una particion {A;}" | de Q en
¥ de forma que s = Y7 | @;xa,. De este modo se tiene que s(w) = o si, y solo si, w € A;. En
consecuencia, tomando normas, tenemos que

m
HSH = Z”aiH%Aia
i=1

y por tanto, esta funcién es una funcién escalar simple.
e Si g es una funcion vectorial u-medible, entonces ||g|| es medible. Efectivamente, si (s,),
es una sucesion de funciones simples tales que

lim|s, —g||=0, pctweQ,
n
se tiene que
0 < limsup|||s,|| — [Ig]l| < lim[|s, —gl| =0, pectweQ,
n

y por lo tanto, la funcién ||g|| es una funcién escalar medible.

Cambiando el valor absoluto |- | por la norma ||-|| en la prueba clésica del teorema de Egoroff,
se puede obtener la versién que sigue para funciones vectoriales.
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Teorema 5.1.1 (Egoroff). Sea f, : Q — X, n € N, una sucesion de funciones [L-medibles, y sea
f:Q — X una funcion tal que (f,), converge hacia f W-p.c.t.p. Entonces, para cada € > 0,
existe E C Q con U(E) < €y tal que (f,), converge hacia f uniformemente en Q \ E.

Demostracion. Para todo n € N se tiene que

Hrfanf”_me =|\fu—rfll, pctweQ.

Como || f, — fml|| es medible, la funcién || f,, — f|| es medible para todo n € N. Sea
1
Dy = {w €Q:||fi(w)—f(w)| > —, paraalginr> n}
m
~ 1
=U{wea:|fm-rm|=-}ex
r=n

Para m fijo, (", Dmn €s un conjunto nulo, puesto que estd contenido en el conjunto de puntos
donde (f,), no converge a f. Para cadam € N,

Dy \ m Dmna
n=1

y asi, como el espacio de medida es finito, la o-aditividad de u implica que

limpu(Dyyy,) =0, paratodom € N.
n

Ahora, dado € > 0, para cada m € N, existe n(m) de forma que ,u(DmJ,(m)) < €/2™. Definimos
E := Um=1 Dpn(m)- Claramente, E € ¥ satisface que u(E) < €,y (fn), converge uniformemente
hacia fen Q\ E. O

Como consecuencia del teorema de Egoroff se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 5.1.2. El conjunto de las funciones [L-medibles con valores en un espacio de Banach
es cerrado por limites de sucesiones convergentes en casi todo punto.

Demostracion. Sean f :Q — X una funciény f, : Q — X, n € N, una sucesién de funciones
u-medibles tales que (f;,), converge p-p.c.t.p. en Q hacia f. Para cada n € N, existe una sucesién
de funciones simples (fnu)m tal que (f,m)n converge hacia f, p-p.c.t.p. Fijado n € N, podemos
aplicar el teorema de Egoroff y obtener m(n) € Ny E, € £, con u(E,) < 1/2", tales que

an,m(n)(w) _fn(W)H < - para todo w € .Q.\En.

Definamos
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Claramente, i (E) = 0. Sea ahora w € Q\ E. Entonces, existe k € N tal que w € Q\ E,,, para cada
n > k. Asi, sin > k, se tiene que

1

n

Como (fy), converge U-p.c.t.p. hacia f, resulta también que ( fn’m(n))n converge [-p.c.t.p. hacia f
y, en consecuencia, f es -medible, lo que concluye la prueba. [

El siguiente teorema es crucial en el estudio que se hard de la integrabilidad Bochner. Estable-
cemos primero un pequefio resultado que supone una ligera mejora del lema 2.4.8.

Lema 5.1.3. Si (X, ||-||) es un espacio normado, sea D = {x, : n € N} un subconjunto denso de

una parte A C X. Si, para cada n € N, elegimos x}, € Bx+ de forma que x,(x,) = ||x.||, entonces
D* :={x} : n € N} es normante para A, i.e., para cada x € A, se tiene que
1] :sup{|x;;(x)\ :neN}. (5.1)
Demostracion. Dado € > 0, tomamos x, tal que ||x —x,|| < €. Entonces,
X5 () = 25, (00n) 42, (06 = X)) 2 {130 | =[x = 2| = Il = 2[}x — 2| = [l — 2,
lo que prueba (5.1). O

Teorema 5.1.4 (Teorema de medibilidad de Pettis). Para una funcion f: Q — X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i) f es u-medible.
(ii) (a) Existe E € £ con W(E) =0y tal que f(Q\E) es separable.
(b) Para cada x* € X*, la funcion x* f es medible.

Demostracion. Probemos (i) = (ii) Supongamos que f es t-medible. Por la continuidad y linea-
lidad de cada x* € X*, resulta evidente que la funcién x* f es limite p.c.t.p. de una sucesion de
funciones simples y medibles, y que por lo tanto, x* f es medible. Para ver la parte (a), suponga-
mos que (s,), es una sucesion de funciones simples, y sea E € ¥, con u(E) =0, y tal que (sy,),
converge hacia f en Q\ E. Entonces, f(Q\ E) C U, s,(Q\ E), que es separable gracias a que las
funciones s, son simples.

Veamos (ii) = (i) Supongamos ahora que f :  — X cumple las condiciones de (ii). Sea
EcXtalque u(E) =0y f(Q\E) es separable. Sea {x, : n € N} C f(Q\ E) un conjunto denso
numerable. Por el lema 5.1.3, si elegimos x;; € X* con

() = bl y el =1,
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se tiene que, paraw € Q\ E,

| £)]| = sup{ Jeirw)] :m € N,

y por tanto, || f|| es una funcién medible. Andlogamente se obtiene que, para cada n € N, la funcién
gn(w) = H fw) —an es una funcién escalar medible. Dado € > 0, consideramos el conjunto

By ={weQ:|fw)-u| <e}ex

Asi, si definimos

Xn siw S Bn \ Um<n Bma
g(w) =
0 enelresto,

se tiene que
| f(w)—g(w)|| <&, paracada we Q\E.

En consecuencia, tomando A, := B, \ U B, queda claro que

m<n

g:

n

'anAn
1

oo

es una funcién medible (por ser limite de simples) que aproxima uniformemente, en casi todo
punto, a f. Se tiene asi que, para cada m € N, existe g,, de la forma anterior tal que

Hﬂ@—hwm<i petp.en Q.

En consecuencia, f es limite en casi todo punto de una sucesién de funciones medibles y, dado
que el conjunto de las funciones p-medibles es cerrado para este tipo de limites después de la
proposicién 5.1.2, resulta que f es medible. 0

El resto de la seccién estd dedicado a obtener algunas consecuencias del teorema de medibili-
dad de Pettis.

Corolario 5.1.5. Una funcion f : Q — X es medible si, y solo si, es limite uniforme en casi todo
punto de una sucesion de funciones medibles que toman una cantidad numerable de valores.

Demostracion. La condicién suficiente es consecuencia inmediata de la proposicién 5.1.2. La
condicién necesaria es parte de la demostracion del teorema anterior, donde se ha obtenido que,
para cada n € N, existe g, medible, tomando una cantidad numerable de valores, tal que

1
Hgn(w) —f(W)H < e p.c.t.p. en Q. ]
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@ Modificando adecuadamente los valores de las funciones (g,),, puede encontrarse una
sucesion (f,), de funciones medibles numerablemente valuadas, con (f,), convergiendo

hacia f casi uniformemente y con || f,,|| < || f]], véase [42, Prop. 14, p. 99].

Repasando la demostracidn del teorema anterior, se observa que es posible obtener una condi-
cion suficiente de medibilidad més débil que la que hemos dado en el teorema de Pettis.

Corolario 5.1.6. Sean f: Q — X una funcion u-esencialmente separable valuada y B C Bx+ un
conjunto normante para X, tales que x* f es medible para cada x* € B. Entonces, f es [Ll-medible.

Demostracion. Basta repetir la demostracién que se hace del teorema de medibilidad de Pettis,
teniendo en cuenta que el lema 5.1.3 puede mejorarse de la siguiente forma: si para cadan € N
elegimos (x;, ,
es normante para el conjunto A C X allf considerado. O

)m en B tal que ||x, || = sup{|x} ,(x,)| : m € N}, entonces D* := {x;; , : n,m € N}

Los conceptos de medibilidad y medibilidad débil no coinciden en general:
Ejemplo 5.1.7 (Una funcién débilmente medible que no es medible). Consideremos el espacio de
Hilbert ¢2([0,1]), y sea
£ 10,1 = £([0,1])

t— e

donde {e, :7 € [0,1]} es la base ortonormal candnica del espacio de Hilbert ¢2([0,1]). Entonces,
para cada x* € (¢2([0,1]))" = £2([0,1]), se tiene que

x: 0,1l =R
t—x*(1)

es tal que
Y 0] <o,
t€[0,1]

y por tanto, s6lo hay una cantidad numerable de x*(¢) # 0. Asi, como x* f(¢) = x*(¢), resulta que
x* f es nula salvo, a lo mds, en un conjunto numerable, que es de medida de Lebesgue nula y, en
consecuencia, x*f es medible. Por otra parte, f([0,1]\ E) es separable si, y s6lo si, [0,1] \ E es
numerable, en cuyo caso, E tiene medida de Lebesgue 1, y asi, por el teorema de medibilidad de
Pettis, f no puede ser medible. O

@ La construccién anterior se puede hacer més en general en espacios con un cardcter de

densidad grande y en los que existen bases débiles. Por ejemplo, si X es un espacio de
Banach reflexivo con carécter de densidad, al menos, el cardinal de [0, 1] (i.e., cualquier conjunto
denso de X tiene cardinal, al menos, c), entonces existe una funcién f : [0, 1] — X escalarmente
medible pero no p-medible, véase [92].
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Proposicion 5.1.8. Sean 'y g funciones W-medibles. Si para cada x* € X* se tiene que
X'f=x"g=0, p.ctp. en Q (el conjunto de medida nula depende de x*),

entonces f = g p.c.t.p. en Q.

Demostracion. Por el teorema de medibilidad de Pettis 5.1.4 podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que X es separable. Gracias al lema 5.1.3, podemos tomar un conjunto numerable
D* := {x} : n € N} C By~ normante para X. Para cadan € N, sea E, € £, con u(E,) = 0, tal que
xi f(w) = x;g(w) para cada w € Q\ E,. En particular, si w € Q\ (Uy_, E,) se deduce que

x;(f(w)—g(w)) =0, paracada neN.
Al ser D* normante, se tiene que Hf(w) —g(w) H =0siweQ\ (U::1 En) y la prucba termina. [

La nocién de pu-medibilidad para funciones f : Q — X puede interpretarse en términos de
medibilidad Borel.

(Medibilidad Borel para funciones vectoriales) La funcién f : Q — X es medible Borel cuando

f~Y(B) € X para cada subconjunto de Borel B en X. Recordemos que limites en todo punto
de sucesiones de funciones medibles Borel (en general, con valores en un espacio métrico)
son medibles Borel, [34, Proposition 8.1.8].

Corolario 5.1.9. Para una funcion f: Q — X son equivalentes:

(i) f es u-medible.
(ii) f es medible Borel y existe E € X, con W(E) =0, tal que f(Q\ E) es separable.

Demostracion. La implicacion (ii) = (i) se sigue del teorema de medibilidad de Pettis 5.1.4. Vea-
mos (i) = (ii). Ya sabemos que f es esencialmente separable, y para demostrar que f es medible
Borel, procedemos como en la prueba del teorema de medibilidad de Pettis: supongamos que
(sn)n es una sucesion de funciones simples, y sea E € X tal que u(E) =0, con (s,), convergente
hacia f en Q\ E. La sucesi6n de restricciones (su|q\r), converge puntualmente a f|o\g. Cada
Sulove : @\ E — X es medible Borel cuando en Q\ E se considera la 6-dlgebra traza,

o= {(Q\E)NA:AeX}.

Consecuentemente, f|q\x también es medible Borel, lo cual significa que f~'(B) N (Q\E) € £
para cada boreliano B C X. Asf, se tiene que

£ ) = [ Bn@\E)uf ! B)NE] €L,

dado que u(E) =0y (Q,X, 1) es completo. O]
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5.2 Laintegral de Bochner

I E N esta seccién nos vamos a ocupar de estudiar la extension de la bien conocida integral de
Lebesgue, al caso de funciones que toman valores en un espacio de Banach, lo que conduce
a la definicion de la llamada integral de Bochner.

Integracion de funciones simples| Sis =Y | o}, con A; € Ly o; € X, es una funcioén simple,

definimos la integral
n
/Esdu =Y ou(ENA),
i=1

para cada E € X. Se comprueba que la definicién anterior es independiente de la represen-
tacion elegida para la funcién simple s. La integral es lineal, definida en el espacio de las
funciones simples.

(Integral de Bochner| Una funcién p-medible f: Q — X se dice que es integrable Bochner, si
existe una sucesion de funciones simples (s,), tal que

Hm/HM—ﬂMuza
n JQ

En este caso, para cada E € X, la sucesion ( / spd u) es de Cauchy en X, y por tanto,
E

n

/fd/,L ::Hm/ SpdU.
E n JE

Al vector / fdu sele llama integral de Bochner de f sobre E.
E

podemos definir

e El valor / fdu es independiente de la sucesién de simples tomada con tal que,
E

Hm/HM—ﬂMuza
n JQ

e El conjunto de las funciones f : Q@ — X integrables Bochner es un espacio vectorial.

A continuacidn, caracterizamos la integrabilidad de Bochner via la integrabilidad de Lebesgue.

Teorema 5.2.1. Sea f : Q — X una funcion [-medible. Son equivalentes:

(i) f es integrable Bochner.
(ii) || f|| es integrable Lebesgue.

Demostracion. Es claro que, al ser f medible, también lo es || f||, véase la pagina 176.
Veamos primero la implicacidn (i) = (ii). Sea s, : @ — X, n € N, una sucesion de funciones

simples con

lim/ sn — £l dp = 0.
Q
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Entonces, existe ng € N tal que
[llswg = fllan <1,
Q
Por lo tanto,

L= [ flsn = f =sulldi < 14 [ sl du <=
Q Q Q

y, en consecuencia, || f|| es integrable Lebesgue.

La implicacién (ii) = (i) es como sigue. Supongamos ahora que f es p-medible y que || f]|
es integrable Lebesgue. Con ayuda del corolario 5.1.5 podemos encontrar, para cada n € N, una
funcién f, : Q — X medible, que toma una cantidad numerable de valores, tal que

1
Ifu—fll < p p.c.t.p. en Q.

Asi, se tiene que || f,|| < 1/n+||f]| y, como u es finita, || f,|| es integrable. Las funciones f,, serdn
de la forma

= Z XnmXEpn > con E,, €X, Xpyn € Eym, Y Enn NEyy = 0 sim 7£ m'.
m=1

Para cada n fijo, existe p, € N tal que

u(Q

[ i< B
m=pp+1-"-=nm n
Pongamos ahora g, = Y| X, XE,,- Cada g, es una funcién simple, y se tiene que
u(Q
L gl < [ 17~ pllds [ 15— sallan <2252
Q Q Q n
Esto prueba que lim / Ilf — gnlldu = 0, y asi concluye la demostracion. O]
n Jo

Proposicion 5.2.2. Si f : Q — X es integrable Bochner, entonces, para todo E € ¥, se tiene que

H/EfduH < [Islan.

Demostracion. Si (s,), es una sucesion de funciones simples con lim / |lsn — f|ldpu =0,
nJa

lim/snd,u:/fd,u,
n E E

para cada E € X. Ahora bien, s, = Y.;" | XsiXE,.» con E,; N E,; = 0 para i # j. Entonces,
m
||SnH = ZH'xniHXEni’
i=1
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y por tanto,

Lo
E

En consecuencia,

St (B0 Ex)| < Yl (BN Ew) = [ Il
i=1 i=1

| [rau| =m| [ suau| <1im [ Jsalar= [ isian
E n E n JE E

ya que, como |[su|| = [| £]I| < [ls» — £||, se tiene que

tim [ llsll = 171 du =0
E

para todo E € X. O

(Convergencia en medida) Sean f, f, : @ — X, n € N, funciones u-medibles. Decimos que (f;,)»

converge hacia f en medida si, para cada € > 0,
}ﬂu({w € Q|| fulw)—f(w)|| > 8}) =0.

Recuérdese que la convergencia en medida no implica, ni es implicada por, la convergencia
en casi todo punto; sin embargo, toda sucesion convergente en medida tiene una subsucesioén
que converge en casi todo punto, [34, Chapter 3].

Demostramos ahora el teorema de la convergencia dominada para la integral de Bochner.

Teorema 5.2.3 (Teorema de la convergencia dominada). Sea f,, : Q — X, n € N, una sucesion de
funciones integrables Bochner, que converge hacia una funcion [L-medible f en casi todo punto o
en medida. Supongamos ademds que existe una funcion g : Q — R, integrable Lebesgue, tal que
| full < g p-c.t.p. en Q. Entonces, f es integrable Bochner y

lim/f,,du:/fdu, para todo E € X.
n JE E

De hecho, se tiene que

tim [ 1y~ flldu =0,
nJo

Demostracion. La sucesién de funciones escalares (|| f, — f||),, converge, en casi todo punto o en
medida, a cero y, como || f, — f]| < 2g p.c.t.p. en Q, el teorema de la convergencia dominada para
funciones escalares, [34, Theorem 2.4.4 y Proposition 3.1.5], nos asegura que

tim [ |1£,~ flldu = 0.

Por lo tanto, f es integrable Bochner, y con ayuda de la desigualdad obtenida en la proposi-
cién 5.2.2 se concluye la demostracion. [
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(Medidas vectoriales) Una medida vectorial finitamente aditiva es una aplicacion F : ¥ — X,

donde (Q,X) es un espacio medible y X es un espacio de Banach, que satisface
F(E] UEQ) = F(E]) +F(E2),

para cualesquiera miembros disjuntos E; y E; de X. F se dice que es numerablemente aditiva
(respectivamente, débilmente numerablemente aditiva) si

F(Q E) =§F<En>,

para cualquier sucesién (E,), de elementos de ¥ disjuntos dos a dos, donde la serie es
convergente en la topologia de la norma (respectivamente, en la topologia débil) de X.

(Variacion de una medida vectorial) Si F : ¥ — X es una medida finitamente aditiva, su variacion

|F| es la funcién de conjunto dada, para cada E € X, por la expresion

|F|(E) := sup{ZHF(A)H:JtGH}, (5.2)
Aem
donde IT es la familia de todas las particiones finitas 7 = {A,...,A,} de E, con A; € X.

Si F es numerablemente aditiva, las particiones que intervienen en (5.2) pueden tomarse
numerables. La medida F se dice de variacion acotada si su variacion total es finita, i.e., si
|F|(Q) < 0. Una medida de variacién acotada F es numerablemente aditiva si, y sélo si, su
variacién |F| es numerablemente aditiva, [40, Section I.1].

Teorema 5.2.4. Sea [ : Q — X una funcion integrable Bochner, y sea F(E) = / fdu, E € ¥
E
Entonces:
(i) h’mu(E)HOF(E) =0.
(ii) F es una medida vectorial numerablemente aditiva de variacion acotada y, para cada E € %,
se tiene que

IFI(E) = [ I17]du.

Demostracion. La afirmacién en (i) se obtiene a partir de la desigualdad establecida en la propo-
sicién 5.2.2, teniendo en cuenta que, al ser || f|| € £!(u), se tiene que limu(E)_,O/ Il flldu = 0,
E

véase [34, Lema 4.2.1].
Establezcamos ahora la validez de (ii). La linealidad de la integral de Bochner nos asegura que

F(E)= / fdu es una medida vectorial finitamente aditiva. Se tiene asi que
E

_ HF( ;;:mHE,,)

N 0
m—oo

9

HF( T E) - Y F(ED

n=1
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y por tanto, ' es numerablemente aditiva. Veamos ahora la igualdad con la variacién. Para cada
E € ¥ tenemos, por definicién, que

FI(E) = sup{ Y [F@)|:me n},
Aerm
donde IT es la familia de todas las particiones finitas 7 = {A;,...,A, } de E, con A; € £. Como

Y| [rau| < X [1s1an= [is1n,

Aem Aem

al tomar supremos, concluimos la desigualdad |F|(E) < / IIf|ldu. La desigualdad contraria se
E

establece como sigue. Sea s, : Q — X, n € N, una sucesion de funciones simples, con
h’m/ sn— £l dpt = 0.
n Jo

Fijado € > 0, existe un ngy € N, tal que / lsn — f]ldu < €, para cada n > ny. Fijados n > ng y una
Q

representacion s, = Y'; a;Xa,, donde {Ay,...,A,,} es una particién de Q en X, consideramos la
particién ' de E dada por n’ = {A|NE,...,A,,NE}. Se tiene entonces que

Y| [ sudua| = [ Isalldu
A E

Aer!
Tomemos ahora una particién 7 de E en X refinando 7/, de modo que

FIE) - X [rau] <e

Aerm

[ snan||= [ sl an.
A E

Como todavia tenemos que

)y

Aem

y ademads se verifica que

S| = fsvau] | < [ =sslan <

se tendré que,

< 2€.

FIE) = [ llsall dn

Esta desigualdad es vdlida para todo n > ng y, en consecuencia,

FIE) =tim [ sl d = [ [17]1d. =
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(Continuidad absoluta de medidas vectoriales) La medida vectorial F : ¥ — X se dice que es

absolutamente continua respecto de  si tt(A) = 0 implica F(A) = 0. Un conocido teorema
de Pettis, [40, Section 1.2], asegura que si F' es numerablemente aditiva, entonces F es
absolutamente continua respecto de i si, y s6lo si, lim,(4y_o F(A) = 0.

Corolario 5.2.5. Si f y g son dos funciones integrables Bochner tales que

/fdu:/gd,u, para todo E € X,
E E

entonces f = g p.c.t.p. en Q.

Demostracion. Consideremos la funcidén integrable Bochner f — g. Entonces, la medida vectorial

F(E)= / (f — g)du es idénticamente nula. En consecuencia, su variacién también lo es,
E

FIE) = [If ~glldu =0,

paracada E € X, y asf,

f—g|l=0p.ctp.enQ;oloqueeslomismo, f =gp.ctp.enQ. [

@ Obsérvese que el corolario anterior se puede obtener también como consecuencia de la
proposicion 5.1.8, teniendo en cuenta que f y g son medibles y escalarmente equivalentes
ya que, para cada x* € X*, se tiene que [px*fdu = [px*gdu, paracada E € L.

Proposicion 5.2.6. Sea f : Q — X una funcion integrable Bochner. Entonces:

(i) SiY es otro espacio de Banachy T : X — Y es lineal y continua, entonces T f también es
integrable Bochner y

T(/ fdu) :/deu, para cada E € ¥. (5.3)
E E

(ii) Para cada x* € X*, la funcion x*f € £(), y se tiene que

x (/ fdu) :/x*fd/.t, para cada E € ¥. (5.4)
E E

Demostracion. Solo tenemos que demostrar (7). Por continuidad de 7', es claro que T f es medible.
Por otra parte, para una funcién simple s = Y, o xa, y E € X, se tiene que

T</Esdu) :T<.mloc,-u(A,ﬂE)) :i_ilr(a,-)u(A,-mE)

1

:/E<_iT(a,~)xA,.> du:/ETsdy.

i=1

(5.5)
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Asi, si s, : Q@ — X, n € N, son simples tales que h’m/ ls» — flldu = 0, es claro que
Q

lim/ |Tsn—T ] du = 0.
nJo

En consecuencia, T f es integrable Bochner y, como para simples se da la igualdad (5.5), un sen-
cillo paso al limite permite obtener (5.3), y la prueba termina. O

@ Utilizando la igualdad (5.4) se puede dar una demostracién alternativa de la desigualdad
establecida en la proposicién 5.2.2:

H/fdqu sup x*(/fdu) = sw [x'fap< [ ).
E X*EBx* E X*EBX* E E

Corolario 5.2.7. Sea f: Q — X una funcion integrable Bochner. Entonces, para cada E € ¥ con
U(E) > 0, se tiene que

M(IE) | fau e (B,

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe un E € ¥ para el cual
u(E) >0,y con

i e # o7 E)).

Por el segundo teorema de separacién, corolario 1.3.26, existen x* € X*, & € Ry € > 0 tales que
1
x*(/fdu) <a—-e<o<x"f(w), paratodow€E. (5.6)
u(E) Je
La tdltima desigualdad proporciona

ap(E) < /Ex*f(w)du,

o lo que es lo mismo, teniendo en cuenta (5.4),

o <x (g frman).

lo cual contradice la primera desigualdad de (5.6), y termina la prueba. [

La demostracién que hicimos del teorema de Krein-Smulian 3.2.1 se puede interpretar en
términos de integracién vectorial.

Corolario 5.2.8 (Krein-Smulian, Topologia débil). Sea X un espacio de Banach y sea K un sub-

conjunto débilmente compacto de X. Entonces, la envoltura convexa y cerrada de K, co(K), es
débilmente compacta.
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Demostracion. Como ya vimos en el teorema 3.2.1, es suficiente demostrar el resultado cuando
X es separable, y a su vez, en este caso, es suficiente probar que cada probabilidad de Radon
U € P(K) tiene un baricentro, véase la prueba del teorema 3.2.1 o, alternativamente, el lema 3.5.7.
Razonamos ahora que, para cada u € P(K), la identidad Id : K — X es p-integrable Bochner.
En efecto, para cada x* € X*, x*|x es o(X,X*)-continua, y por tanto, yt-medible; por otra parte,
como X es separable, el teorema de medibilidad de Pettis 5.1.4 nos asegura que Id es u-medible.
Ademds, al ser K acotado en norma, ||Id|| estd acotada en K y, como p es una probabilidad, se

tiene que / |IId||du < o. El teorema 5.2.1 garantiza que Id es integrable Bochner, y asi, existe
K

Xy = /K Iddu. Utilizando ahora la igualdad (5.4), concluimos que

X (xy) = / x"du, paracada x* € X",
K
lo que significa que x, es el baricentro de i, y la prueba termina. O

El teorema siguiente es, a la integral de Bochner, lo que el teorema de diferenciabilidad es a la
integral de Lebesgue.

Teorema 5.2.9. Sea f :[0,1] — X una funcion integrable Bochner respecto a la medida de
Lebesgue. Entonces, p.c.t. s € [0, 1], se tiene que

lim % /Ss+th(t) — f(s)||dt = 0.

h—0

Consecuentemente, p.c.t. s € [0, 1], se tiene que

h—0

~s+h
lim% / F()dt = £(s).

Demostracion. La segunda afirmacion se deduce directamente de la primera, teniendo en cuenta
la proposicién 5.2.2. La primera es consecuencia del teorema de diferenciabilidad para la integral
de Lebesgue, véase [34, Prop. 6.3.9]. Dado que f es p-medible, no es restrictivo suponer que
su rango es separable. Sea {x, : n € N} un subconjunto denso en f([0,1]). Como cada funcién
|| f — x,|| es integrable, se tiene, por [34, Prop. 6.3.9], que

1 prsth
h’mzl 1) — x| dt = || £(5) 0

h—0

,  pet se]0,1].

Ast, se verifica que

1 psth
0 < limsup — ||f(f)_f(S)Hdt
h—0 hJs

1 [sth
<timsup [ 170 = x| e+ [[£9) x| =2 £5) =)
h—0 N
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para casi todo s, independientemente de # (ya que se puede unir la cantidad numerable de conjuntos
nulos). La densidad de {x, : n € N} en f([0,1]) nos dice que inf, || f(s) — x,|| = 0, para todo
s € [0,1], de donde concluimos que

. 1 s+h B
lim - |f(t) = f(s)||dt =0, pct.sel0,1]. O

(La propiedad de Radon-Nikodym en espacios de Banach) Un espacio de Banach X se dice que

tiene la propiedad de Radon-Nikodym (brevemente, PRN) respecto de u si, para cada me-
dida vectorial F : ¥ — X de variacién acotada que es absolutamente continua respecto de

U, existe una funcién integrable Bochner f : Q — X tal que F(E) = / fdu, para todo

E € ¥ (f se llama derivada de Radon-Nikodym de F respecto de u). El cﬁisico teorema de
Radon-Nikodym para medidas escalares, [34, Theorem 4.2.2], establece que X = R tiene la
propiedad de Radon-Nikodym. En el caso infinito-dimensional hay espacios que tienen la
PRN y otros que no la tienen: entre los primeros estan, por ejemplo, los espacios de Banach
reflexivos, y entre los segundos estén ¢y, £, C(K) para K compacto infinito, etc., véase [40].

El ejemplo que sigue muestra que cg no tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Ejemplo 5.2.10 (Una medida vectorial numerablemente aditiva en ¢, de variacion acotada, absolu-
tamente continua respecto a la medida de Lebesgue A, y sin derivada de Radon-Nikodym respecto
de A). Sea A lamedida de Lebesgue en [0,1]. Para cada conjunto medible E C [0, 1], consideremos

An(E) = /E sen(2"7tt) di.

El lema de Riemann-Lebesgue, [96, Teorema 5.15], nos asegura que la sucesion (An(E ))n estd en
co, y asi,
F:YX—c

E — (M(E))

n

es una medida vectorial finitamente aditiva. Por otra parte,
|F(E)]|. < sup/ |sen(2"7t)|dt < A(E), paratodo E € X
n JE

y, en consecuencia, F' es de variacién acotada, numerablemente aditiva y absolutamente continua
respecto a A. Sin embargo, no tiene derivada de Radon-Nikodym respecto de A pues, si

f:[o)l]_)CO

r— (f”(t))n
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5.2 La integral de Bochner @

fuese integrable Bochner y tal que F(E) = / fadA, para cada E € ¥, por continuidad de las
E

proyecciones tendriamos que
M(E) = /Efndl, paracada E € L.
Esto dltimo implicaria que
fu(t) =sen(2"mt), p.ct te]0,1].

Consideremos

1
E,=<tel0,1]: f,(t) > — .
{ (0:1]= /(1 ﬁ}

Cada E,, se puede expresar como unién de 2"~ ! intervalos cerrados disjuntos de longitudes 1/2"*+!.

La unidn, E,,, tiene medida 1/4 (véase la figura 5.1).

-

E, E, || 3 y=sen(4nt)

N
[N

T 1

olw
ool

ool

Figura 5.1: La funcion y = sen(47r)

Ast, se tiene que A (E,) = 1/4. Por tanto, A (limsup; E;) > 1/4, donde escribimos

limsupE; = ﬂ U E,.
J k=1n=k
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Como f toma valores en cg, se tiene que

oo

[0,1] C U ﬂ E, = (lfmsupEj>
J

k=1n=k

c
)

lo que contradice el que A (limsup iE ;) > 1/4. O

Proposicion 5.2.11. Sea f: Q — X integrable Bochner. Entonces, {fEfdu :E € Z} es relati-
vamente compacto en norma.

Demostracion. Como X es completo, es suficiente ver que { Jg fdu - E € Z} es totalmente aco-
tado. Para demostrar esto utilizamos la siguiente observacion: K C X es totalmente acotado si, y
solo si, para cada € > 0, existe un conjunto totalmente acotado Ky C X tal que K C K¢ + €Byx. Si
s : Q — X es una funcién simple medible, entonces, claramente, el conjunto { Jgpsdu:E € Z} es
totalmente acotado. Para f integrable, existe una sucesién de funciones simples s, : Q@ — X tal

que lim/ |lsn — f||du = 0. Fijado € > 0, existe N € N tal que/ |lsv — f]|du < €. Esta desigual-
n Q

dad y la proposicién 5.2.2 implican que, para cada E € ¥, se tiene que

H/E(sN—ﬁduH <e.

De aqui se concluye que {fEfd,u :E e Z} C {fEsNdu (E e Z} + €Byx, y la prueba termina. []

(Familias sumables) Si I es un conjunto no vacio, sea Z(I) :={J:J C 1, J es finito}. El conjunto

Py(I) es dirigido mediante la relacién de contenido conjuntista C, i.e.,
J1 > Jh en Py(I) si, por definicién, J, C Jj.

Se dice que la familia (x;);c; en el espacio normado X es sumable, con suma x, si la red
(Z,-e in) TeF(I) tiene limite x en X, y se escribe x = Y ;c;x;. Cuando X es un espacio de
Banach, la familia (x;);c; es sumable si, y sélo si, la red (Zie in) JeR () satisface la condi-
cién de Cauchy, que en este caso, se expresa de la siguiente forma: para cada € > 0, existe
Je € Py(I) tal que HZiejxiH < g, para cada J € Z(I) con JNJ, = 0. Es fécil demostrar
que una familia (x,),en es sumable si, y s6lo si, la serie ), x, es incondicionalmente con-
vergente, lo cual significa que, para cualquier permutacién 7 : N — N, la serie }., xz(,) €s
convergente al mismo valor de X. La condicién de Cauchy como familia sumable permite
argumentar que la serie Y, x, va a ser incondicionalmente convergente si, y sélo si, para
cada sucesion de subconjuntos finitos no vacios (S,), de N, tales que max S, < minsS,;
para todo n € N, se satisface que liminf,||y,| = 0, donde y, := Y ;cg, X; para cada n € N,
véanse [23, p. 51-56] y [32, p. 216-251].
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Teorema 5.2.12 (Orlicz-Pettis). Sea Y, x, una serie en el espacio de Banach X tal que,

paracada ny <ny <...<mn<... en N, la serie ank converge débilmente. 6.7
k

Entonces, Y, x, converge incondicionalmente.

Demostracion. Demostramos que la familia (x,),cn es sumable. De acuerdo a nuestros comen-
tarios anteriores, es suficiente demostrar que si (S,), es una sucesién de subconjuntos finitos no
vacios de N, tales que méax S, < minS,, para cada n € N, y escribimos

Y =) X,
i€,
para cada n € N, entonces liminf, ||y, || = 0.

Para ello, razonamos de la siguiente forma. Consideremos ({07 13N, Borel ({0, 1}Y), ,u) , don-
de u es la probabilidad producto usual (i.e., & = [, Uy, con u,({0}) =1/2y u,({1}) = 1/2, para
cadan € N). Sea ({0, I}N,Z,u) su compleccion. Obsérvese que, para cada z = (z,), € {0,1}, Ia
serie ¥, 2,y es débilmente convergente, por (5.7). Definimos entonces ¢ : {0, 1} — X mediante
la expresion

N
(0 ((Zn)n) = G(X>X*)‘h;\r[n Z nYn-
n=1

Vamos a demostrar que ¢ es p-integrable Bochner.

-¢ es u-medible: La inclusién

¢ ({0, I}N) C span{y, :n € N}

nos dice que el rango de ¢ es separable. Demostraremos a continuacién que si ¥ es la
topologia producto de {0, 1}, entonces ¢ es T-c(X,X*)-continua. Si esto es asf, ¢ satisfard
las hipétesis del teorema de medibilidad de Pettis 5.1.4, y por ende, concluiremos que ¢ es
u-medible.

Para demostrar que ¢ es T-0(X,X*)-continua necesitamos demostrar primero la siguiente:

Observacion: Para cada 6(X,X*)-entorno U de 0 en X, existe N € N tal que ¥,,csz,yn € U,
para cada conjunto finito S C N\ {1,...,N} y cada eleccion 7, € {0,1}, n € S.

Vemos la demostracién de la observacion procediendo por reduccién al absurdo. Si no fuera
cierta, existirfan un o(X,X"*)-entorno U de 0 en X y una sucesion de subconjuntos finitos
(T,)n no vacios de N, con max 7, < minT,, junto con elecciones z; € {0, 1}, para i € T,,,
n € N, de forma que

Z zyi ¢ U, paracada ne€N. (5.8)

i€l
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Tomemos z; =0sii € N\ (Un T,,). Entonces, la serie Y ; z;y; no podria ser débilmente con-
vergente, por la propiedad (5.8). Llegamos asi a una contradiccién que acaba la prueba de
la observacion.

Veamos ahora que ¢ es T-0(X,X*)-continua. Para ello, fijamos z = (z,), € {0,1} y un
o (X,X*)-entorno del origen U que sea absolutamente convexo y cerrado. Tomemos N como
en la observacién anterior, y sea 7 = (z},), € {0, 1}" tal que 2, = z,, si 1 <n < N. Entonces,

P N P
¢(Z,):G(X7X*)'Hmzzizyn: Znyn +0(X, X7)-1im Z Z;yn
| n=1 P n=N+1
p P
:(P(Z)_G(X,X*)'Hm Z Znyn“‘o-(XaX*)'Hm Z Z:lyn
P =Nl P p=N+1

€P(z)-U+U C ¢(z)+2U,

lo que prueba que ¢ es continua.

-¢ es acotada: Como ¢ es T-0(X,X*)-continua, para cada x* € X* la funcién x*¢ es continua, y
asf, x*¢ ({0, 1}") es compacto en R. Por lo tanto, ¢ ({0, 1}") es débil acotado en X, y por el
teorema de la Acotacién uniforme, [72, Corollary 9.4], se tiene que ¢ ({O, 1N ) es acotado
en la norma.

-9 es u-integrable Bochner: La afirmacidn se sigue del hecho de que ¢ es p-medible y acotada,
teniendo en cuenta el teorema 5.2.1.

Definimos ahora v : {0,1}Y — X como w := ¢ oS, donde S : {0, 1} — {0,1}" es el
homeomorfismo dado por
S((Zn)n) = (1 _Zn)na para cada (Zn)n € {07 I}N'
-y es U-integrable Bochner: y es y-medible, ya que ¢ lo es 'y y es acotada.

Para cada n € N definimos
E,:={z€{0,1}":z, =1} € Borel ({0, 1}").

- / (0 —y)du =(1/2)y,, para cada n € N: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

X =R, pues basta componer con cada x* € X*, teniendo en cuenta la igualdad (5.4). Sean
fi, &k : {0,131 — R definidas del siguiente modo:

fi(z) = m(2)yk = XE (2
8x(2) = (1= m(2)) i = X¢ (2)y

donde m; es la k-ésima proyeccion candnica. Para cada n # k se tiene que

/En(fk_gk)dﬂ Z/Enfkdﬂ—/Engkdﬂ
1

1
= W(E,NE )y — W(E, NE;)yx = kT k= 0.

5.9
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Si escribimos s, := Zle( fx—8k), p € N, cada s, es una funcién simple, y se verifica que
lim, s, (z) = ¢(z) — y(z), para cada z € {0, 1}". Por otro lado se tiene que

sp(2) € ({0, 13") —w ({0, 1}),

con lo que sup{|s,(z)| : p € N,z € {0,1}'} < oo. Utilizando el teorema de la convergencia
dominada 5.2.3, tenemos que

h’m/ spdu:/ (0 —y)du.
r JE, E,

Ademés, gracias a (5.9), para cada p > n se verifica que

/EnSdeJ :]i,l/En(fk—gk)du :/E,,(fn_gn)d‘u’

y por lo tanto,

1
/ (¢ —w)du = / (fu—gn)du = / (e, —ynXEg) Al = W(En)yn = 5¥n,
En E’7 En

como se queria demostrar.

-liminf,||y,|| = 0: Al ser ¢ — y u-integrable Bochner, después de la proposicién 5.2.11 sabemos
que el conjunto K := { [(¢ — y)du : E € £} es relativamente compacto en norma. Tenien-
do en cuenta lo demostrado en el apartado anterior, {y, : n € N} C 2K. En consecuencia,
existe una subsucesion (y,, ) que converge en norma hacia un cierto x € X. Como, por otro
lado, existe o(X,X*)-1im, Y'7_, y,, concluimos que existe o(X,X*)-1im, y,, y que vale cero.
Asi, x = 0, y finalmente, liminf,||y,| = 0. O

Como consecuencia del teorema de Orlicz-Pettis, obtenemos el siguiente resultado que utili-
zaremos en la proposicién 5.3.4.

Corolario 5.2.13. Sean (Q,X) un espacio medible y F : £ — X una medida débilmente numera-
blemente aditiva. Entonces, F es numerablemente aditiva para la norma de X.

Demostracion. Sea (E,), una sucesion de elementos de X disjuntos dos a dos. Para cada sucesién
creciente n; < ny < ... <m < ..., laserie Y, F(E, ) converge débilmente hacia F(UZ’:lEnk).
Consecuentemente, la serie Y, F (E,) satisface las hip6tesis del teorema de Orlicz-Pettis 5.2.12, y
por tanto, Y, F(E,) es incondicionalmente convergente en norma hacia F (U;: 1 E,,), con lo que la
prueba termina. O

Acabamos esta seccién con algunos comentarios sobre los espacios L (i, X).
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([Espacios de funciones p-integrables Bochner| Para 1 < p < oo, representamos por .7 (1) el es-

pacio de las funciones escalares p-integrables, y si p = oo, escribimos .£*°(u) para denotar
el espacio de las funciones p-esencialmente acotadas. Z7(u,X) es el conjunto de las fun-
ciones p-medibles de Q en X tales que || f|| € £7(u); para f € £P(u,X) definimos

1/p
o= (fsraw) " =l e 27600
cuando 1 < p < oo,y si p = oo,

Il = AU, Cen 2 (u)).

Cada ||-||, es una seminorma, y se tiene que, para f € .7 (u,X), se da laigualdad || ]|, =0
si, y s6lo si, f =0 p.c.t.p. en Q. Si definimos la relacién de equivalencia f ~ g si, y s6lo si,
f =gp-c.tp.enQ,el espacio cociente L? (i, X) := ZP(u,X)/ ~ es un espacio de Banach
cuando se dota de la norma cociente asociada a ||-||,. Se satisface la inclusién

L(u,X) C LP(u,X), para ¢>p.

El conjunto de las funciones simples medibles es denso en (L”(,X), ||-]5),si 1 < p <oo,y
el conjunto de las funciones de L= (u,X) que toman una cantidad numerable de valores, es
denso en este dltimo espacio dotado de la norma ||-||... La descripcion de los espacios duales
es mds problematica que en el caso de los espacios de funciones escalares, y se tiene, por
ejemplo, que para 1 < p < o se da la igualdad (LP(u,X),|[|,)" = L9(u,X*) si, y s6lo si,
X* tiene la PRN respecto de ut, véase [40, Theorem 1, p. 98].

5.3 Laintegral de Pettis

N O es posible desarrollar una teoria de integracién similar a la de Bochner pero para funciones
débilmente medibles. Hay, sin embargo, una forma simple de definir (Illevados por la nocién
de baricentro, véase la pigina 130) una integral para funciones débilmente medibles, que fue
introducida por Pettis y que ha tenido numerosas e importantes aplicaciones dentro del Anélisis
Funcional.
Un resultado importante para comprender parte de lo que se presenta en esta seccion es el
siguiente teorema de Dunford.

Teorema 5.3.1 (Dunford). Sea f : Q — X una funcién débilmente medible, con x*f € £ (u)
para cada x* € X*. Entonces, la aplicacion

X*—R
Xt — / X fdu
E
es un elemento del bidual X**, para cada E € X.
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Demostracion. Observemos, en primer lugar, que la aplicacion

T:L'(n) —K

g%/gw
Q

es lineal y continua. Por lo tanto, si vemos que para cada E € ¥, el funcional lineal
Qp: X" — L'(n)

X=X fxe
es continuo, ya habremos terminado la demostracién: el funcional del que queremos probar su con-

tinuidad es, precisamente, T o Q. Gracias al teorema de la Grafica Cerrada, [72, Theorem 10.3],
demostrar la continuidad de Qf equivale a probar que su grafo es cerrado. Si suponemos que

X — x* en X*,
xofxe—g  en L'(w),
entonces existe una subsucesion (x;, ) de (x;), de forma que (xﬁ Wi xE) , converge a g p.c.t.p.en Q,

[96, Teorema 3.11]. En consecuencia, como (x;‘lk f )(E) . converge hacia x* f ¥ en todos los puntos
de Q, se tiene que

g=x"fxe, p.ctp.enQ,

y por tanto, serdn iguales en L' (u), quedando asi terminada la demostracion. O

(Integral de Dunford) Se dice que una funcion f : Q — X es integrable Dunford, si es débilmente

medible y, para cada x* € X*, se tiene que x*f € .Z'(u). En este caso, para cada E € X, el
elemento del bidual definido por

xg X" —K
X — / x*fdu
E
se llama integral de Dunford de f sobre E, y se escribe

5 =)~ [ fdu.

(Integral de Pettis| En las condiciones de la definicién anterior, si (D) — / fdu € X, para cada

E € ¥, se dice que la funcién anterior es integrable Pettis, y el valor de la integral de Dunford
sobre cada subconjunto E € ¥ se denomina, en este caso, integral de Pettis.
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@ Si f:Q — X es una funcién integrable Bochner, la igualdad (5.4) nos dice que f es
integrable Pettis, y para cada conjunto E € X, la integral de Bochner sobre E de f es su
integral de Pettis. En general, se tiene que

Integrable Bochner = Integrable Pettis = Integrable Dunford,

y ninguna de estas implicaciones se puede volver hacia atrés.

Ejemplo 5.3.2 (Una funcién integrable Dunford que no es integrable Pettis). Consideremos la
o-dlgebra de conjuntos medibles Lebesgue en [0, 1], y sea

f: [07 1] - €0

L— (X(O,l}(t)azl(O,I/Z](t)>-'~7n%(0,1/n] (f),)

Entonces, f es integrable Dunford y no es integrable Pettis.
Demostracion. Para cada x* = (o,), € ¢! = (co)*, se tiene que
X)) =Y ouno (1),
n=1

donde s6lo un nimero finito de sumandos es no nulo. Ademas,

oo l (=)
Z/O |\ otun 0,1/ (1)|dt =Y, |0ty| < co.
n=1 n=1

El teorema de Beppo Levi, [34, Corollary 2.4.2], nos asegura que x* f € Z1(1), y que

1 o 1 oo
/0 xX*fdt = Zocnn/o 2(0,1/n) (1) dt = Zan:x**(x*),
n=1 n=1

donde x** € £ = (¢o)** es el elemento definido como x™* = (1,1,...,1,...). Asi, tenemos que

(D)—/Olfdt: (1,1,0..,1,..) € £\ co,
y por tanto, f es integrable Dunford pero no integrable Pettis. O
Ejemplo 5.3.3 (Una funcién integrable Pettis que no es integrable Bochner). La funcién
£ 10,11 —£2([0,1])

t_)e[,

es integrable Pettis respecto a la medida de Lebesgue A, pero no es integrable Bochner.
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Demostracion. Segiin hemos establecido en el ejemplo 5.1.7, para cada x* € (¢2([0,1]))" se tiene
que x*f = 0 p.c.t.p. en [0, 1]. Consecuentemente, f es débilmente medible e integrable Pettis, con
integral nula sobre cada conjunto medible. Tal y como vimos en el mencionado ejemplo, f no es
A-medible, y asi, en particular, no puede ser integrable Bochner. O

Proposicion 5.3.4. Sea f : Q — X una funcion integrable Pettis. Entonces, su integral indefinida
F : ¥ — X dada por

F(E)=(P)- [ fdu. Ecx,
E
es una medida numerablemente aditiva en ¥ que satisface

lim F(E)=0. (5.10)
u(E)—0 ( )

Demostracion. Dados (E,), una sucesién de elementos de X disjuntos dos a dos y E :=J, Ey,

ﬁ@@»:ﬁcm—éﬁw>zéﬁfﬁm
:;Lfﬂm:;ﬁQm—éfw>:;f@@m.

Esto demuestra que F' es una medida débilmente numerablemente aditiva y, después del corola-
rio 5.2.13, concluimos que F' es numerablemente aditiva en norma. Por ser F' y g numerablemente
aditivas en una o-dlgebra, para demostrar (5.10) es suficiente probar, por el teorema de Pettis, que
W(E)=0implica F(E) = 0, lo que resulta evidente a partir de la definicién de la integral de Pettis,
yaque si (E) = 0, entonces, para cada x* € X*,

f@%@):/&ﬁduzo. O
JE
La proposicién anterior no es cierta para funciones integrables Dunford.

Ejemplo 5.3.5 (Una funcién integrable Dunford cuya integral indefinida no es numerablemente
aditiva). Sea f la funcién definida en el ejemplo 5.3.2, y consideremos la sucesion decreciente de
conjuntos medibles (0,1/n] \, 0. Para cadam € N fijo y cada x* = (), € £! = (cp)*, se tiene que

1/m m—1 n oo
/ X' fdt = Zan——l—Zan:x,’;*(x*),
0 n=1 L —

donde x;¥ = (%,%,...,’”7_1,1,1,...). Asi, se verifica que

1 1
(m—/‘ fﬁz(wwm,hhm)
(0,1/m] m m

de donde se deduce que

H(D) - par| =1,
(0,1/m] s
para todo m € N, no pudiendo ser F, por lo tanto, una medida numerablemente aditiva. 0
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El siguiente teorema aclara la relacion existente entre integrabilidad Dunford y Pettis de una
funcién medible, y el hecho de que la integral indefinida sea una medida numerablemente aditiva.

Teorema 5.3.6. Sea f: Q — X una funcion medible e integrable Dunford. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) f esintegrable Pettis.
(ii) La integral indefinida de Dunford, F(E) = (D) — / fdu, E € ¥, es una medida numera-
E

blemente aditiva.

Demostracion. La implicacion (i) = (ii) es la proposicion 5.3.4. Veamos ahora cémo (ii) = (i).
Dado que f es pu-medible, existen E € Enulo y E, / Q\ E, con E, € L, tales que fyxg, estd
acotada. Por lo tanto, f g, es integrable Bochner, y asi, para cada E € X,

O [ pau=0)- [ fae,du= )~ [ fre,duex.

ENE,

Por otra parte, al ser F numerablemente aditiva, existe el limite

li,?l(D) ~ | fdueX.

Ahora bien, como para cada x* € X* se tiene que x* f € ! (1),

Xt (111511(1)) - fdu) = lim x* <(D) - fdu)

ENE, ENE,

=lim x*fdu:/Ex*fd[.L: <(D)—/Efdl~l> (x*),

n JENE,

y por tanto, lim, (D) — fdu=(D)— / fdu € X, como queriamos demostrar. O
ENE, E

Integracion en espacios de Banach.

«En el desarrollo de las teorias de integracion y diferenciacion de funciones definidas
en un espacio euclideo con valores en un espacio de Banach B, las figuras pioneras,
después de los articulos de Bochner de 1933, fueron Dunford y Gel’fand. Fue el es-
tudio de la diferenciacion de funciones lo que hizo aparecer el espacio de Banach B.
A pesar de que algunas funciones, tales como las dadas por integrales de Bochner,
eran diferenciables en casi todo punto independientemente de B, muchas otras no
lo eran, y su diferenciabilidad dependia de las caracteristicas de los espacios ran-
go; mds precisamente, dependia de propiedades asociadas al conjunto rango de la
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funcion como subconjunto de B (Clarkson invento los espacios uniformemente con-
vexos con el proposito de que tuvieran propiedades de diferenciabilidad universal;
los espacios de Banach reflexivos reaparecieron con el mismo propdsito). Ademds,
la teoria de diferenciacion, al margen de su interés intrinseco, fue fundamental en
los esfuerzos para representar operadores lineales por medio de integrales: teoremas
tipo Radon-Nikodym.

B. J. Pettis (sacado del predmbulo de [40]).»

Las propiedades basicas de la integral de Pettis fueron establecidas por B. J. Pettis en
1938, aunque en 1936 algunas de estas propiedades ya habian sido estudiadas por N. Dunford:
correctamente, la integral de Pettis deberia llamarse segunda integral de Dunford.

5.4 Conexion con el proyecto de investigacion: las propiedades de
Radon-Nikodym y débil de Radon-Nikodym

U N espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad de Radon-Nikodym —brevemente PRN

(respectivamente, la propiedad débil de Radon-Nikodym —brevemente PDRN-) si, para cada
espacio de medida finito completo (Q,X, ), y cada medida vectorial F : ¥ — X de variacién
acotada y absolutamente continua respecto de u (i.e., si E € Xy u(E) =0, entonces |F|(E) =0; en
este caso se escribe |F| < W), existe una funcién f : Q@ — X integrable Bochner (respectivamente,
integrable Pettis) tal que

F(E) :/Efdy, paracada E € X.

La PDRN es estrictamente mds general que la PRN, [104, Chapter VIII].

La propiedad de Radon-Nikodym se puede caracterizar de dos formas: via el concepto de
dentabilidad y via el concepto de martingala acotada, véase [40, Chapter V]. De cualquiera de
estas dos caracterizaciones se sigue que un espacio de Banach con la PRN no puede contener un
e-4rbol acotado infinito.

Un g-drbol infinito en X, véase la pagina 57, es una sucesion (x,), infinita en X tal que
Xn = (xX2n +x2041)/2, para todo n € N.

En general, no es cierto que un espacio de Banach que no contiene €-drboles infinitos acotados
tenga la PRN: Bourgain y Rosenthal construyeron en L' ([0, 1}) un subespacio cerrado sin la PRN
que no contenia £-arboles infinitos, [13]. Sorprendentemente, para espacios de Banach duales, la
situacién es mucho mds placentera: la combinacién de resultados debidos a Fitzpatrick, Huff y
Morris, Stegall, Namioka y Namioka-Phelps, permiten establecer el siguiente resultado:

Teorema 5.4.1 (Theorem 4.2.13, [15]). Para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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(i) X* tiene la PRN.
(ii) X* no contiene €-drboles infinitos para ningiin € > Q.
(iii) Para cada subespacio separable Y C X, el dual Y* es separable.
(iv) Cada subconjunto o(X*,X)-compacto de Bx- tiene o(X*,X)-abiertos relativos de didme-
tro, en norma, arbitrariamente pequerio.
(v) Para cada D C Bx- 6(X*,X)-compacto, la identidad 1d : (D,6(X*,X)) — (D, ||-||) tiene
un punto de continuidad sobre D.
(vi) X es un espacio de Asplund, i.e., cada funcion real, continua y convexa, definida en un
subconjunto abierto y convexo de X, es diferenciable Fréchet en un Gg denso de su dominio.

La caracterizacion de los espacios duales con la PDRN es también espectacular, y en ella han
contribuido numerosos matemdticos: Musial, Odell y Rosenthal, Jacnica y Haydon, entre otros:

Teorema 5.4.2 (Chapter VI en [104]). Para un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
(i) X* tiene la PDRN.
(ii) ' ¢ X.
(iii) La inyeccion candnica i : Bx» — X* es integrable Pettis para cada medida de Radon en
(Bx+,0(X*,X)).
——o(X*X) ——]|
(iv) Para cada conjunto 6(X*,X)-compacto K C X*, se tiene que CO(K)G( ) = co(K)H |
(v) Para cada conjunto o (X*,X)-compacto y convexo K C X*, se tiene que K = co(Ext(K))H'H.
El teorema 5.4.1 llama especialmente la atencién porque conecta propiedades de naturaleza
extremadamente distinta: mientras (i) tiene que ver con teoria de la medida, (iv) es puramente to-
poldgica y (vi) puramente analitica; (iii) establece una condicidn préctica que se puede comprobar
en distintos casos concretos, y es la propiedad que liga entre si a todas las demés.

(Fragmentabilidad) Sean (Y, 7) un espacio topoldgico, d una métrica en Y y € > 0; el espacio ¥

se dice que estd e-fragmentado por d si, para cada subconjunto no vacio C de Y, existe un

subconjunto t-abierto V de ¥ con CNV # 0 y d-diam(CNV) < g, [66]. Cuando Y estd

e-fragmentado por d para cada € > 0, decimos que Y estd fragmentado por d.
(0-fragmentabilidad) Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es 6-fragmentable por una métrica

d si, para cada € > 0, X = {J,_| Xy,,¢, donde X, ¢ estd e-fragmentado por d.

Los subconjuntos acotados de un espacio de Banach con la PRN estidn fragmentados por la
norma; el reciproco no es cierto. En el teorema 5.4.1, la condicién (iv) se lee: (BX*,G(X*,X))
estd fragmentada por la métrica asociada a la norma dual. La clase de los espacios de Banach
que, dotados con su topologia débil, son o-fragmentados por la norma, ha sido extensamente
estudiada por Jayne, Namioka y Rogers, véanse [64, 65]. Namioka, [82], estudié intensivamen-
te los compactos que son fragmentados por métricas inferiormente semicontinuas, demostrando
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que éstos son homeomorfos a subconjuntos débil*-compactos de duales de espacios de Asplund.
Hay una gran variedad de resultados conectando fragmentabilidad y o-fragmentabilidad con la
existencia de buenos renormamientos. Por ejemplo, si X admite un renormamiento diferenciable
Gateaux, entonces (By+, (X", X)) estd fragmentado. Desde otro punto de vista, la nocién de o-
fragmentabilidad ha desempefiado un papel importante en cuestiones de selectores y diferenciabili-
dad en espacios de Banach. Los articulos [24] y [25] ofrecen nuevas caracterizaciones topoldgicas
de los conceptos de fragmentabilidad y o-fragmentabilidad, y contienen numerosas aplicaciones
topoldgicas y analiticas. La nocién de fragmentabilidad se puede utilizar, por ejemplo, como he-
rramienta auxiliar para estudiar el problema de la frontera presentado en la pagina 131, tal y como
se expone en [29].

La PDRN es, incluso para espacios de Banach duales, estrictamente mds general que la PRN:
la integral de Pettis es estrictamente mds general que la integral de Bochner. Entre la integral
de Bochner y la integral de Pettis existe una nocién de integral que es la versién vectorial de la
reinterpretacion que Fréchet hizo, en 1915, de la integral de Lebesgue. Fréchet consideré en [52]
funciones f : Q — Ry, para cada particiéon I = (A,), de Q en una cantidad contable (finita
o numerable) de elementos de X, asigné una integral superior y una integral inferior relativas
mediante las expresiones

J(f D) = Z.u(An) supf(Ax) y J(f,])= Z“(An)inff(An)y

n

respectivamente, suponiendo que ambas series estdn bien definidas y son absolutamente conver-
gentes. Se tiene la desigualdad J.(f,T") <J*(f,I") siempre que J,(f,T") y J*(f,I”) estén definidas.
Por tanto, la interseccion de los rangos integrales relativos

L(f,0) <x<J(f,1),

para I variable, es no vacio. Esta interseccidn es un tnico punto x si, y s6lo si, f es integrable
Lebesgue y x = / fdu.
Q

Las ideas de Fréchet inspiraron a Birkhoff para dar la siguiente definicidn:

(Integral de Birkhoff) Sea f : Q@ — X una funcién. Si I = (A,), es una particién contable de Q
en X, la funcién f se dice sumable respecto de I' si la restriccion f|4, es acotada cuando

1(A,) >0,y el conjunto de sumas

.0 = {Zuan) o) o, a0}

estd formado por series incondicionalmente convergentes. La funcién f se dice integrable
Birkhoff si, para cada € > 0, existe una particién contable I' = (A,), de Q en X para la que
f es sumable y ||-||-diam (J(f ,F)) < €. Cuando f es integrable segin la definicion previa,
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la integral de Birkhoff de f se define como el tinico punto en la interseccién

ﬂ{co (J(f,T)) : f es sumable respecto de F},

véase [8, Theorem 12].

Como se ha indicado antes, la nocién de integrabilidad Birkhoff es intermedia entre las de
Bochner y Pettis, en el sentido de que, para una funcién f : Q — X, se tiene que:

f integrable Bochner = f integrable Birkhoff —> f integrable Pettis,

véase [8]. Ninguno de los reciprocos es vélido en general, aunque integrabilidad Birkhoff y Pettis
coinciden cuando X es separable. Si f es integrable Birkhoff, entonces sus integrales de Birkhoff
y de Pettis coinciden.

En [27] se ha estudiado la integral de Birkhoff, poniendo de manifiesto que, lo que durante
muchos afios se habia considerado como condicién suficiente para caracterizar integrabilidad Pet-
tis, realmente proporciona una caracterizacion de la integrabilidad Birkhoff. Como consecuencia,
se demuestra el siguiente resultado, que supone una mejora cualitativa de la PDRN:

Teorema 5.4.3 ([27]). Para un espacio de Banach X, son equivalentes:

(i) X* tiene la PDRN.

(ii) Para cada espacio de medida finito completo (Q,Z, L), y cada medida vectorial F : £ — X
de variacion acotada con |F| < U, existe una funcion f : Q — X integrable Birkhoff de
forma que

F(E):/fd,u, para cada E € X.
E

En estos dltimos afos (2000-actualidad), hay una corriente creciente de trabajos dedicados al
estudio de la integral de Pettis en el d&mbito de las multifunciones, véanse [45, 62]. La integral de
Bochner fue transportada a multifunciones por Debreu en 1967, quien la utilizé para reemplazar
sumas en ciertos modelos matemdticos en Economia. El articulo [26] avanza algunas cuestiones
nuevas sobre la integral de Pettis de multifunciones, y propone la integral de Birkhoff de multi-

PARA SABER MAS

» Los libros [40], [42] y [103] son tres buenas referencias para el estudio de cuestiones trata-

funciones como nocién intermedia entre la de Debreu y la de Pettis.

das en este capitulo. El primero de ellos presenta, de forma organizada, numerosos aspectos
concernientes a integracién vectorial, medidas vectoriales, propiedad de Radon-Nikodym
y diversas aplicaciones de tipo analitico y geométrico en espacios de Banach. El segun-
do libro estudia, de forma exhaustiva, medidas vectoriales, considerando especialmente las
que se definen en espacios topoldgicos. También presta atencion a las diversas nociones de
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medibilidad asociadas a funciones vectoriales y a los espacios L? vectoriales, lifting, etc. El
libro [103] pasa revista, de forma autocontenida, a diversos aspectos de la teoria de la me-
dida e integracion en espacios de Banach, proporcionando criterios generales para asegurar
integrabilidad Pettis en espacios de Banach, y analizando con detalle la propiedad débil
de Radon-Nikodym. El estudio que se lleva a cabo se basa en herramientas topoldgicas y
de teoria de la medida abstracta. Los resultados mds espectaculares se obtienen a partir de
profundos resultados sobre conjuntos compactos de funciones medibles.

» Los libros [15] y [104] son dos referencias bdsicas para el estudio de las propiedades de
Radon-Nikodym y débil de Radon-Nikodym en espacios de Banach. En el primero de ellos,
se estudia de forma detallada la propiedad de Radon-Nikodym y propiedades relacionadas,
tanto a nivel global de los espacios involucrados, como a nivel localizado de subconjuntos
de los mismos. Se presentan los resultados centrales mediante los cuales se caracterizan
los espacios de Asplund X como aquéllos para los que X* tiene la propiedad de Radon-
Nikodym. El libro [104] estd dedicado al estudio sistemdtico de los espacios X que no
contienen /!, a la postre, condicién equivalente a que X * tenga la propiedad débil de Radon-
Nikodym. Resultados sobre existencia de /ifting de funciones, funciones de la primera clase
de Baire, espacios de medidas de Radon, criterios de compacidad puntual en espacios de
funciones medibles, etc., se presentan con gran detalle.
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