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1. (30-Enero-2014) Dada f : [−π, π] → C integrable, probar que para su serie de Fourier se
tiene:

a)
∑

n∈Z f̂(n)einx = 1
2a0 +

∑∞
n=1(an cosnx+ bn sinnx);

b) si f toma valores reales, entonces los coeficientes an y bn son reales.

2. (17-Febrero-2014) Obtener la serie de Fourier de

f(x) = x,

para x ∈ [−π, π].

3. (18-Febrero-2014) Obtener la serie de Fourier de

f(x) =
(π − x)2

4
,

para x ∈ [0, 2π].

4. (18-Febrero-2014) Obtener la serie de Fourier de

f(x) =
π

sinπα
ei(π−x)α,

para x ∈ [0, 2π] y α 6∈ Z.

5. (18-Febrero-2014) Utilizar el desarrollo en serie de Fourier de las funciones dadas en los
ejercicios 2, 3 y 4 para demostrar respectivamente que:

a)
∑∞

n=1
1
n2 = π2

6

b)
∑∞

n=1
1
n4 = π4

90

c)
∑∞

n=1
1

(n+α)2
= π2

sin2 πα
.

6. (21-Febrero-2014) Sea (H, 〈·〉) un espacio de Hilbert. Probar que apra cada y ∈ H la
aplicación x→ 〈x, y〉 es lineal continua y de norma ‖y‖.

7. (28-Febrero-2014) Para N ∈ N se define

DN (x) :=

N∑
n=−N

einx, para x ∈ [−π, π].

Probar que:



a) DN (x) =
sin
(
(N+1/2)x

)
sin(x/2) para x ∈ [−π, π].

b)
∫ π
−π |DN (x)|dx ≥ 4

π2

∑N
k=1

1
k .

(A la sucesión DN se le llama núcleos de Dirichlet, y desempeña un papel importan-
te para mostrar la existencia de funciones continuas 2π-periódicas con serie de Fourier
puntualmente divergente) Si k ∈ L2([a, b]× [a, b]), entonces la fórmula

8. (12-Marzo-2014) Si k ∈ L2([a, b]× [a, b]), pruébese que la fórmula

Kf(t) :=

∫ b

a
k(t, s)f(s) ds

define un operador acotado K : L2([a, b]) → L2([a, b]) (llamado operador integral con
núcleo k), que satisface

‖K‖ ≤
(∫ b

a

∫ b

a
|k(t, s)|2 dt ds

)1/2
.

9. (12-Marzo-2014) Pruébese que la ecuación diferencial en [a, b] con condiciones iniciales
x(a) = xa ∈ R, x′(a) = x′a ∈ R

−x′′(t) + q(t)x(t) = 0

donde q : [a, b]→∈ R es una función continua, tiene una única solución.

10. Pruébese la fórmula que da la solución de una ecuación de Fredholm cuando λ = λm.

11. Pruébese que si la función k en el ejercicio 9 satisface

k(s, t) = k(t, s) para cada s, t ∈ [a, b]× [a, b],

entonces el operador K es autoadjunto, es decir,

〈Kf, g〉 = 〈f,Kg〉, para cada f, g ∈ L2([a, b]).

12. Sean a0, a1 y b0, b1 en K. Pruébese que existe una función f ∈ C1([a, b]) tal que f (i)(a) = ai
y f (i)(b) = bi. ¿Cómo planteaŕıas el ejercicio para funciones de clase Cn?¿y para funciones
de clase C∞?

13. Si K es un operador como en el ejercicio 12 y (en)n es una base hilbertiana de L2([a, b])
formada por vectores propios de K con valores propios asociadaso (λn), pruébese que

∑
n

λ2n =

∫ b

a
|k(t, s)|2 dt ds

)1/2
.

14. Pruébese la fórmula que da la solución de un sistema de Sturm-Liouville cuando µ = µm.

15. Resolver el sistema de Sturm-Liouville en [0, 1] dado por la ecuación

−x′′ − µx = y

bajo las condiciones frontera:

a) x′(0) = 0 = x′(1);



b) x(0) = 0 = x′(1).

16. Pruébese que si f ∈ L1[−π, π] y (Kn)n es un núcleo de sumabilidad entonces,∥∥∥ 1

2π
f ∗Kn − f

∥∥∥
1
→ 0, cuando n→∞.

17. Para una serie formal
∑∞

n=0 an en K si denotamos por Sn :=
∑n

k=0 ak. Decimos que∑∞
n=0 an es sumable Cesàro si existe

ĺım
N
σN ∈ B.

Pruébese que si
∑∞

n=0 an es convergente entonces es sumable Cesàro y se tiene que∑∞
n=0 an = ĺımN σN . Pruébese que el rećıproco no es cierto.

18. Sea k = 1, 2, . . . y f : [−π, π]→ K de clase Ck y 2π-periódica. Pruébese que existe C > 0
talque que

‖SNf − f‖∞ ≤
C

Nk−1/2 , para cada N ∈ N.


