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Objetivos

© Definir y entender el concepto de integral de Riemann.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

@ Estudiar las propiedades de la integral.

© Conocer la caracterizacion de Lebesgue de la integrabilidad de
Riemann.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de integral de Riemann.

@ Estudiar las propiedades de la integral.

© Conocer la caracterizacién de Lebesgue de la integrabilidad de
Riemann.

@ Estudiar el Teorema Fundamental del Calculo y sus
aplicaciones.

© Estudiar las distintas aplicaciones de la integral al célculo de
areas, voliimenes de revolucién y longitudes de curvas.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a, b] = R una funcién acotada.
@ Llamaremos particién de [a, b] a cualquier conjunto finito
m = {to, t1,..., ta} tal que

th=a<ti<th---<t,=b.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] lo designaremos con T[a, b].
Denotaremos con M; = supy,,_, .1 f(t) y con m; = infp;,_, » f(t) siendo
th=a<t <t <t,=bun elemento de N[a, b].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a, b] = R una funcién acotada.

@ Llamaremos particién de [a, b] a cualquier conjunto finito
m = {to, t1,..., ta} tal que

th=a<ti<th---<t,=b.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] lo designaremos con T[a, b].
Denotaremos con M; = supy,,_, .1 f(t) y con m; = infp;,_, » f(t) siendo
th=a<t <t <t,=bun elemento de N[a, b].

@ Si 7 € MNJa, b] llamamos suma superior y suma inferior de f
correspondiente a 7 a los niimeros reales definidos por las siguientes
férmulas

S(f,m) = Z Mi(t; — ti—1)




Sumas e integrales superiores e inferiores
Lain al como limite de sumas de Riemann
ades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7, 7’ son particiones de [a, b] diremos que ' es més fina que T, y
escribiremos m < 7', si todos los elementos de 7 estdn en 7’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7’. s palabras, se trata del conjunto
interseccion
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Lain al como limite de sumas de Riemann
ades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7, 7’ son particiones de [a, b] diremos que ' es més fina que T, y
escribiremos m < 7', si todos los elementos de 7 estdn en 7’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7’. s palabras, se trata del conjunto
interseccion

7wV 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
Denotaremos con 7 V
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Lain al como limite de sumas de Riemann
ades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7, 7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es més fina que T, y
escribiremos m < 7', si todos los elementos de 7 estdn en 7’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7’. s palabras, se trata del conjunto
interseccion

7wV 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
Denotaremos con 7 V
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Proposicién

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:

Q@ 7 <« implica s(f,m) < s(f, ).
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Sumas e integrales superiores e inferiores
Lain al como limite de sumas de Riemann
ades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7, 7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es més fina que T, y
escribiremos m < 7', si todos los elementos de 7 estdn en 7’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7’. s palabras, se trata del conjunto
interseccion

7wV 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
Denotaremos con 7 V
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Proposicién

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:
@ 7 <« implica s(f,w) < s(f, ).
Q 7 < ' implica S(f,7) > S(f,n").
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Sumas superiores e inforiores

@ Si 7, 7’ son particiones de [a, b] diremos que 7’ es més fina que T, y
escribiremos m < 7', si todos los elementos de 7 estdn en 7’. En otras
palabras, si 7 es un subconjunto de 7’. s palabras, se trata del conjunto
interseccion

7wV 7’ a la particién cuyos elementos son los puntos
Denotaremos con 7 V
pertenecientes a alguna de las particiones 7 o 7’

Proposicién

Sean 7,7’ particiones de [a, b]. Entonces:
@ 7 <« implica s(f,w) < s(f, ).
@ = <« implica S(f,7) > S(f, 7).

Corolario

Si 7,7’ son particiones de [a, b] entonces s(f,7) < S(f,n').
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integral Superior e Inferior

@ Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real

/bf = sup{s(f,n); w € MN[a, b]}.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integral Superior e Inferior

@ Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real

b
/ f =sup{s(f,n); m € N[a, b]}.

@ Se llama integral superior (de Darboux) de f al nimero real

b
/ f = inf{S(f, m); m € N[a, b]}.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integral Superior e Inferior

@ Se llama integral inferior (de Darboux) de f al ndmero real

b
/ f =sup{s(f,n); m € N[a, b]}.

@ Se llama integral superior (de Darboux) de f al nimero real
" b
/ f = inf{S(f,n); m € MN[a, b]}.

© Se dice que f es integrable Riemann en [a, b] y se escribe f € R[a, b] si
las integrales inferior y superior de f coinciden. A ese valor comin se
llama integral Riemann de f y se denota por

Variable Real Il



Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Caracterizacion integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a, b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe 7 € l[a, b] tal que S(f,7) — s(f,7) < e.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Caracterizacion integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a, b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe 7 € l[a, b] tal que S(f,7) — s(f,7) < e.

Ejemplo

| \

La funcién de Dirichlet Dy, definida como la funcién caracteristica
de los irracionales del intervalo [0, 1], es decir, Di(x) = O si
x€Qn[0,1]y Di(x) =1si x € (R\Q)NJ0,1] no es integrable
Riemann en [0, 1].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Caracterizacion integrabilidad

Teorema

La funcién f : [a, b] — R es integrable Riemann si y solo si, para
cada € > 0 existe 7 € l[a, b] tal que S(f,7) — s(f,7) < e.

Ejemplo

La funcién de Dirichlet Dy, definida como la funcién caracteristica
de los irracionales del intervalo [0, 1], es decir, Di(x) = O si
x€Qn[0,1]y Di(x) =1si x € (R\Q)NJ0,1] no es integrable
Riemann en [0, 1].

Corolario

@ Si f es continua entonces f € R]a, b].
@ Si f es mondtona entonces f € R]a, b].
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Definicién de la integral y propiedades SUPSEES @ Hiftaiaics
gral y prop La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: refinamiento

Definicién

Sean f :[a,b] > Rym={a=ty <t <---<t,=b} una particién de [a, b].
Sea {z1,2,...,2,} una coleccién arbitraria de puntos tales que z; € [ti_1, ti],
para cada i =1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la particién 7

y a los puntos {z}i a S(f,m, z):= >, f(z)(ti — ti-1).
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L . . Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades H N P A
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: refinamiento

Definicién

Sean f :[a,b] > Rym={a=ty <t <---<t,=b} una particién de [a, b].
Sea {z1,2,...,2,} una coleccién arbitraria de puntos tales que z; € [ti_1, ti],
para cada i =1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la particién 7

y a los puntos {z}i a S(f,m, z):= >, f(z)(ti — ti-1).

Teorema

Para f : [a, b] — R acotada son equivalentes:

@ £ es integrable Riemann en [a, b].

@ Existe un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada e > 0
existe mo € M[a, b] tal que si mp < 7 € MM[a, b] se cumple

‘A - S(fvﬂ—azi)‘ <§g,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

En este caso A = fab f.
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Sumas
La integ omo limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Propiedades de la integral

Proposicion

b

R[a, b] es un espacio vectorial y el operador / es lineal.
a
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Propiedades de la integral

Proposicion
b

R[a, b] es un espacio vectorial y el operador / es lineal.
a

Proposicion
Sean f,g € R]a, b].

b b
@ Si f(x) < g(x), para todo x € [a, b], entonces / f< / g.
a a
@ Si m < f(x) < M, para todo x € [a, b], entonces
b
B 2) g/ F < M(b—a).

a
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Sumas e int: les superiores e infer
i e Riemann

Definicién de la integral y propiedades La integral como limite de sumas de
Propiedades de la integral

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a, b] — R se definen las funciones parte positiva de f y

parte negativa de f mediante:
fH(x) = max{f(x),0} f~(x) = — min{f(x),0}.

Se tienen las siguientes igualdades:
f=Ff"—f" y |fl=Ff"+f"
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es superiores e inf
mo limite de sumas de
Propledades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a, b] — R se definen las funciones parte positiva de f y
parte negativa de f mediante:

fH(x) = max{f(x),0} f~(x) = — min{f(x),0}.
Se tienen las siguientes igualdades:

f=fT—f vy |fl=Ff"+f

Proposicion

Si f € R[a, b] entonces f, f~, |f| € R[a, b] y se verifica

b b
Y
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Propiedades de la integral

Dada una funcién f : [a, b] — R se definen las funciones parte positiva de f y
parte negativa de f mediante:

fH(x) = max{f(x),0} f~(x) = — min{f(x),0}.
Se tienen las siguientes igualdades:
f=fT—f vy |fl=Ff"+f

Proposicion

Si f € R[a, b] entonces f, f~, |f| € R[a, b] y se verifica

b b
[< [

Observacién

Si f € Rla, b] y |f(x)| < M para todo x € [a, b] entonces

b
/ f

< M(b— a)
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Aditividad respecto del intervalo de integracion

Sea f : [a,b] — R acotada y sea ¢ € [a, b].
@ 1 € Rla,b] implica f € Rla,c] y f € R[c, b] siendo ademas

b c b
[e=[re [

@ feRlaclyfeR]c,b] implica f € Rla, b].
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Aditividad respecto del intervalo de integracion

Sea f : [a,b] — R acotada y sea ¢ € [a, b].
@ 1 € Rla,b] implica f € Rla,c] y f € R[c, b] siendo ademas

b c b
[e=[re [

@ feRlaclyfeR]c,b] implica f € Rla, b].

Proposicion

Definicién de la integral y propiedades

Sea f : [a, b] — R una funcién acotada.

/f:o.

@ Si a = b se conviene en

@ Si f € Rla, b] pondremos
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Sumas e integ superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Otras propiedades

Proposicion
Si f € Rla,b]y g : [a, b] = R coincide con f salvo en un niimero
finito de puntos, entonces g € R[a, b] y

Funciones de Una Variable Real Il



N . . es superiores e inf
Definicién de la integral y propiedades . F
E mo limite de sumas de

Propledades de la integral

Integrabilidad Riemann segln Lebesgue

Definicién

Un conjunto A de nimeros reales se dice que tiene medida cero si
para cada € > 0 existe una sucesién numerable (/,), de intervalos
cerrados y acotados tales que A C U/, y > L(/n) < €, donde L(/y)
denota la longitud del intervalo /,,.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integrabilidad Riemann segln Lebesgue

Definicién

Un conjunto A de nimeros reales se dice que tiene medida cero si
para cada € > 0 existe una sucesién numerable (/,), de intervalos
cerrados y acotados tales que A C U/, y > L(/n) < €, donde L(/y)
denota la longitud del intervalo /,,.

Teorema de Lebesgue
Sea f : [a, b] — R una funcién acotada y sea D(f) el subconjunto
de [a, b] formado por los puntos en los que f no es continua.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Q@ f cRlab]

@ D(f) tiene medida cero.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad Riemann segln Lebesgue

Definicién de la integral y propiedades

@ La funcién D; de Dirichlet definida en los ejemplos 7?7 no es
integrable porque es discontinua en todo punto. Pero la
funcién D, si es integrable porque su conjunto de puntos de

discontinuidad es [0,1] N Q, como ya vimos alli.

@ Si f es integrable Riemann en [a, b] y g coincide con f salvo
en un conjunto numerable de puntos, entonces g no es
necesariamente integrable Riemann.
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Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Integrabilidad Riemann segln Lebesgue

Definicién de la integral y propiedades

@ La funcién D; de Dirichlet definida en los ejemplos 7?7 no es
integrable porque es discontinua en todo punto. Pero la
funcién D, si es integrable porque su conjunto de puntos de

discontinuidad es [0,1] N Q, como ya vimos alli.

@ Si f es integrable Riemann en [a, b] y g coincide con f salvo
en un conjunto numerable de puntos, entonces g no es
necesariamente integrable Riemann.

Corolario

Si f,g € R]a, b] entonces fg € R]a, b].
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Sumas e int: les superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Definicién

Sim={th=a<ti <t <---<ty,=b} es una particién del intervalo [a, b] se
Ilama norma de la particion a

0 :=max{ti — ti—1:1 < i< n}.
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L . . Sumas e integ superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades . - p .
’ La integral como limite de sumas de Riemann

Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sim={th=a<ti <t <---<ty,=b} es una particién del intervalo [a, b] se
Ilama norma de la particion a

0 :=max{ti — ti—1:1 < i< n}.

Teorema
Sea f : [a, b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

@ £ es integrable Riemann en [a, b].

@ Existe un niimero real A con la propiedad siguiente: para cada e > 0
existe d > 0 tal que para cada particion m de norma menor que 9 se
cumple

‘A — S(f,ﬂ',zi)‘ < @&,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

. b
Ademas en ese caso A = fa f.

Funciones de Una Variable Real Il




Sumas e integrales superiores e inferiores
La integral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7/ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién 7
afiadiéndole k puntos y sea d la norma de la particién 7. Sea

f : [a, b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo
x € [a, b]. Entonces

|S(f,, z) — S(f,w’,zjf)| < 0(M — m)k

supuesto que los puntos z; y zj’ coinciden en aquellos intervalos de
7 que no han sido subdivididos por la particién 7’
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Sumas e integrales superiores e inferior
i ral como limite de sumas de Riemann
Propiedades de la integral

Definicién de la integral y propiedades

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7/ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién 7 afiadiéndole k puntos y sea & la norma de la
particién 7. Sea f : [a, b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo x € [a, b]. Entonces

IS(F, m, 2)) — S(f, ©', 2])| < 8(M — m)k

supuesto que los puntos z; = zj’ en aquellos intervalos de 7 que no han sido subdivididos por la particién 7’ .
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L . . Sumas e integrales superiores e inferiores
Definicién de la integral y propiedades . - P .
’ La integral como limite de sumas de Riemann

Propiedades de la integral

Integrabilidad via sumas de Riemann: norma de particiones

Sea 7/ una particién de [a, b] obtenida a partir de la particién 7 afiadiéndole k puntos y sea & la norma de la
particién 7. Sea f : [a, b] — R una funcién acotada con m < f(x) < M para todo x € [a, b]. Entonces

IS(F, m, 2)) — S(f, ©', 2])| < 8(M — m)k

supuesto que los puntos z; = z/.’ en aquellos intervalos de 7 que no han sido subdivididos por la particién 7’ .

Teorema

Sea f : [a, b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

@ £ es integrable Riemann en [a, b].

@ Existe un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada ¢ > 0
existe d > 0 tal que para cada particién 7 de norma menor que 4 se
cumple

‘A - S(fvﬂ—,zi)‘ <kg,

para cualquier suma de Riemann correspondiente a 7.

. b
Adema3s en ese caso A = fa f.
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Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Calculo

Teorema fundamental del calculo

Sea f € R|a, b]. Para cada x € [a, b] se define

) = /: f. (1)

La funcién F asi definida recibe el nombre de integral indefinida y
verifica las propiedades siguientes:

@ F es continua en [a, b].

@ Si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es derivable en c y
F'(c) = f(c).
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Teorema Fundamental del Calculo

Primitivas: Regla de Barrow

Definicién

Dada f : [a, b] — R se dice que g es una primitiva de f si g es derivable y
/
g =f.
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Teorema Fundamental del Calculo

Primitivas: Regla de Barrow

Definicién

Dada f : [a, b] — R se dice que g es una primitiva de f si g es derivable y
/

g =f.

Observaciones:

@ Por el teorema anterior las funciones continuas tienen primitivas. La
funcidn integral indefinida definida por (1) es una de ellas. Las otras se
obtienen sumando a ésta una constante.

@ La integral indefinida puede no ser una primitiva. Por ejemplo, basta
tomar como f : [0,1] — R la funcién caracteristica de [3,1]. En este
caso la integral indefinida viene dada por

{o si x € [0,1/2]

F(x) = x—1/2 sixe(1/2,1]

que no es una funcién derivable en x = 1/2.

© Hay funciones discontinuas que tienen primitiva. La derivada de la
funcién g(x) = x’sen % si x # 0y g(0) = 0 esta en esas condiciones.
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Teorema Fundamental del Calculo

Regla de Barrow, Partes y cambio de variable

Férmula de Barrow

Sea f € R[a, b] y sea g una primitiva de f. Entonces

/ F = g(b) — g(a). 2)

B. Cascales, J. M. Mira y L. Oncina Funciones de Una Variable Real Il



Teorema Fundamental del Calculo

Regla de Barrow, Partes y cambio de variable

Férmula de Barrow

Sea f € R[a, b] y sea g una primitiva de f. Entonces

b
/ F = g(b) — g(a). 2)

Sean f,g € R[a, b] y supongamos que tienen primitivas F, G respectivamente.
Entonces,

/b Fg = F(b)G(b) — F(a)G(a) — /b fG.
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Teorema Fundamental del Calculo

Regla de Barrow, Partes y cambio de variable

Férmula de Barrow

Sea f € R[a, b] y sea g una primitiva de f. Entonces
b
| =se)-sta). @)

Integracion por partes

Sean f,g € R[a, b] y supongamos que tienen primitivas F, G respectivamente.
Entonces,

/b Fg = F(b)G(b) — F(a)G(a) — /b fG.

Cambio de variable

Sea ¢ : [c,d] — [a, b] una funcién derivable con derivada continua tal que
p(c)=ay ¢(d) =b. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces

/abf— /Cd(fosoxo’. 3)
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Dos técnicas generales de integracién

Ejemplo: Integracién por partes

b
/ xe*
a

Ejemplo: Integracién por cambio de variable

Calculemos

Calculemos
1/2 1

—d
0 V1 — x? X

@E[integraloél.wxmx] Maxima puede calcular, de forma sencilla,
integrales definidas como las anteriormente consideradas.
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Aplicaciones

Ejemplo: Aplicacion del Teorema Fundamental del Calculo

Sea f : R — R continua. Sea F : R\ {0} — R definida por
F(x) =2 [* f(t)dt

X

© Calcule limy_o F(x). Definiendo F(0) = limy_,o F(x) pruebe que la
funcién asi definida es continua en R.

@ Pruebe que F es derivable R\ {0} y calcule su derivada.

Ejemplo: Otra aplicacion del Teorema Fundamental del Calculo

Sea f : [a,b] — R continua y monétona creciente. Pruebe que la funcién
definida por F(x) = [ f(t) dt verifica

X+y 1 1
F< . ) < SF(x)+ F(y) para todo x,y € [a, 1]

LEs cierto el resultado si f es Gnicamente continua?
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Aplicaciones

o Areas de figuras planas

b
area(Region gris) ::/ f, cuando f >0
a

b
area(Regién gris) 1= / |f — g|, entre dos curvas.
a

Ejemplo: Calculo de un area plana

Calculo del area de la elipse de ecuacién

X2 2
_+§:1
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Aplicaciones

@ Volumenes por cilindros

n b
> wf(zi)?(ti — ti1) — volumen(Rx) = Tr/ £2(x) dx
i=1 a

al rotar engendra un cilindro

ti Wt
EJE DE ROTACION

Cascales; Mira; Oncina (U. Murcia) Integral de Riemann



Aplicaciones

@ Volumenes por tubos.
P:{t0<---<t,'_1<t,'<-~<tn}; tii1 <z <t

S rf(z) (- t2) = Zzwf(z,)W(t, 1)
i=1 i=1

b
— volumen(Ry) =27T/ f(x)x dx

f

al rotar engendra un «tubo»

EJE DE ROTACION

Cascales; Mira; Oncina (U. Murcia) Integral de Riemann



Aplicaciones

Ejemplo: Volumen de revolucion con cilindros

Volumen de la esfera de radio R.

Ejemplo:Volumen de revolucién mediante tubos

Se considera la curva de ecuacién

f(x) = arctan x2. Determine el volumen del
«cuenco» engendrado al girar en torno al eje OY
dicha curva para x € [-1,1].

Ejemplo:Volumen de revolucién mediante tubos

Volumen del toro de radio mayor R y radio
menor r por rotacién respecto a OY.

A

Cascales; Mira; Oncina (U. Murcia) Integral de Riemann
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