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Relación 3. La integral de Riemann

Lo que hay que saber hacer.

Ĺımites e integrales: las sumas de Riemann

1. Sea f : [a, b] −→ R una función continua. Probad que

ĺım
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f(zk) =

∫ b

a
f,

para cualquier elección de zk ∈ [a + (b−a)
n (k − 1), a + (b−a)

n k] para k y n enteros con
1 ≤ k ≤ n.

2. Usando ĺımites, calculad las siguientes integrales:

a)

∫ 4

2
x, b)

∫ 1

0
x2(1− x)

Indicación: Para calcular los ĺımites resultantes os será de utilidad conocer/recordar las
fórmulas que expresan sumatorios del tipo

∑n
k=1 k

a como polinomios en n con a = 1, 2, 3.

3. Usando integrales, calculad los siguientes ĺımites

a) ĺım
n→∞

n−1∑
k=0

1√
n2 − k2

, b) ĺım
n→∞

1

n

n∑
j=1

sen
jπ

2n
, c) ĺım

n→∞

1

n

(
(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ n)

)1/n
Indicación: Para calcular las integrales resultantes podéis usar Maxima.

Para pensar un poco:

4. Sea a > 0 y f : [−a, a] → R integrable. Probad que si f es una función par entonces∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0
f(x) dx, mientras que si es impar se cumple

∫ a

−a
f(x) dx = 0.

5. Si g : [a, b]→ R es acotada y g ∈ R([c, b]) para todo c ∈ (a, b] entonces g ∈ R([a, b])

6. Sea f : [a, b] → R una función continua que satisface f(x) > 0 para todo x ∈ [a, b].

Probad que entonces

∫ b

a
f > 0.

¿Habéis usado en la prueba la continuidad de f en todo el intervalo? ¿No? Entonces
quizás podéis probar el caso más general, es decir, asumir que f es solo integrable
Riemann.


