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Caracterizacion de abiertos simplemente conexos

Las siguientes condiciones son equivalentes para un abierto conexo 2 C C:
©Q Q es homeomorfo a D(0.1).

Q (1 es simplemente conexo.

© Cada camino cerrado en £ es {2-homdlogo a cero. [FINALJ

Q C..' Q es conexo.

_ 1 [ f(w)
Q f(z)Ind(l.z) = 2 - Ea‘w, para cada f € 5#(Q), paracada z€Q y
para cada ciclo [ en 2

Q f f(w)dw =0 para cada f € 5#(Q) y para cada ciclo [ en Q.
-

@ 2 es holomérficamente conexo.
O Q es logaritmicamente conexo.

@ Para cada f € #(£) con 0 & £(Q) existe g € () con g2 = f.

o

Empezamos por adavar wda uno de los tancepts mvolucrados: ung ves que
\/luz)qwm ‘/Le_d/lo Q‘r‘:&) ) dewLosltrareW\oe \.CL e_gfu wo.ley\cmu e,V\JCr@, ’todac, las‘,

Pfo Lea\u&ee: ,
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I S e 5wvw\eme/\!ce Conexo, poc de‘r‘m\'cno(u/ ai cale cawno cervado om J)
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Un re‘)a% wmesS ex\ncwérwo ale [m nocwow de a\ole_rl'o %xmp\evnen e (ONEXO+

3 - Coda camino cevrado ™ JL Q-Llowmrl°@o GLCeroj%\ nipico. %.c Cadh
camino cerrado 5 en L o da veelbos alredeflor de los Pwl:»»s de €\JL.

4.- Co\ L es conexm, $H“‘Q°° ge Q’m\& no se Puedle poner como
Uniin de dos cewads de € no {nvmlesd dts]uv\'tos: L\emoe de o Tor-
grue o\ﬁ,uf \o \Mpoufe%\'e G\‘co\-Q, onexo NO 9t PUEDE REEMPLAZAR

()o( Q\L e o nexo : _/./_//_////_/_ 0 Uha bumdk\mwzah\m_\ ()
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5.~ Lo 9‘,06_ ecceiloy mos agrmrj es la valides de lo fdrmolade Cavo‘ng, Pam
bodgs, \as Soncoues cidos en J2 .
6~ J um\ %UC enel /t',\‘cm Cwl‘(‘evfor Fero con e) Teorema de IG;we,ng_
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e el T™ de Riemann . Dare dotener oe Sl es covrc.eg‘uwalemte
a Do) st L+C.

Recordatorio sobre abiertos simplemente conexos

Definicion. Homotopia
Sean 1.7 : [0.1] — £ dos caminos en un abierto O C .

© 5i 10,71 son cerrados, se dice que son {2-homotépicos si existe una
funcién continua h : [0,1] x [0,1] — €2 que verifica:

i) h(0,t) =y0(t), h(1,t) =n(t), para todo t < [0,1].
i) h(s,0) = h(s,1) para todo s € [0,1].

@ Si o, 1 tienen los mismos extremos: y(0) = y1(0) = zo,
(1) = ¥1(1) = z1, se dice que son Q-homotédpicos (como caminos con
extremos fijos) si existe una funcién continua h: [0,1] x [0,1] — €2 que
cumple:
i) h(0,t) =y0(t), h(1,t) =n(t), para todo t < [0,1].
i) h(s,0) =z, h(s,1) = z; para todo s € [0,1].

En ambos casos se dice que h es una homotopia entre 15 v 1.

-
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\n(sflc)==(4"5> TolE) # *5.%) o0& Ll
Si 2 C C es un abierto, denotamos por
A() :={y:[0,1] — $2: y camino cerrado}.

A(£2) lo consideramos dotado de la norma del supremo

[7]|ee == sup [y(t)].
t<[0.1]

Ejercicio
Sean %,71 : [0,1] — © dos caminos cerrados en . Pruébese que
son equivalentes:
© 7,71 son homotodpicos como caminos cerrados en ).
@ Existe y:[0,1] — (A(S2).]| - ||==) continua tal que Y(0)=7% vy
Y1) =n.

R esoluci g, @ = ol ¥ €% como eu @ e alomno Pvede comprobaf
wmedidtameuie ge (s 0= YOU) oc5es 0ekEd,
establece v homotopia. eatre To u . .
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d(mde 6(5) [t) := hist) y, es uiu o\\ﬂimcu’m toutinuce para. el =N g &
ok b odomacdn se Sigue, o el alumno puede comprobar de lo

C@V\{'\V\NdUA UNIFORME de \/1, en EO,l]KDtL}. -’ﬂl’

Sea £2 C C abierto y fijemos a & £2. La aplicacién
Ind(.,a) : (A(2).]| - ||) — Z, que a cada y € A(2) le hace
corresponder su indice alrededor de a es localmente constante.
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¥y o S dos wminos (efados gue Mo pasaun por Cevo Y
| yle) - o)l < |¥te) | +lote) ] eatontes Iv\d.LK,o)-_Ind(u—,o)}
S ; Vieloyid
T iawos Xe]\m_) ¢ Como OL%'ZS(EOLL-J) ten emos Ge
\ 0<E=ml\n%\5w\—a\=’€e®aﬂkj

: - g : )
o1 tomawoe B\L-\l (f)&/z)zlo—e‘[\‘(”ﬂ:)' | g-oW< /z} ento ac
e By (w182) ™ i
| \“mu:) s & Wg-ol e ®p < Iyle)-al 7> -
'~0 - _
teToidd \7[’{:6,[0’4] ~

— (cly- | < |y LE) =l
Ind(\@,&):im(@‘,a) Y asl Tad(o))es

\Om\me\m\e constate ©wo gerewes dewmostrt «

\fste) ~a)

Proposicién
Si 0,7 :[0,1] — Q son dos caminos cerrados 2-homotépicos,
entonces son {2-homélogos.

DCW\OD!YTQC(O(M." SPQ a€ G\ . e[ To Ty 0w Sl-\/lowm\:é\g\‘coc,\ OA.\.M(@
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SC cons dev amads Tl [+, 0)
Tot] Al *‘AZ—L}Z
Ay B T Ind (¥161,)
e.%lm Q?Q(cac.\(gu 5 \om\mcﬁc CQV\%JRI(VV)(Q 6 Por Lo ‘kom\‘? CeJV\)fw\ucL A\
Coamo [0,1] es tanexo , Ao Quwcmrw es 3\3 (th VX

Thd (3o, &) =Tnd (¥, %) Pporw cada a€ €\ . #

Definicién

Un abierto conexo 2 C C se dice que es simplemente conexo si
cada camino cerrado en (2 es £2-homotopico a un camino
constante.

C@m &‘o\‘u ﬂoctcgw de a\mcf\‘o 5\mMemw% Congxo & c\ava gre &
S es s\m?ﬁemm\-e onexo (T G e comimo cerrado e (2
s Jl—\f\ovmqvgo o cero ! estn 5 \a \M‘Jrcauo/u @ :p@ enel
Leoewe con 2 egowvalencias.

De&\)ue(s d;\—‘bra\mjo q,ue hewpb her 9ethewe oMo OVEetu encit:

Teorema de Cauchy

Sea f € #(2) y ¥ un camino cerrado en €2, regular a trozos y
(2-homotdpico a un camino constante. Se verifica

f(z)

Z—d

/}rf(z)dzzﬂ; Ind(y, a)f(a) = L /}’

= 57 dz si a & Imagen(y)

Si Y, %1 son caminos regulares a trozos en {2, con los mismos
extremos, y £2-homotdpicos como caminos con extremos fijos, se

cumple
/}if(z)d.:_f':/nf(z)dz




\/&W\O% o demostrar ahora [u Cuvc‘ckev{ z—acmrn dado en la Pq,%mo\ 2_3
CON nueye CDN*.&CCOV\ﬁB Q—g{U\UU.L.‘QV\.{_ﬂ'b Pw& [.(‘J“' d(_lmty’hjg s\W\PIEYVIQY\('e canexns

DEMOSTAACLON — [ FINAL }

Q Q es homeomorfo a D(0.1).
Q (! es simplemente conexo.
S( T N +— D(%d) esun \'\omeomr'ﬁfsmo Y vl — JL

cerrado €n ﬂ, e nfouces "YS’DJ-—J — Dl6.1), esun camino cerioch

A JL aue. € \/Nmol:o,Pfco o Une the ! st ‘/\5[(’(4-17(['0(13 — D(o,4) &l
‘\OW\O“‘OP‘\G m;cver’v“é‘ \[l Une d‘e./ entonces f"c_\n. =C°¢43KE°(H——’J2- gs Una
\/\OMG\‘dPeQ e.vr\‘de ?5‘ a UA Cameno clce ey Jl..

Q (! es simplemente conexo.
© Cada camino cerrado en £ es £2-homélogo a cero.

S ze Gl 4 B €5 Un oo GerradanL/ enlonces ¥ €5
\/\omo\‘d?ico con commo cle=g, emdl ~ Tnd (g, 2) =Tnd (s, 2) =0,

POY Once
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© Cada camino cerrado en 2 es (2-homélogo a cero.

Q C. '\ f2 es conexo.

Vawmos o demostrar 9. i © vo 4 satistuce entoncen @ Tampocs . %”P"Q"‘“’“
G Co\L no @5 conexo, Tomemss A B cetrados ey G\ (Cetrades o Go)
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Tomemes ahora 04 §¢ = 4 ﬂ')‘udo aeA/lComawws Unc

malle wwo la de) di\w)‘o de paso S de forma e a & wherio de uno
de los  coudrados ae. se slotienen, Gnederemos L7el cido formads por
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fomadas Iwmam(fl) - Jl} como el alumno ?ocﬂe COWLPYOL)CLV! [es

N ( .
el ado de eshe ColoR VERDE enel a\\bUJo de la pagina antenior .

© Cada camino cerrado en (2 es {:-homdlogo a cero.
Q C.. '\ % es conexo.
3ea [ N camino cerfodo JL g oeo- T la com?aneuioe onexec

no awotade de CWwm(¥): Tulwyesla omponeute conexc. de )
o en ﬁao\TMa}Jw , Gwo Smae () S S2 ~ o elsLe Cp\Imay ().

Como @co\-Q es conexy Y Ceo\SL c T uiey 7 C\?\JZC'T;. Z&

A\‘\OT& b\en) Fmra (,a_cj.a. 2e [ aa\oemos EV\d (’75‘/2'),20 }E'V" Tm WLty
P cedo ze C\fL sefene Tnd (¥2)=0 g an ¥ <5
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© Cada camino cerrado en {2 es {2-homéloge a cero.

1 f(w)
Q f(z)Ind(l.z) = = rEdw, para cada f € J#({2), paracada z€Q y

para cada ciclo [ en 2.

Eobu e5 Lo Hdmolo de Cos duy; cada cdo 0 en 52 es 8- homdogo, u
Pose. €l Senemos Lo fevnol o zée QMJ/la pua Coda J ¢ PL0)



miJrw—z
para cada ciclo [ en £2.

@ Q f(z)lnd(l.z)= EL.[ de, para cada f € 5#((), para cada zeQ y

Q f f(w)dw =0 para cada f £ 5#(§2) y para cada ciclo [ en (0.
-

@) establece \avalidez del Teorema d&faudna g cada cido [y ades
Soncidn olowar fe Jedin). Cuundo se demuestra b £5rmola de Q)uché
Se Q%&‘a\ulece L& eq(ua':vct.‘evxc.\m f’Jlf\'fe_ @ 5@

Q f f(w)dw =0 para cada f € 5 () y para cada ciclo [ en €0
-

Q (2 es holomorficamente conexo.

Si o esun cawmmo Coade ), ”md% 0 o lodorma deferencial
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(Q QD (1 es holomérficamente conexo.

©Q  es logaritmicamente conexo.
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Q (2 es logaritmicamente conexo.

Q Para cada f € #(Q) con 0 & f(Q) existe g € #°(Q2) con g =f.
St exute c}; e HPN) tl %Ue @f#l‘t? ,g ~
g\%) =@ 6 @) 8%}@(&) Y (8(%7) «d’&&) Vee S .

@ Para cada f € 5#(0) con 0 & £(Q) existe g € #(Q) con g2 = f.

0 2 es homeomorfo a D(0.1).
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