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1. Ejercicio
Take αn := n−1

n , for n = 3, 4, . . . and consider the disk automorphisms given by

ϕn(z) :=
z − αn

1− αnz
, z ∈ D.

Note that ϕn(−1) = −1 and ϕn(1) = 1 for n = 3, 4, . . . Prove, see figure below, that V := {ϕn(D \
D(1, 1/2))}n is a basis of neighbourhoods of −1 ∈ D.

2. Ejercicio

Problemas de Análisis complejo. G. Vera 264

Cauchy (7.8), se obtiene que JR(a), como función de R, permanece constante
para R > ρ. Se sigue que JR(a) = α para todo R > ρ.

Para calcular I(a) distinguimos dos casos, Ind(γ, a) �= 0 y Ind(γ, a) = 0.
Si Ind(γ, a) �= 0, en virtud de las hipótesis debe ser Ind(γ, z) = 1 para cada

z �∈ Ωa. Cuando R > ρ los caminos γ y CR son Ωa-homólogos y según la versión
homológica del teorema de Cauchy se tiene I(a) = JR(a) = α.

Si Ind(γ, a) = 0, la condición i) asegura que a ∈ Ω. Cuando R > ρ el ciclo
Γ = γ ∼ CR es Ω-homólogo a 0 y aplicando otra vez 7.7 resulta

Ind(Γ, a)f(a) =
1

2πi

�

Γ

f(z)

z − a
dz = I(a) − JR(a)

Como Ind(Γ, a) = Ind(γ, a) − Ind(CR, a) = 0 − 1, se obtiene I(a) = α− f(a).
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Ejercicio 7.4.19 s0080.lau

i) Justifique que en Ω = C \ [−1, +1] queda determinada una ráız cúbica holo-
morfa f del polinomio p(z) = (z − 1)(z + 1)2 que verifica f(2) = 3

√
9.

ii) Calcule las integrales I =

�

γ

f(z)dz, J =

�

Γ

f(z)

z − 3
dz donde Γ es el camino

indicado en la figura

−1 1 3



✶

✶


iii) Justifique que ĺımn r−n

�

Cρ

zn−1f(z)dz = 0 donde Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π],

y ρ > r > 1.

solución

i) Si γ es un camino cerrado y regular a trozos en Ω es obvio que 1 y −1 están
en la misma componente conexa de C \ Imagen(γ), luego Ind(γ, 1) = Ind(γ,−1)
y se sigue que

1

2πi

�

γ

p�(z)

p(z)
dz =

1

2πi

�

γ

�
1

z − 1
+

2

z + 1

�
dz = Ind(γ, 1) + 2Ind(γ,−1) ∈ 3Z
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