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1. Ejercicio
Sea Ω un abierto conexo y f : Ω→ C una función holomorfa que no se anula en Ω. Pruebe que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f admite un logaritmo holomorfo en Ω;

(ii) la forma diferencial w(z) = f ′(z)
f(z) dz es exacta en Ω.

En el caso anterior cualquier primitiva de f ′

f en Ω, modificada restandole una constante es un
logaritmo de f .

2. Ejercicio
Pruébese que si a ∈ R la integral ∫ +∞

−∞
e−(x+ia)

2

dx

no depende de a.

(Indicación: considérese la integral curvilinea

∫

∂R

e−z
2

dz donde R es el rectángulo [−b, b]× [0, a], y

después hágase que b→ +∞).

Como aplicación pruébese que:

∫ +∞

−∞
e−x

2/2 cos(ux)dx =
√

2πe−u
2/2.

3. Ejercicio
Calcúlense los valores de las integrales impropias

∫ +∞

0

cos(x2)dx,

∫ +∞

0

sen(x2)dx

a partir de una integral curviĺınea adecuada sobre el camino el camino cerrado indicado en la figura
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✠

✲ ✲

❑

Reiπ/4

R0

Γ

S

Si Γ es el borde de S, orientado positivamente, en virtud de 4.7, se cumple

0 =

�

Γ

eiz2

dz =

� R

0

eix2

dx + I(R) − J(R)

donde

I(R) =

� π/4

0

eiR2ei2t

iReitdt; J(R) =

� R

0

eit2eiπ/2

eiπ/4dt = eiπ/4

� R

0

e−t2dt.

Utilizando la desigualdad

|I(R)| ≤ R

� π/4

0

eRe[iR2ei2t]dt = R

� π/4

0

e−R2 sen 2tdt

y teniendo en cuenta que sen 2t ≥ 4t

π
cuando 0 ≤ t ≤ π/4 se obtiene

|I(R)| ≤ R

� π/4

0

e−R2 4t
π dt =

π

4R
(1 − e−R2

)

luego ĺımR → +∞ I(R) = 0. Entonces, pasando al ĺımite en la primera igualdad

ĺım
R → +∞

� R

0

eix2

dx = ĺım
R → +∞

J(R) = eiπ/4

� +∞

0

e−t2dt =
(1 + i)√

2

√
π

2

Considerando la parte real y la parte imaginaria, se concluye que las integrales
del enunciado convergen y

� +∞

0

cos x2dx =

� +∞

0

sen x2dx =

√
2π

4

−−−♦−−−

4. Ejercicio
Calcúlense las siguientes integrales curviĺıneas en las que Cρ(ϑ) = ρeiϑ, 0 ≤ ϑ ≤ 2π y ρ > 0.

∫

C1

ez

z
dz;

∫

C2

dz

z2 + 1

∫

C1

ezz−ndz;

∫

C1

zn(1− z)mdz

5. Sea f ∈ H(Ω) y γ un camino cerrado regular a trozos en Ω. Demuestre que

Re

∫

γ

f(z)f ′(z)dz = 0.
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6. Sea f ∈ H(Ω) tal que |f(z)− 1| < 1 para cada z ∈ Ω. Si γ es un camino cerrado regular a trozos
en Ω demuestre que ∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz = 0

7. Ejercicio
Sean P y Q dos polinomios con grado(Q) − grado(P ) ≥ 2. Pruébese que existe r > 0 tal que∫

γ

P (z)

Q(z)
dz = 0 para cada camino cerrado exterior al disco |z| ≤ r.

8. Ejercicio
Sea f ∈ H(D(0, 1)), y a ∈ D(0, 1) un punto tal que f ′(a) 6= 0. Sea Cr(ϑ) = a + eiϑ, 0 ≤ ϑ ≤ 2π.

Pruébese que si r es suficientemente pequeño

2πi = f ′(a)

∫

Cr

dz

f(z)− f(a)

9. Ejercicio
Sea f una función entera y a, b ∈ C tales que |a| < R y |b| < R, para R > 0. Evaluese la integral

∫

γ

f(z)

(z − a)(z − b)dz

donde γ(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Utilicese este resultado para demostrar el Teorema de Liouville.

10. Ejercicio
Dada f ∈ H(Ω), donde D(0, 1) ⊂ Ω, calcúlese

∫

C

f(z)

z − adz

donde |a| 6= 1 y C(ϑ) = eiϑ, 0 ≤ ϑ ≤ 2π.

11. Sea f(z) la rama de la ráız cuadrada de 1−z2, definida en C\[−1, 1], y determinada por f(2) = −
√

3i
(véase ??). Obtenga el valor de la integral

∫

Cρ

(
1

z
+

1

z3

)
dz

f(z)

donde ρ > 1, y Cρ(t) = ρeit, t ∈ [0, 2π].

12. Obtenga el valor de I =

∫

γ

z2e1/(z−1)dz, donde γ(t) = 1 + eit, t ∈ [0, 2π].
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