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1. Ejercicio
Pruébese que si a,b son niumeros complejos se verifica la identidad del paralelogramo

la + 0> + |a — b> = 2(Ja|* + |b]?).

Como aplicacion obténgase el minimo valor de |z — al? + |z — b|? cuando a y b estdn fijos y z varia

en C.

2. Ejercicio
Pruébese que:
a) la—bl <|l—ab| silal <1ylb] <1;
b) la—bl=1|1—ab| sila|] =16 |b] = 1.

3. Ejercicio
Determinense geométricamente los siguientes subconjuntos de C:

Z—a Z—a

) =0}, {z:Im (
b) {z:Re(%)zl}, {z:Re(%)>1},beC;

¢) {z:|2|>—Re (az) + a =0}, a € C, a € R;
d) {z:|z—a|=alz—b|}, a,be C, a > 0;
e) {z:|z—al =11 -az|}, |a| < 1.

a) {z:Im (

) >0}, a,beC;

4. Ejercicio
Pruébese la igualdad de Lagrange (para nimeros complejos):

Y abilP =)0 1)) bl = Y laiby —agbif?

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<j<n

5. FEjercicio
Circunferencias en el plano complejo:

a) Pruébese que la forma general de la ecuacion de una recta o circunferencia del plano complejo
es
AZz+ Bz+Cz+ D =0,

donde los coeficientes A y D son reales, B y C' son complejos conjugados y AD — BC < 0
(Cuando A = 0 se obtiene una recta, y cuando A # 0 resulta una circunferencia de centro
z0 = —C/A y radio p = /BC — AD/|A|).

b) Sean C;, i = 1,2 dos circunferencias en el plano complejo de ecuaciones respectivas A;Zz +
Biz+ CiZz+ D; =0, donde A;, D; son reales, C;, B; complejos conjugados y A;D; — B;C; < 0.
Pruébese que la condicion necesaria y suficiente para que C1 y Cy se corten ortogonalmente es

que se cumpla:
A1D2 + A2D1 = Bng + BQCl.
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6. Ejercicio

Dada la circunferencia S = {z : |z — a| = R}, el simétrico de b € C, b # a,
respecto a S es el inico punto de la semirrecta L(a,b) = {a+t(b—a) :t > 0}
que cumple |b — a||b* — a| = R?). Viene dado por

R? R?

b*: —_— = 7b—
a+b—d a+|b—a\2( a)

Se completa la definicion de simetria con a* = 0o y oo™ = a.

i) Indique un procedimiento geométrico para obtener el simétrico de un punto
respecto a una circunferencia.

ii) Demuestre que la familia de las circunferencias que pasan por b € S y su
simétrico b* coincide con la familia de las circunferencias ortogonales a S
que pasan por b.

iii) Deduzca que la simetria transforma circunferencias ortogonales en circun-

ferencias ortogonales y que las circunferencias ortogonales a S se transfor-
man en st mismas.

7. Ejercicio
Sea (E, p) un espacio métrico. Si A, B son subconjuntos no vacios de E y x € E se define

p(z, B) = inf{p(x,b) : b€ B}; p(A,B)=if{p(a,b):a€ A,be B}

a) Pruébese que x — p(x,A) es una funcion continua y que x € A si, y sdlo, si p(x, A) = 0.

b) Pruébese que si (E,p) es el espacio métrico (C,d) y A se supone cerrado entonces existe a € A
tal que d(x, A) = d(x,a).

¢) Pruébese que si A es compacto entonces d(A, B) = d(a, B) para algin a € A. Dedizcase de ello
que si A es compacto y B es cerrado entonces d(A, B) > 0 si y sélo si AN B = 0. Muéstrese
con un ejemplo que el rresultado es falso si sdlo se supone que A y B son cerrados.
8. Ejercicio
Sea X un subconjunto de C y A una parte conexa de C que tiene interseccidon no vacia con el
interior de X y con su exterior. Pruébese que A contiene algin punto de la frontera de X.
9. Ejercicio
Sea Q) C C abierto y M un subconjunto de Q) que no tiene puntos de acumulacion en Q.
a) Pruébese que M es numerable y que Q\ M es abierto.

b) Pruébese que si Q) es conexo entonces Q\ M también lo es.

10. Ejercicio
Si Q0 es un subconjunto abierto del plano complejo se considera la sucesion de conjuntos

K,={z€C:|z| <n,d(z,C\ Q) >1/n}.

o
Pruébese que K, es una sucesion de conjuntos compactos que recubre Q0 y verifica K,, CK 41 para

cada n € N. Deducir de aqui que para cada subconjunto compacto K de §2, existe un n € N tal que
K CK,.
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