Universidad Facultad de
de Murcia Matematicas

Examen Final: Funciones de Variable Compleja (Grado en Matematicas) e Introduccién al Anélisis
Complejo (Licenciatura en Matematicas) 24 de Enero de 2012

Alumna/o:

TEORIA (1.5 puntos)

Sea 2 C C abierto, a € 2y f:Q — C una funcién.
1. (0.25 puntos) Dar la definicién de “f es R-diferenciable en a”.

(
2. (0.25 puntos) Dar la definicién de “f es holomorfa en a”.

3. (0.75 puntos) Enunciar y demostrar las condiciones de Cauchy Riemann.
4. ( )

0.25 puntos) Dar un ejemplo de una funciéon que satisface 1. y no 2.
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TEORIA (1.5 puntos)

1. (0.5 puntos) Dar la definicién de “residuo”. Probar que si f,g € H(D(a,r)), 7 >0, f(a) #0y g(a) =0
con multiplicidad m € N entonces

Res (g, a) = i o lim dd;n__ll (2 — a)m%]

2. (1 punto) Enunciar y demostrar el teorema de los residuos.
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Cuestiones Cada cuestién vale 0.5 puntos. Marcar las soluciones correctas en cada cuestion: no es necesario
escribir explicacién alguna.

1. jCuaéles de las siguientes afirmaciones sobre series de potencias son ciertas?

oo oo
\/ a) Si(an)n en Ces tal que > |a,| +oo, entonces Y. a,z™ converge uniformemente en D(0,1).

n—=1 n=1

18

b) ZT converge uniformemente enr D(0,1).

3
I
)

o

¢) > 2" converge uniformemente en D(0, 1).
n=1

d) 3. Z- comverge puntualmente e {z € C: |z| = 1}.
n=1

‘\/ e) 3. Z- converge puntualmente en {z € C: |z| =1} \ {1}.

n=1

/) Ninguna de las anteriores.

2. Seaa € D(0,1) y r > 0 tal que D(a,r) C D(0,1) y a4, €l camino en D(0,1) dado por v,..(t) = a + re*.
Entonces:

a) De la férmula integral de Cauchy (es decir, para toda g € H(D(0,1)), g(a) = 5= f7 9 12 para

a,r z—a

cada D(a,r) C D(0,1) se puede deducir el teorema de Cauchy, es decir, se puede deducir que 0 =
f7 g(z) dz, siendo D(a,r) C D(0,1), para toda g € H(D(0,1)).

AV b) Para cada D(a,r) C D(0,1) y cada g € H(D(0,1)) se tiene que g(a) = 5 fo gla+ re't)dt.

i ¢) Siu:D(0,1) — R es la parte real de una funcién holomorfa en D(0, 1), entonces para cada D(a,r) C
. 1 2w it
D(0,1) se tiene que u(a) = 5= [; u(a+ re*)dt.

i "(a entornces dz = 2mi
\/ d) Si f € H(D(0,1)), f(2) # f(a) para z € D(a,r) y f'(a) # 0, ent : L TO—f@ Fla)

e) Ninguna de las anteriores.
3. Sea f € H(C) y T,
V) Si|f(z

:={z € C: |z| =r} para r > 0. Entonces:

)] = 1 para todo z € T; y f es no constante, entonces [ se anula en D(0,1).
V b) SiRe f estd acotada superiormente, entonces f es constante.

)
)
V ¢
)
)

)| para todo r > 0.

d) Siexiste zg € C con |f(z0)| = inf.cc | f(2)| entonces [ es constante.
e) Ninguna de las anteriores.
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Problema 1 (1.5 puntos)
Determine la imagen U = f(Q), siendo Q@ = {z € C: [Imz| %}y f la aplicacién
*—1

f&) =

Estudie si f: @ — U es biyectiva.
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Problema 2 (2 puntos)

N 1
C(z=1)(z—2)

1. Pruebe que f admite primitiva holomorfa en €.

Sea f(z) definida en el abierto C\ [1,2].

2. Si F' es una primitiva holomorfa de f en €, pruebe que existe ¢ € C tal que

exp(F(z)) = cz :?

para todo z € Q.

3. Defina en 2 una raiz cuadrada holomorfa de £z

y obtenga su desarrollo en serie de potencias en un
entorno de zg = 0, calculando el radio de convergencia de dicha serie.

Lc_ &mﬁ LZWTC«, ke #ﬂ/w ’Uﬁ"”"h‘(&‘ homs S \ML
f% re WW;JY°’LW L=\ [42] s Si-:o
per- "’“}‘\““'V Cpnow WLZ/CWQ,. 4
CJ:MLW frre~ rf(’e)J\z.
4
?m, Jlo  des oot jﬁow/mcaow,o‘\—/f[&:
A 3 A+B =0
(%f)(w_) 21 -2 — g -2A=/

— 0O
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Problema 3 (2 puntos)

Searr a,b € R, @ > 0, b > 0. Calcule el valor de

T cosax .
. m dx

Explique con detalle el procedimiento seguido para dicho calculo y justifique la convergencia de la integral.
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