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Teoŕıa
T.1 (1.5 puntos) Teorema de Cauchy-Goursat.
T.2 (1.5 puntos) Singularidades esenciales. Teorema de Cassorati-Weierstrass.

P.1 (2.5 puntos) Calcúlese
∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx, utilizando el método de los residuos e integrando

f(z) =
e2iz − 1

z2
sobre el camino de la figura

Se valorará: a) Justificación de la convergencia de la integral; b) estudio de las singula-
ridades relevantes para el cálculo de la integral y evaluación de los residuos en ellas; c)
cálculo correcto de ĺımites; d) resultado correcto de la integral.

P.2 (2.5 puntos) Sea f(z) = π cotπz.
i) Determinar las singularidades de f y su naturaleza;
ii) Calcular el residuo en cada una de las singularidades de f ;
iii) Pruébese que para 0 < ε < 1, f está acotada en C \ ⋃

n∈Z
D(n, ε).

iv) Sea Cn(t) = (n + 1
2eit), t ∈ [0, 2π], n ∈ N. Considerando las integrales

∫
Cn

f(z)
z2

dz,

y tomando ĺımites cuando n → ∞ calcular la suma
∞∑

k=1

1
k2

.

P.3 (2 puntos) Indicar un abierto Ω ⊃ D(0, 1), Ω �= D(0, 1), en el que se pueda asegurar la
existencia de f ∈ H(Ω) satisfaciendo:
a) f(0) = 0, f ′(0) = 1;

b) (f ′(z))2 =
1

1 − z2
, para z ∈ Ω.

Justificar que f queda uńıvocamente determinada por las condiciones anteriores y que
sin f(z) = z para cada z ∈ Ω.

1Poner el nombre. Identificar en la forma debida las preguntas que se contestan. La utilización de expresiones
simbólicas, que eventualmente conducen a otras, debeŕıan ser explicadas convenientemente.


