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1° Grado en Matematicas
Funciones de una variable 1.
Curso 2011-12.

Taller de Problemas 2

1. Aplicando la definicién de limite demostrar que la sucesién cuyo término general es x,, = ?;?2115

converge a 3.

2. Utilizando el concepto de limite resolver las siguientes cuestiones

a) Una sucesion es convergente en R y sus términos son alternativamente, positivos y nega-
tivos. ;Cual es su limite? Razonar la respuesta.
4

b) Sean (x,) e (y,) dos sucesiones convergentes a x e y respectivamente que satisfacen la
siguiente propiedad:

(*) para todo £ > 0 existe ng € N tal que si n > ng se cumple |z, — y,| < €.

Demostrar que z = y. Reciprocamente, si dos sucesiones cumplen la propiedad (*), jse
puede concluir que son convergentes? Ejemplos.

¢) Probar que si lim, o0 &y = limy o0y = A, la sucesion 1, y1, 22,92, TnyYn,---
también tiene limite .

d) Probar que si lim,_,o z, = 0y la sucesién (y,), es una sucesién acotada en R, entonces
limy, 00 TpYn = 0.

3. Probar que las siguientes sucesiones, definidas por recurrencia, son convergentes en R y calcular
su limite.

Ty—1(14+2n_1)
142z, -1

b) y1 =1,Yn+1 =1+ yn, paran > 1.

4 2
C) zZ1 = 3,Zn+1 == ;ln_:_g D

a) 11 =1, 2, = , paran > 1.

para n > 1.

4. Una sucesion (ay,), se dice que es contractiva si existe 0 < ¢ < 1 tal que para todo n € N se
verifica |an4+1 — ayn| < cla, — anp—1|. Demostrar que las sucesiones contractivas son de Cauchy.
Como aplicacién probar que la sucesién definida por recurrencia: a; = 2, any1 = 2 + 1/ay,
para n > 1, es convergente en R y calcular su limite.

logzy
Tn—1

5. Sea (x;,) una sucesién de niimeros reales positivos con lim,, ,~ 2, = 1. Probar que lim,,_, o
1.

6. Calcular el limite de las siguientes sucesiones:
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: 1 1 1
) 22+ vz T G
- 1 2
) Jors + Vs o T e
(iii) sen(nm/2)
n
(iv) B2+ 55+ + 2

7. Determinar qué sucesiones de las siguientes poseen subsucesiones convergentes en R. En caso
afirmativo hallar todos los limites de dichas subsucesiones.

(i)

(i)

(iii) ¢, = &L
)
)

an, = sen(nm/4)

b, = 1/n sin es impar y b, =1 si n es par

(iv

(v

d = n3+1
= Y2

La sucesién cuyos primeros términos son:

1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6, ...

8. Sea (xy), una sucesién de nimeros reales o complejos tales que existe el limite en R de las
subsucesiones (o, )n ¥ (Z2n+1)n. (Existe lim, z,7. Si ademas existe lim,, x3,, ;existe lim,, z,,?

9. Demostrar los siguientes resultados:
a) Silim, a, = +o0 y lim, b, = 400 entonces lim,, a,, + b, = +00. (Si ambos limites son
—oo la suma tiene por limite —o0.)
b) Silim, a, = +o0 y lim, b, = b # 0 entonces lim,, a,b, = +00 o lim,, a,b, = —oco segin
que b sea positivo o negativo.

c¢) Silim, a, = oo y lim, b, = oo entonces lim, a,b, = +0oo (si ambos son +00 0 —0), y
vale —oo si los limites de a,, y b, tienen signos opuestos.

d) Silim, a, = a € R y lim,, b, = +00 entonces lim,, a, /b, = 0.
e) Silim, a,, = +oco y lim,, b, = +oo (resp. —00) entonces lim,, a’» = +oo (resp. 0).

f) Silim, a, = 0 (con a, > 0, para todo n) y lim, b, = +oo entonces lim,, a’» = 0.

10. Comprobar con ejemplos que no puede asegurarse nada en los siguientes casos:

lim,, a, + b, si lim,a, = +oo0, lim,b, = —oc0
lim,, a,,b,, si lim, a, = +o0, lim,b, =0
lim,, a,, /by, si lim, a, = £oo, lim,b, = +oo
lim,, a,, /by, si lim, a, =0, lim,, b, =0
lim,, af’{t si lim, a, = 0, lim,, b, =
lim,, aﬁ" si lim, a,, = +o0, lim,b, =0

lim,, af’{t si lim, ap, =1, lim,, b,, = 0
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11. Algunos resultados tutiles para el cdlculo de limites:

a) Sia € Ry |a] <1 entonces lim, a" = 0.
b Sla>0hmn In —1

¢) lim, n*/™ = 1.

)
)
1\ . 1\ —1
d) Si lim,, x,, = 400 entonces lim,, (1 + ﬂ) =e y lim, (1 — :T) =e .
)
)

n

=w € R con |w| < 1, entonces lim,, z,, = 0.

e) Si existe lim,, 22
ag y —
_ & si k=r
Coagn® +ap_gnF 4+ br ]
lim =<0 si k<r

T r—1
brn” 4 bran™ +oo si k> r dep. signos de ay, b,

12. Si (an)n y (byp)n son sucesiones con limite +oo escribimos b, < a,, si hmn dn — 400,

Sib>0,c>1yd>0son nimeros reales se tiene
logn < n® < ¢ <« nd"

Ademas, si d > 1 entonces
< nl < ni"

13. Otro resultado util (criterios de Stolz): Sean (an)n vy (bn)n sucesiones de numeros reales que
cumplen una de las dos condiciones siguientes:

a) (by)n es estrictamente creciente (decreciente) y lima,, = limb, =0, o

b) (bn)n es estrictamente creciente (decreciente) y limb,, = +o0.

Entonces, si existe lim g*5—=* = L con L € RU{+00, —oo} también se verifica lim §= = L.
n n

14. Calcular los siguientes limites:

2n+1+3n+1

M b) limy, o0 i

a) lim,,_,

( (
(¢) lmy,— 00 ( \/712 n32 +1—+/n2—n32—-1) (d)limp_e(vVRZ+n—n)
(e)lim,, 500 ‘l/ﬁ ! (f) im0 nggﬁgl
(4n— 2)(3n+1)(2n—5)2 3Y/4—-4Yn2
(9) Tt oo n2\(/211+3)(3n—1) () 1m0 Yn—3(4— ¥n)
(2) limy, o0 TTLTf (4) iy oo (/0 — /)
() 0y (V22 Vi (1) 1m0,y o (LEI2ER )
(m) im N (logl(n—l—a))nh)gn (77,) lfm R 1P+3P+...i_1(2n—1)p
n—00 ogn N—00 np
(0) limy, o0 224 (p) Uiy, o0 {/ 22
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15. Sea "t a, una serie convergente de términos positivos. Si (), es una sucesién numérica
tal que
|Tnt1 — xn| < ap Vn €N,

probar que (z,), es una sucesién convergente.

16. Consideremos la serie (convergente) > >° m Denotemos por S, la suma parcial n-ésima
de dicha serie. Calcular Sy, 59, 53,94, ... e inducir un probable valor de S,,. Probar por in-
duccién que S, coincide efectivamente con el valor obtenido anteriormente. ;Cuanto suma la

serie?
17. Si la serie de términos p081t1vos Z _ an, converge. Probar que también convergen las series
+o0 2 + \/a
n=1 > 1V An0n+1 Yy n'

18. Estudiar la convergencia de las series:

[e's) oo (n 1—n! 0 n?
a) anl \/n3—:2n+2 b) Zn 1 +121 c) anl 121—21——1
Nn(n3
h) Zoo (=1)™(n°+5n)

( ( ( (
() X0y & (F) o 75 (9) 0% S (WXL T
() Sy (n+ 1) () it — ) ) S0 oy (0 02 (455" log
( ( ( (

( ( ( (

o0 1-3-5...(2n—1 o0 & oo
m) Yon1 iz n) Y nt1 #(:m)) 2n=1 (sﬁ) P)dnz T\L/Lm

1 _1 _nr
Q) Zzozl m T) Zn 1 10“ Z;?Lozl nl+l/n t) 27010:1 (n—TIL-l)”2
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