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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.
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@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

© Estudiar la relacién entre monotonia y convergencia de
sucesiones.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

© Estudiar la relacién entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

@ Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy.
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Objetivos

@ Definir y entender el concepto de sucesion.

@ Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

© Estudiar la relacién entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

@ Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy.

© Introduccién a las series. Primeros criterios de convergencia.
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Objetivos

o
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© 00

Definir y entender el concepto de sucesién.

Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

Estudiar la relacidon entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy.
Introduccién a las series. Primeros criterios de convergencia.

Infinitos: comparacién de infinitos.
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Objetivos
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Definir y entender el concepto de sucesién.

Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

Estudiar la relacidon entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy.
Introduccién a las series. Primeros criterios de convergencia.
Infinitos: comparacién de infinitos.

Estudio de las funciones exponencial y logaritmo.
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Objetivos

© 0

©

©0000

Definir y entender el concepto de sucesién.

Definir y entender el concepto de limite de una sucesién y sus
propiedades.

Estudiar la relacidon entre monotonia y convergencia de
sucesiones.

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy.

Introduccién a las series. Primeros criterios de convergencia.
Infinitos: comparacién de infinitos.

Estudio de las funciones exponencial y logaritmo.

Manipular expresiones involucrando limites. Resolver ejercicios
que involucran limites.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Sumas parciales y suma total

@ Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen © brevemente (a,)». El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesion.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Sumas parciales y suma total

Definicién

@ Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen © brevemente (a,)». El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesion.

@ Se dice que la sucesién (an)nen tiene por limite a € K si para cada € > 0
existe un ndmero natural no tal que si n > ng entonces |a, — a] < e. La
notacion que se utiliza es la siguiente:

a= lim a, =Ilima,.
n—oo n
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Sumas parciales y suma total

Definicién

@ Se llama sucesién en R o C (representados indistintamente por K) a
cualquier aplicacién ¢ : N — K. Si a, := ¢(n) la sucesién se denota con
(an)nen © brevemente (a,)». El ndmero real a, recibe el nombre de
término general de la sucesion.

@ Se dice que la sucesién (an)nen tiene por limite a € K si para cada € > 0
existe un ndmero natural no tal que si n > ng entonces |a, — a] < e. La
notacion que se utiliza es la siguiente:

a= lim a, =Ilima,.
n—oo n

© Una sucesién se dice convergente cuando tiene limite.
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Sucesiones convergentes
Suce: mondtonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Progreso

2011-12. 14 octubre
@ Se hace un problema diario en clase.

@ El dia 6 de Octubre se hizo un taller: con test.
@ Hemos llegado hasta el item 4 de debajo.
*]

El dia 20 de Octubre se hara el segundo taller con test.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.

@ La sucesién dada por a, := 1/n es convergente y su limite es 0.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.

@ La sucesién dada por a, := 1/n es convergente y su limite es 0.
© La sucesién dada por

n

an = n®+5n+2n+1

tiene limite cero.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.
@ La sucesién dada por a, := 1/n es convergente y su limite es 0.

© La sucesién dada por

n
a=—-———
n®+5n+2n+1
tiene limite cero.
Q Si (an)nen es una sucesién en Ky a = lim, a,, entonces se cumple que

|a| = lim, |an|.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejemplos

@ La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente con limite a.

@ La sucesién dada por a, := 1/n es convergente y su limite es 0.

© La sucesién dada por

n

an — —————————
" n®+5n+2n+1
tiene limite cero.

Q Si (an)nen es una sucesién en Ky a = lim, a,, entonces se cumple que
|a| = lim, |an|.

@ Si a, > 0 para todo n y existe a = lim, a, entonces lim, \/a, = v/a.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejempl

@ SireKy|r| <1 entonces la sucesién (a,), donde a, := r" tiene limite
0.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejempl

@ SireKy|r| <1 entonces la sucesién (a,), donde a, := r" tiene limite
0.

@ La sucesién (zn)nen donde

Zn = — +

n n+1

tiene por limite /.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Ejemplos de sucesiones convergentes

Ejempl

@ SireKy|r| <1 entonces la sucesién (a,), donde a, := r" tiene limite
0.

@ La sucesién (zn)nen donde

i

Zy = — + n
" n n+1

tiene por limite /.

@ Una progresién geométrica de razén r es una sucesién (a,), en K donde
a1 es un elemento arbitrario de Ky a, := ar" ! paran>1. Si|r| <1se
tiene

ai—apr  ay—limpair"tr a

al+22+.“+an+.“:hrr1n 1-r 1—r “1-r
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto

[a,b] :={x € R; a < x < b}.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x € R; a < x < b}.
@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto

(a,b) :={x €R; a< x < b}.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x € R; a < x < b}.

@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto
(a,b) :={x €R; a< x < b}.

@ Los conjuntos [a, b) y (a, b] reciben el nombre de intervalos semiabiertos
por la derecha e izquierda respectivamente:

[a,b) :={x€R; a<x<b} (ab]l:={xeR;a<x<b}
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Intervalos

Si a < b son nimeros reales:

@ Se llama intervalo cerrado de extremos a, b al conjunto
[a,b] :={x € R; a < x < b}.

@ Se llama intervalo abierto de extremos a, b al conjunto
(a,b) :={x €R; a< x < b}.

@ Los conjuntos [a, b) y (a, b] reciben el nombre de intervalos semiabiertos
por la derecha e izquierda respectivamente:

[a,b) :={x€R; a<x<b} (ab]l:={xeR;a<x<b}

@ Se Illama longitud del intervalo al ndmero real b — a.

Funciones de Una Variable Real |: Sucesiones numéricas



Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

@ Se llama bola cerrada de centro xo y radio r > 0 y se denota con B[x, r]
al conjunto B[xp, r] :={x € K; |x — xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r > 0 y se denota con B(xo, r)
al conjunto B(xo,r) := {x € K; |x — xo| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) = (x —r,x+r)y Blx,r] =[x — r,x +r].
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

@ Se llama bola cerrada de centro xo y radio r > 0 y se denota con B[x, r]
al conjunto B[xp, r] :={x € K; |x — xo| < r}.

Convergencia de sucesiones

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r > 0 y se denota con B(xo, r)
al conjunto B(xo,r) := {x € K; |x — xo| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) = (x —r,x+r)y Blx,r] =[x — r,x +r].

Proposicién

El limite de una sucesiéon convergente es tnico.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

@ Se llama bola cerrada de centro xo y radio r > 0 y se denota con B[x, r]
al conjunto B[xp, r] :={x € K; |x — xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r > 0 y se denota con B(xo, r)
al conjunto B(xo,r) := {x € K; |x — xo| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) =(x —r,x+r)y Blx,r] =[x — r,x + r].

Proposicién

El limite de una sucesiéon convergente es tnico.

Definicién

Una sucesién se dice acotada si su imagen, es decir el conjunto {|a,| : n € N},
es un conjunto acotado de R.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Bolas. Propiedades de las sucesiones convergentes

@ Se llama bola cerrada de centro xo y radio r > 0 y se denota con B[x, r]
al conjunto B[xp, r] :={x € K; |x — xo| < r}.

@ Se llama bola abierta de centro xp y radio r > 0 y se denota con B(xo, r)
al conjunto B(xo,r) := {x € K; |x — xo| < r}.

Cuando K =R es claro que B(x,r) =(x —r,x+r)y Blx,r] =[x — r,x + r].

Proposicién

El limite de una sucesiéon convergente es tnico.

Definicién

Una sucesién se dice acotada si su imagen, es decir el conjunto {|a,| : n € N},
es un conjunto acotado de R.

Proposicién

Las sucesiones convergentes de K son acotadas.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Sucesiones complejas

Proposicion

Sea (z)nen una sucesion en Cy sea z, = a, + ib, donde a, y b,
son, respectivamente, la parte real e imaginaria del complejo z,.
© Si (z)nen es convergente con limite z = a + bi, entonces
(an)nen es convergente con limite a'y (by)nen €s convergente
con limite b.
@ Reciprocamente, si (a,),cn €s convergente con limite a'y
(bn)nen es convergente con limite b, entonces (z,)nen €s
convergente con limite a + bi.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion

Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a y b,
respectivamente. Entonces:

@ (an + bn)n es una sucesién convergente con limite a + b.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion

Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a y b,
respectivamente. Entonces:

@ (an + bn)n es una sucesién convergente con limite a + b.

@ (anbn)n es una sucesion convergente con limite ab.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Algebra de limites

Proposicion

Sean (an)n y (bn)n sucesiones convergentes en K con limites a y b,
respectivamente. Entonces:

@ (an + bn)n es una sucesién convergente con limite a + b.
@ (anbn)n es una sucesion convergente con limite ab.

@ Si b, #0y b +# 0 entonces la sucesién (a,/bp), tiene por
limite a/b.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen y (bn)nen sucesiones convergentes de ndmeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen y (bn)nen sucesiones convergentes de ndmeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.

@ Si a < b, entonces se verifica que existe ngp € N tal que a, < b, para todo
n > no.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Sean (an)nen y (bn)nen sucesiones convergentes de ndmeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.

@ Si a < b, entonces se verifica que existe ngp € N tal que a, < b, para todo
n > no.

© Si (an)n, (bn)ny (cn)n son sucesiones de niimeros reales tales que
an < ¢n < by

y lim, a, = lim, b, = «, entonces lim, c, = a (regla del sandwich).
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Proposicion

Sean (an)nen y (bn)nen sucesiones convergentes de ndmeros reales con limites
a y b respectivamente.

@ Si a, < by, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.

@ Si a < b, entonces se verifica que existe ngp € N tal que a, < b, para todo
n > no.

© Si (an)n, (bn)ny (cn)n son sucesiones de niimeros reales tales que
an < ¢n < by
y lim, a, = lim, b, = «, entonces lim, c, = a (regla del sandwich).

Sea Ry :=[0,+0) :={x € R: x >0}, x € R} y [x] su parte entera.
Calcular:

i DA+ ]

n— oo n?
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Sea (an)nen una sucesién en R.

@ Se dice que la sucesidén es monétona creciente o simplemente creciente si
an < anpt1, para todo n € N.

@ Se dice que la sucesién es monétona decreciente o simplemente
decreciente si a, > ap+1, para todo n € N.

© Se dice que la sucesién es monétona si es creciente o decreciente.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Definicion
Sea (an)nen una sucesién en R.

@ Se dice que la sucesidén es monétona creciente o simplemente creciente si
an < anpt1, para todo n € N.

@ Se dice que la sucesién es monétona decreciente o simplemente
decreciente si a, > ap+1, para todo n € N.

© Se dice que la sucesién es monétona si es creciente o decreciente.

Proposicion

Sea (an)nen una sucesién mondtona de niimeros reales.

@ Si la sucesién es creciente y acotada superiormente entonces es
convergente siendo su limite el nimero real sup{a, : n € N}.

@ Si la sucesién es decreciente y acotada inferiormente entonces es
convergente siendo su limite el nimero real inf{a, : n € N}.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Progreso

19 horas: 2 horas, viernes 22 de octubre

Hemos llegado hasta el ejemplo siguiente: sucesién definida por
recurrencia. Les he indicado cdmo se prueba: monétona, acotada y
aplicar que existe limite en la férmula, obteniendo 2 como limite
(les he dicho por qué -1 no puede ser). Habria que hacer los
detalles.

En las pruebas, he omitido por ejemplo la del Iimite del cociente,
les he dicho que la lean.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano ierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Calcular el limite de la sucesién (an), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Ejemplo

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.

© La sucesidn (an)nen definida por a, = (1 + %)n es es mondtona creciente
y acotada.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Ejemplo

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.

Proposicién

© La sucesidn (an)nen definida por a, = (1 + %)n es es mondtona creciente
y acotada.

@ La sucesidn (bn)nen definida por b, = (1 + %)nﬂ es mondtona
decreciente y acotada.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Ejemplo

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.

Proposicién

© La sucesidn (an)nen definida por a, = (1 + %)n es es mondtona creciente
y acotada.

@ La sucesidn (bn)nen definida por b, = (1 + %)nﬂ es mondtona
decreciente y acotada.

Q lim,a, =lim, b, =: e.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Ejemplo

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.

© La sucesidn (an)nen definida por a, = (1 + %)n es es mondtona creciente
y acotada.

@ La sucesidn (bn)nen definida por b, = (1 + %)nﬂ es mondtona
decreciente y acotada.

Q lim,a, =lim, b, =: e.
@ El niimero e también es el limite de la sucesién (Sn)nen definida por

1 1 1
Sn:1+ﬁ+j+.”+ﬁ.
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Convergencia y monotonia

Ejemplo

Calcular el limite de la sucesién (a,), definida recurrentemente por las férmulas

a=V2 , ami=V2+an.

© La sucesidn (an)nen definida por a, = (1 + %)n es es mondtona creciente
y acotada.

» S 1 .
La sucesién (bp)nen definida por b, = (1 + %)H es mondtona
decreciente y acotada.

(2]
Q lim,a, =lim, b, =: e.
@ El niimero e también es el limite de la sucesién (Sn)nen definida por

1 1 1
Sn:1+ﬁ+j+.”+ﬁ.

El niimero real e es irracional.

©
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Convergencia de sucesiones

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Cantor)

Sea {(/»)n : n € N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
0 In+1 C In;
@ la longitud de I, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comdn a todos los intervalos.
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Convergencia de sucesiones

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Cant

Sea {(/»)n : n € N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
0 In+1 C In;
@ la longitud de I, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comdn a todos los intervalos.

Considere la sucesion de intervalos I, = (0,1/n). Calcule (), /- Analice el
resultado a la luz de la proposicién anterior. jLa contradice? ; Qué ocurre?
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Sucesiones convergentes
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicién (Principio del encaje de Cant

Sea {(/»)n : n € N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
o In+1 C In;
@ la longitud de I, tiene por limite cero.

Entonces existe un tnico nimero real comdn a todos los intervalos.

Considere la sucesion de intervalos I, = (0,1/n). Calcule (), _ /.. Analice el
resultado a la luz de la proposicién anterior. jLa contradice? ; Qué ocurre?

Definicién

Sea ¢ : N — K una sucesién y sea 7 : N — N monétona estrictamente
creciente. La sucesién ¢ o 7 : N — K se dice que es una subsucesién de la
anterior. Si (an)nen := (¢(n))nen es la sucesién inicial entonces la subsucesién
se denota del siguiente modo (an, )ken := (¢ o 7(k))ken.
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Convergencia de sucesiones ae

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Caucl

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicion

Si una sucesién (a,)nen es convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.
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Convergencia de sucesiones ae

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Caucl

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicion

Si una sucesién (a,)nen es convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesién convergente.
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Convergencia de sucesiones

Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicion

Si una sucesién (a,)nen es convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesién convergente.

Proposicién

Cualquier sucesion acotada en C posee una subsucesidon convergente.
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SUCE‘S\OHE‘S COHVGI’gGHTGS
SUCE‘S\OHE‘S monotonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Teorema de Bolzano-Weierstras

Proposicion

Si una sucesién (a,)nen es convergente cualquier subsucesién suya converge al
mismo limite.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Cualquier sucesién acotada en R posee una subsucesién convergente.

Proposicién

Cualquier sucesién acotada en C posee una subsucesién convergente.

Proposicion

Si una sucesién acotada (an)new en K tiene la propiedad de que cualquier
subsucesién suya que converja tiene por limite un valor fijo a € K, entonces

a=Ilima,.
n
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S

Convergencia de sucesiones - - .
SUL €s monotonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Sucesiones de Cauchy

Definicién

Una sucesién (a,)nen en K se dice de Cauchy si para cada e > 0
existe un namero natural ng tal que si n, m son nimeros naturales
verificando ng < n'y ny < m entonces |a, — an| < €.
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Sucesiones conv
Sucesiones mondétonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Sucesiones de Cauchy

Definicidon

Una sucesién (a,)nen en K se dice de Cauchy si para cada e > 0
existe un namero natural ng tal que si n, m son nimeros naturales
verificando ng < n'y ny < m entonces |a, — an| < €.

Ejercicio
Las sucesiones

~ 1
an=1/n 'y b":Zﬁ
k=1

son de Cauchy, y las sucesiones

NO son de Cauchy.
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s convergentes
s monotor
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Completitud de R

Proposicion

Sea (aj) sucesién en K. Entonces:
@ Si (an)n es de convergente, (ap), es de Cauchy.

@ Si (an)n es de Cauchy, (ap), es acotada.
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s convergentes
s monotor
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Completitud de R

Proposicion

Sea (aj) sucesién en K. Entonces:
@ Si (an)n es de convergente, (ap), es de Cauchy.

@ Si (an)n es de Cauchy, (ap), es acotada.

Teorema. Completitud de Ry C

Una sucesién en K es convergente si y sélo si es de Cauchy.
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S s
SUC €s monotonas
Cantor, Bolzano-Weierstrass y Cauchy

Convergencia de sucesiones

Progreso

Jueves 3 de Noviembre

Hemos llegado hasta la transparencia anterior y se ha hecho hoy el
tercer TEST del curso.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
(e o)

Za,,.

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
(e o)

Za,,.

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.

@ S, se llama suma parcial n-ésima.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
(e o)

Za,,.

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =: S € K.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
(e o)

Za,,.

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =: S € K.

@ S recibe el nombre de suma de la serie y se escribe )™

a,=S.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Sumas parciales y suma total

Definicién

Una serie numérica en K es un par de sucesiones (an)nen, (Sn)nen relacionadas
por la férmula S, = a1 + - - - + a,. Una serie de este tipo se representa

abreviadamente mediante
(e o)

Za,,.

n=1

@ a, se le llama término general de la serie.
@ S, se llama suma parcial n-ésima.

© La serie numérica (o simplemente serie) se dice convergente si existe
lim, S, =: S € K.

@ S recibe el nombre de suma de la serie y se escribe Y a2, = S.

n=1

@ La serie se dice divergente si no es convergente.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicion necesaria de convergencia

Si la serie Y ~,2; an converge entonces existe lim, a, y vale 0.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Convergencia de series

Condicion necesaria de convergencia

Si la serie Y ~,2; an converge entonces existe lim, a, y vale 0.

Condicion de Cauchy para la convergencia de una serie

La serie numérica
o0
> an
n=1

es convergente si y sélo si para cada € > 0 existe ng € N tal que se
verifica
lap + apr1+ -+ ag| <,

siempre que los naturales p, g cumplan ng < p < q.
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Sumas parciales y suma total
Criterios de conve

Introduccién al concpeto de series

Ejemplos de series

La serie geométrica
oo

Zrn

n=0

con |r| < 1 es una serie convergente con suma
1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Ejemplos de series

La serie geométrica
oo

Zrn

n=0

con |r| < 1 es una serie convergente con suma
1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.

@ La serie
o0
1

n=1

es convergente, ya que sus sumas parciales son una sucesién de Cauchy.

Sucesiones numéricas

Funciones de Una Variable Real




Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Ejemplos de series

La serie geométrica
oo

Zrn

n=0

con |r| < 1 es una serie convergente con suma
1
1—r

Si |r| > 1 la serie es divergente.

@ La serie
o0
1

n=1

es convergente, ya que sus sumas parciales son una sucesién de Cauchy.

a que no satisface el criterio de Cauchy.
Funciones de Una Variable Real |: Sucesiones numéricas
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Operaciones con series

Proposicion

La convergencia de una serie no se altera modificando un niimero
finito de términos de la misma.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Operaciones con series

Proposicion
La convergencia de una serie no se altera modificando un nimero
finito de términos de la misma.

Proposicion

Sean Y 02 any Y ooy bn dos series convergentes con sumas A, B
respectivamente. Entonces para cada A\, u € K, la serie

oo

> (Aan + pbn)

n=1

es convergente y tiene suma AA + uB.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Series de términos positivos

Series de términos positivos.

Si Y, an tal que a, > 0 para todo n € N, entonces la sucesién de
las sumas parciales S, = >~}_; ax, es mondtona creciente.
Por tanto para la convergencia de este tipo de series es suficiente
verificar que la sucesion (S,), estd acotada superiormente.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Series armdnicas

Ejercicio: conve ia de series ar
@ La serie
oo
Py
n9
n=1

es convergente si g > 2 (se puede demostrar para g > 1);

@ La serie
oo

1
n9
n=1

es divergente si g < 1.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterio de comparacion

Sean ) an, » b, series de términos no negativos. Si existe np e Ny M > 0
tales que a, < Mb, para todo nyp < n € N, entonces la convergencia de > b,
implica la convergencia de Z an.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterio de comparacion

Sean ) an, » b, series de términos no negativos. Si existe np e Ny M > 0
tales que a, < Mb, para todo nyp < n € N, entonces la convergencia de > b,
implica la convergencia de Z an.

Criterio de comparacion

Sean Z an, Z b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterio de comparacion

Sean ) an, » b, series de términos no negativos. Si existe np e Ny M > 0
tales que a, < Mb, para todo nyp < n € N, entonces la convergencia de > b,
implica la convergencia de Z an.

Criterio de comparacion

Sean Z an, Z b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n

@ Si 0 </ < oo entonces las dos series tienen el mismo caracter.
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Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterio de comparacion

Sean ) an, » b, series de términos no negativos. Si existe np e Ny M > 0
tales que a, < Mb, para todo nyp < n € N, entonces la convergencia de > b,
implica la convergencia de Z an.

Criterio de comparacion

Sean Z an, Z b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n

@ Si 0 </ < oo entonces las dos series tienen el mismo caracter.

@ Si / =0 entonces la convergencia de »_ b, implica la convergencia de

> an.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterios de convergencia

Criterio de comparacion

Sean ) an, » b, series de términos no negativos. Si existe np e Ny M > 0
tales que a, < Mb, para todo nyp < n € N, entonces la convergencia de > b,
implica la convergencia de Z an.

Criterio de comparacion

Sean Z an, Z b, series de términos estrictamente positivos y supongamos que

. . n
existe [ := lim —
n

@ Si 0 </ < oo entonces las dos series tienen el mismo caracter.

@ Si / =0 entonces la convergencia de »_ b, implica la convergencia de
>an
© Si | = oo entonces la convergencia de ) a, implica la convergencia de

S b
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterio de la raiz

Criterio de la raiz

Sea Z a, una serie de términos no negativos y sea $ = lim y/a,.

@ Si B < 1 entonces la serie converge.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterio de la raiz

Criterio de la raiz
Sea Z a, una serie de términos no negativos y sea $ = lim y/a,.
@ Si B < 1 entonces la serie converge.

@ Si 3 > 1 entonces la serie diverge.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterio de la raiz

Criterio de la ra
Sea Z a, una serie de términos no negativos y sea $ = lim y/a,.
@ Si B < 1 entonces la serie converge.

@ Si 3 > 1 entonces la serie diverge.

Ejercicio aplicacion del criterio de la raiz

Pruébese utilizando el criterio de la raiz que las series siguientes son
convergentes:

o

1
2_ og )"

2]
Z v/ n(n+1)2-".
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterio del cociente

Criterio del cociente

.. . antl i . . . .
Si existe lim =X también existe lim /a, y valen lo mismo. Luego si existe
an
. dntl
lim 2=

an

= (3, entonces:

@ Si B < 1 entonces la serie converge.
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Introduccién al concpeto de series

Criterio del cociente

Criterio del cociente

Sumas parciales y suma total
Criterios de convergencia

. . antl i . . . .
Si existe lim =X también existe lim /a, y valen lo mismo. Luego si existe

an
n an+1
lim —

an

= (3, entonces:

@ Si B < 1 entonces la serie converge.

@ Si B > 1 entonces la serie diverge.

Funciones de Una Variable Real

Sucesiones numéricas



Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Criterio del cociente

Criterio del cociente

. . antl i . . . .
Si existe lim =X también existe lim /a, y valen lo mismo. Luego si existe
an

. dntl
lim === = §3, entonces:

an

@ Si B < 1 entonces la serie converge.

@ Si B > 1 entonces la serie diverge.

Ejemplo aplicacién del criterio cociente

Estudiar el caracter de convergencia de las series:
1 1
Qv+
Q an—?yzz—; con x > 0.

A
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Series absolutamente convergentes

Definicién

La serie Y a, con a, € R se dice absolutamente convergente si la serie > |ay|
es convergente.
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Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Series absolutamente convergentes

Definicién

La serie Y a, con a, € R se dice absolutamente convergente si la serie > |ay|
es convergente.

Proposicién

Si la serie Y a, es absolutamente convergente entonces es convergente.
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Sumas parciales y suma total
Introduccién al concpeto de series Criterios de convergencia

Progreso

Miércoles 3 de noviembre

23 horas globales.
Hemos llegado hasta la transparencia anterior.
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