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1. Semana del 19 al 23 de Septiembre

Teorema 1.1 (del paso por la aduana) Sea X un espacio topológico y sea A ⊂ X conexo y
Ω ⊂ X abierto tal que A ∩ Ω 6= ∅ y A ∩ Ext(Ω) 6= ∅, entonces A ∩ ∂Ω 6= ∅

Demostración.- Supongamos que A ∩ ∂Ω = ∅, entonces

A = A∩X = A∩(Ω∪̇Ext(Ω)∪̇∂Ω) = (A∩Ω)∪̇(A∩Ext(Ω))∪̇(A∩∂Ω) = (A∩Ω)∪̇(A∩Ext(Ω))

como (A∩Ω) y (A∩Ext(Ω)) son no vacios y Ω y Ext(Ω) son abiertos hemos encontrado una
separación de A, lo cual es una contradicción, ya que por hipótesis A es conexo. �

Observación 1.2 Sea Ω ⊂ C abierto y a ∈ ∂Ω un punto aislado en la frontera. Entonces,
existe r > 0 tal que D∗(a, r) ⊂ Ω.

Demostración.-Por ser a aislado en ∂Ω , ∃r > 0 tal que D(a, r) ∩ ∂Ω = {a} , por lo tanto
D∗(a, r) ∩ ∂Ω = ∅
Además, a ∈ ∂Ω⇒ D(a, r) ∩ Ω 6= ∅ y como D(a, r) y Ω son abiertos, su intersección también
es abierta, aśı que no puede ser sólo {a} por lo tanto D∗(a, r) ∩ Ω 6= ∅
Recapitulando tenemos que D∗(a, r) ∩ ∂Ω = ∅ y D∗(a, r) ∩ Ω 6= ∅
Ahora por el teorema de la aduana tomando A = D∗(a, r) tenemos que D∗(a, r)∩Ext(Ω) = ∅
(ya que de no ser aśı D∗(a, r) ∩ ∂Ω 6= ∅ ).
Como C = Ω∪̇Ext(Ω)∪̇∂Ω, y D∗(a, r) no corta al exterior ni a la frontera de Ω, debe ser que
D∗(a, r) ⊂ Ω como queriamos probar �

2. Semana del 26 al 30 de Septiembre

Proposición 2.1 Sea K ⊂ C compacto y gn : K → C una sucesion de funciones que converge
uniformemente a 0. Sea f : D(0, r) → C una función continua para algún r > 0, entonces a
partir de un cierto n1 la sucesión f ◦ gn está definida y converge uniformemente a f(0).

Demostración.- Como gn converge uniformemente a 0, existe n1 ∈ N tal que si n > n1 entonces
|gn(z)| < r para todo z ∈ K, por tanto si n > n1 tenemos que gn(z) ∈ D(0, r) para todo z ∈ K
Por otra parte, al ser D(0, r) un compacto, f(z) es uniformemente continua sobre él, es decir,
dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε
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Matemáticas

Como gn → 0 uniformemente, cumple la condición de Cauchy y ∃n0 > n1 tal que si p, q >
n0 ⇒ |gp(z)− gq(z)| < δ, para todo z ∈ K
Por lo que si p, q > n0 se tiene también que |f ◦ gp(z)− f ◦ gq(z)| < ε
Es decir, f ◦ gn(z) cumple la condición de Cauchy y por lo tanto converge uniformemente.

Corolario 2.2 (que se usa en la página 5 de los apuntes con demostración) Sea K ⊂ C
compacto y gn : K → C una sucesión de funciones que converge uniformemente a 0, entonces
egn converge uniformemente a 1.

Proposición 2.3 (Generalización de la proposición 2.1)
Consideramos la sucesión de funciones fn : Ω → Ω′ que converge uniformemente sobre com-
pactos de Ω, a una función f : Ω→ Ω′ continua. Sea g : Ω→ C continua.
Entonces, g ◦ fn converge uniformemente sobre compactos a g ◦ f

Demostración.- Sea K ⊂ Ω compacto. Como f es continua, entonces f(K) ⊂ Ω′ también es
compacto. Por ello, m = d(f(K),C \ Ω′) > 0
Aśı, existe otro compacto K ′ ⊂ Ω′ tal que d(f(K),C \K ′) = m/2, ya que⋃

z∈f(K)

D(z,m/2) ⊂ Ω′

, además
⋃
z∈f(K)D(z,m/2) es evidentemente cerrado y está acotado puesto que

diam

 ⋃
z∈f(K)

D(z,m/2)

 = diam(f(K)) +m

y por lo tanto esta acotado, aśı que es compacto.

Por otra parte, como fn → f uniformemente, existe n0 tal que si n > n0 entonces
|fn(z) − f(z)| < m/2 para todo z ∈ K, es decir, d(fn(z), f(k)) < m/2 para todo z ∈ K, por
lo tanto fn(z) ∈ K ′ para todo z ∈ K.
Fijamos ε > 0.
Como g es continua y K ′ es compacto, g|K′ es uniformemente continua. Aśı, para dicho ε
existe δ > 0 tal que si |z − w| < δ entonces |g(z)− g(w)| < ε para todo z, w ∈ K ′
Por otra parte, existe n1 > n0 tal que si n > n1 entonces |fn(z)− f(z)| < δ para todo z ∈ K.
En definitiva, si n > n1, se tiene que fn(z) y f(z) pertenecen a K ′ para todo z ∈ K y
|fn(z) − f(z)| < δ, por tanto |g(fn(z)) − g(f(z))| < ε para todo z ∈ K como queriamos
demostrar. �

Observación 2.4 (de la proposición anterior) Las fn no tienen por qué ser continuas,
podemos encontrar sucesiónes de funciones discontinuas que convergen uniformemente a una
función continua, por ejemplo, sea h : Ω → C una función discontinua acotada, entonces
fn = h

n converge uniformemente a 0.
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3. Semana del 3 al 7 de Octubre

Observación 3.1 Sea K ⊂ C compacto, y sean fn : K → C y gn : K → C dos sucesiones de
funciones que convergen uniformemente a f y g respectivamente. Si f y g están acotadas en
K entonces fn · gn converge uniformemente a f · g sobre K.

Demostración.- Sea M ∈ R tal que |f(z)| ≤ M y |g(z)| ≤ M para todo z ∈ K que existe por
hipótesis.
Como fn → f uniformemente, ∀ε > 0 ∃nε tal que si n > nε ⇒ |fn(z)− f(z)| < ε,∀z ∈ K
En particular tomando ε = 1 ∃n1 tal que si n > n1 ⇒ |fn(z)− f(z)| < 1,∀z ∈ K

Por tanto, para n > n1

|fn(z)| = |fn(z)− f(z) + f(z)| ≤ |fn(z)− f(z)|+ |f(z)| ≤ 1 +M

Fijamos ε > 0
Como gn → g uniformemente tenemos que ∃n2 tal que si n > n2 ⇒ |gn(z)−g(z)| < ε/2(1+M)
Como fn → f uniformemente tenemos que ∃n3 tal que si n > n3 ⇒ |fn(z)− f(z)| < ε/2M
Ahora tomando n0 = máx{n1, n2, n3} tenemos que ∀n > n0

|fn(z)gn − f(z)g(z)| = |fn(z)gn(z)− fn(z)g(z) + fn(z)g(z)− f(z)g(z)|
≤ |fn(z)||gn(z)− g(z)|+ |g(z)||fn(z)− f(z)|

<
(M + 1)ε

2(1 +M)
+
Mε

2M
= ε

y eso es lo que buscábamos �

Observación 3.2 (Observación de la observación) Si f ó g no estan acotadas entonces
puede que fngn no converja uniformemente a fg, por ejemplo si

fn(x) =

{
1/x+ 1/n si x ∈ (0, 1]

1 si x = 0

gn(x) =

{
x+ 1/n si x ∈ (0, 1]

1 si x = 0

fn converge uniformemente a f =

{
1/x si x ∈ (0, 1]
1 si x = 0

en [0, 1]

gn converge uniformemente a g =

{
x si x ∈ (0, 1]
1 si x = 0

en [0, 1]

pero aunque fngn converge puntualmente a la función fg(x) = 1 en [0, 1] no converge
uniformemente.
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Observación 3.3 (Otra observación de la observación 3.1) Si fn y gn son continuas
para todo n, sabemos por Analisis II que f y g serán continuas, y si son funciones continuas
definidas en un compacto, estan acotadas, y por lo tanto fngn converge uniformemente a fg
en el compacto.

Observación 3.4 Sea fn : K → C , gn : K → C dos sucesiones de funciones que con-
vergen uniformemente a f : K → C y g : K → C, respectivamente. Si f está acotada
(∃M tal que |f(z)| < M ∀z ∈ K) y existe m > 0 tal que |g(z)| > m para todo z ∈ K, entonces
a partir de un cierto n1 la sucesión fn/gn está definida y converge uniformemente a f/g.

Demostración.- La prueba es similar a la de la observación 2.1.
Como gn(z)→ g(z) uniformemente, existe n1 tal que si n > n1 ⇒ |gn(z)− g(z)| < m/2 para
todo z ∈ K.
Como |a| − |b| ≤ |a− b|, tenemos que si n > n1

0 < m/2 = m−m/2 < |g(z)| − |gn(z)− g(z)| ≤ |gn(z)|

Por lo que si n > n1 el cociente fn(z)/gn(z) está bien definido.
Ahora, dado ε > 0

fn → f uniformemente ⇒ ∃n2 tal que si n > n2 ⇒ |fn(z)− f(z)| < εm/4 , ∀z ∈ K

gn → g uniformemente ⇒ ∃n3 tal que si n > n3 ⇒ |gn(z)− g(z)| < εm2/4M , ∀z ∈ K

Por lo que si n > máx{n1, n2, n3} = n0 tenemos que∣∣∣∣fn(z)

gn(z)
− f(z)

g(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣fn(z)g(z)− f(z)gn(z)

gn(z)g(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣fn(z)g(z)− f(z)g(z) + f(z)g(z)− f(z)gn(z)

gn(z)g(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣g(z)(fn(z)− f(z)) + f(z)(g(z)− gn(z))

gn(z)g(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣fn(z)− f(z)

gn(z)
+
f(z)(g(z)− gn(z))

gn(z)g(z)

∣∣∣∣
<
|fn(z)− f(z)|

m/2
+
|g(z)− gn(z)||f(z)|

m2/2

<
εm
4
m
2

+
εm2

4M M
m2

2

= ε

Para todo z ∈ K. Aśı que fn/gn converge a f/g uniformemente sobre K. �

Observación 3.5 Sea M ⊂ C un conjunto discreto (es decir, M ′ = ∅). Entonces M es
numerable y lo podemos escribir como M = {(an)n∈N} con |a1| ≤ |a2| ≤ . . . Además, si M es
infinito se tiene ĺımn→∞ |an| =∞.
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Matemáticas

Demostración.- Como D(0, 1) es un compacto, M∩D(0, 1) es finito (si no, M tendŕıa un punto
de acumulación).
Por tanto, podemos escribir M ∩D(0, 1) = {a1, . . . am1} de modo que |a1| ≤ |a2| ≤ . . . ≤ |am1 |
Por la misma razón, M ∩D(0, 2) también es finito y por lo tanto escribimos

M ∩
(
D(0, 2) \D(0, 1)

)
= {am1+1, . . . , am2} con |am1+1| . . . |am2 |.

Podemos continual de forma inductiva en cada M ∩D(0, n) = {a1, . . . , amn}.
Aśı, si M es finito acabaremos el proceso en algún n, y si M es infinito

M = M ∩ C = M ∩ (∪D(0, n)) = ∪ (M ∩D(0, n)) = {(an)n∈N}

Donde ĺımn→∞ |an| =∞ ya que si n > mn entonces |an| > n. �

4. Semana del 10 al 14 de Octubre

Observación 4.1 Para 0 ≤ x ≤ 1 tenemos que 1− x ≤ e−x

Demostración.- Sea f(x) = e−x + x − 1, entonces como f(0) = 0 y f ′(x) = − e−x + 1 ≥
− e0 + 1 = 0 ya hemos terminado �

En particular para x = t/n con 0 ≤ t ≤ n, tenemos que 1 − t/n ≤ e−t/n y como la fun-
cion g(x) = xn es creciente en los positivos entonces (1 − t/n)n ≤ e−t, esta desigualdad se
utiliza en la página 7 de los apuntes de funciones especiales.

Observación 4.2 Otra forma de calcular∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π

Demostración.- Sea I =
∫∞
−∞ e−x

2
dx, por el teorema de Fubini tenemos que:

I2 =

(∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

)2

=

(∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

)(∫ ∞
−∞

e−y
2
dy

)
=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−x
2−y2dxdy =

∫
R2

e−(x2+y2)dxdy

Podemos calcular
∫
R2 e

−(x2+y2)dxdy mediante un cambio a polares:∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

r e−r
2
drdθ = 2π

∫ ∞
0

r e−r
2
dr

= 2π

∫ 0

−∞
1/2 esds = π

∫ 0

−∞
esds = π( e0 − e−∞)

= π(1− 0) = π
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Por lo tanto ∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π

�

Observación 4.3 (se utiliza en el ejer 6 de la hoja de problemas 1)
Sea f ∈M(C). Dada una sucesión de radios ρn con ĺım ρn =∞,
sea Mn = sup{|f(z)| : |z| = ρn}. Si se verifica ĺımn→∞Mn/ρn = 0, entonces

ĺım
n→∞

∫
Cn

f(w)

w(w − z)
dw = 0

para todo z. (donde Cn(t) = ρn e
it )

Demostración.- es muy parecida a una que vimos para las funciones sumadoras.
Como ĺımw→∞w

2/(w(w−z)) = 1, existe ρ tal que si |w| > ρ entonces |w2/(w(w−z))| < 2,
es decir, |1/(w(w− z))| < 2/|w2| Por lo que si n es tal que ρn > ρ, podemos acotar la integral
del siguiente modo: ∣∣∣∣∫

Cn

f(w)

w(w − z)
dw

∣∣∣∣ ≤ 2πρnMn2/ρ2
n = 4πMn/ρn

que converge a 0 ya que por hipotisis Mn/ρn → 0 �

Nota 4.4 El ejercicio del la página 6 de los apuntes de funciones especiales está resuelto en
los apuntes de Vera como lema 7.3.7 en la página 186

Bonus: Por la proposición 7.3.6 en la página 185 de los apuntes de Vera tenemos que en el
semiplano de parte real positiva, la derivada de la función Γ es:

Γ′(z) =

∫ ∞
0

tz−1 et log (t)dz

más aún podemos calcular la derivada n-esima:

Γ(n)(z) =

∫ ∞
0

tz−1 et(log (t))ndz

5. Semana del 17 al 21 de Octubre

Proposición 5.1 (Que se utiliza en la primera proposición del caṕıtulo del principio del máxi-

mo) Sea f : [a, b]⇒ R una función continua que no cambia de signo en [a, b]. Si
∫ b
a f(t)dt = 0,

entonces f ≡ 0.
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Demostración.- Como f no cambia de signo, o bien f(t) ≥ 0 ó f(t) ≤ 0 para todo t ∈ [a, b].
Podemos suponer sin perdida de generalidad que f(t) ≥ 0. Suponemos, por reducción al ab-
surdo, que f no es identicamente nula. Entonces ∃c ∈ [a, b] tal que f(c) > 0.Por continuidad1,

existe δ > 0 tal que |x − c| < δ ⇒ |f(x) − f(c)| < f(c)
2 por lo tanto f(x) > f(c)

2 . Para todo x
con |x− c| < δ. Aśı,∫ b

a
f(t)dt ≥

∫ c+δ

c−δ
f(t)dt >

∫ c+δ

c−δ

f(c)

2
dt =

f(t)

2
2δ > 0

y esta es la contradicción que buscabamos �

Problema 5.2 Sea M el conjunto de las transformaciones de Möbius:

M = {T : C∞ → C∞ : T (z) =
az + b

cz + d
, donde a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0}

Sabemos que cada T es una biyección, tiene un único polo en −dc y T ∈ H(C \ {−dc })

1. Probar que M es isomorfo al grupo de matrices invertibles GLC(2), módulo producto por
escalares.

2. Probar que en dicha correspondencia, la composicion en M corresponde al producto en
GLC(2)

3. Sabemos que si |a| < 1 Sa(z) = z−a
1−az ∈ M es un isomorfismo del disco unidad en si

mismo. Probar que S′a(a) = 1
1−|a|2 y que S−1

a = S−a

Indicación.- Para 1) y 2): basta probar que la aplicación f : M → GLC(2) dada por f(T ) =(
a b
c d

)
es un homomorfismo de grupos y aplicar el primer teorema de isomorfia.

3) Es un calculo directo.

Proposición 5.3 Si f = u+ iv es holomorfa en un abierto conexo Ω, entonces si u o v son
constantes entonces f es constante

Demostración.- Si u es constante entonces se tiene que D1u = D2u ≡ 0, por la condiciones de
Cauchy-Riemann tenemos que D1v = D2v ≡ 0 por lo tanto dado que estamos en un conexo v
es constante, aśı que f es constante.
Si v es constante es completamente análogo.

1Si c = a ó c = b se razona igual pero en [c, c+ δ] ó [c− δ, c] en lugar de [c− δ, c+ δ]
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6. Semana del 24 al 28 de Octubre

Teorema 6.1 (Weierstrass general) Si Ω ⊂ C es abierto conexo y D ⊂ Ω es discreto en
Ω, entonces existe f ∈ H(Ω) tal que Z(f) = D

Problema 6.2 Sea Ω ⊂ C abierto conexo. Probar que existe f ∈ H(Ω) tal que no existe otro
abierto conexo Ω′ ⊃ Ω y g ∈ H(Ω′) tal que g|Ω ≡ f
(es decir, Ω es dominio de holomorf́ıa de f).

Demostración.- Lo hicimos en clase para el caso Ω = D(0, 1). Vamos a tratar de generalizarlo.

Puesto que ∂Ω es separable2, existe una sucesion {zn} tal que {zn} = ∂Ω.
Sabemos que existe una sucesión creciente de compactos Kn ⊂ Ω de modo que Ω = ∪Kn y
Kn ⊂ int(Kn+1) (Vera A.2.1)

Eso nos va a permitir escoger sucesiones (ykn)k ⊂ Ω de modo que ykn
k→ zn y {ykn}n,k no se

acumule:

Para K1:
d(z1,K1) = ı́nf{|z1 − z| : z ∈ K1} = |z1 − y1

1| por ser K1 compacto, con y1
1 ⊂ K1 ⊂ Ω

Para K2:
d(z1,K2) = ı́nf{|z1 − z| : z ∈ K2} = |z1 − y2

1|
d(z2,K2) = ı́nf{|z2 − z| : z ∈ K2} = |z2 − y1

2|

En general, en cada Kn escogemos yji que ((aproximen)) a zi para i = 1, 2, · · · , n:

d(zi,Kn) = ı́nf{|zi − z| : z ∈ Kn} = |zi − yn−i+1
i |

Observemos que en cada paso, los yji elegidos pertenecen a ∂Kn (el mı́nimo no puede alcanzar-
se en el interior, o si no habŕıa otros puntos más proximos). Como Kn ⊂ int(Kn+1), tenemos
en cada Kn sólo hay una cantidad finita de yji , los producidos hasta el paso n.

De este modo ĺımk y
k
n = zn, ya que

|zn − ykn| = d(zn,Kn+k−1)
k→∞−→ 0

ya que Kn+k−1 ↗ Ω y d(zn,Ω) = 0 ya que zn ∈ ∂Ω.

Además, los {ykn} no se acumulan en Ω ya que cada Kn sólo tienen una cantidad finita de
ellos3.
Ahora, el teorema de Weierstrass general nos dice que existe f ∈ H(Ω) con Z(f) = {ykn}.

2En general no es cierto que un subespacio de un espacio separable sea separable. Sin embargo,
C 2AN⇒ ∂Ω 2AN⇒ ∂Ω separable

3Si se acumulasen en a ∈ Ω, existiŕıa D(a, r) ⊂ Ω con infinitos {ykn}, pero
D(a, r) ⊂ ∪Kn ⇒ D(a, r) ⊂ Kn1 ∪ . . . ∪Kni = Knj para algún j entre 1 e i, y esa es la contradicción buscada
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Esta f no se puede ((prolongar)), ya que si Ω′ ⊃ Ω entonces existe zn0 ⊂ Ω′ que es punto de
acumulacion de ceros de f , los {ykn0

}. Aśı que si g ∈ H(Ω′), g|Ω ≡ f implica por el principio
de identidad que g ≡ 0 y esto es una contradicción ya que f no es identicamente nula. �

Observación 6.3 (Pequeña modificación de un corolario al principio del máximo) Sea K ⊂ C
compacto y f : K → C una función continua cuya restrición al interior de K, Ω, es holomorfa.
Entonces existe a en la frontera de K tal que:

<f(a) = máx{<z : z ∈ K}

Demostración.- Apenas hay que modificar la demostración del corolario: Como f es continua
en un compacto, <f también lo es. Aśı, existe b ∈ K tal que <b = máx{<z : z ∈ K}

Si b está en la frontera de K, tomamos a = b y se acaba la prueba.

Si b está en el interior de K, vamos a encontrar a en frontera de K tal que f(a) =
f(b). Supongamos que b ∈ Ω, y sea Ωb la componente conexa de b en Ω. Como Ωb es
conexo, f ∈ H(Ωb) y b es un maximo para <f (que es subarmónica), la proposición
5.3 nos dice que <f es constante. Pero ahora las ecuaciones de Cauchy Riemann (ver
ejercicio anterior) o el teorema de la aplicación abierta nos dicen que f es constante en
Ωb : f(z) = cte = f(b) para todo z en Ωb. A partir de aqúı se razona igual que en el
corolario de los apuntes.

�

7. Semana del 31 de Octubre al 4 de Noviembre

Problema 7.1 (3o de l Hoja 2) Sea f una función entera no constante. Pruébese que la fun-
ción M(r) = máx{|f(z)| : |z| = r}, definida en [0,+∞), es creciente continua y ĺımr→∞M(r) =
+∞

El ejercicio lo hemos hecho en clase, aqúı vamos a probar la continuidad de otro modo. Fijamos
r > 0. Como f es continua, es uniformemente continua en D(0, 2r). Aśı, fijado ε > 0, existe
δ > 0 tal que |z − w| < δ ⇒ |f(z) − f(w)| < ε. Sea R > 0 con |R − r| < δ y veamos
que |M(R) −M(r)| < ε. Sabemos que existen b y a con |b| = R, |a| = r tales que M(R) =
|f(b)|,M(r) = |f(a)|. Supongamos primero que R > r. Sea c = r

Rb, que tiene |c| = r, por lo
que |f(c)| ≤ |f(a)|. Además, |b− c| = |(1− r

R)b| = |R− r| < δ, asi que |f(b)− f(c)| < ε. Como
M es creciente,

|M(R)−M(r)| = M(R)−M(r) = |f(b)| − |f(a)| ≤ |f(b)| − |f(c)| ≤ |f(b)− f(c)| < ε

Si r < R se hace el mismo razonamiento intercambiando los papeles de R y r. Por tanto, M
es continua β.
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Matemáticas

Proposición 7.2 Si f : Ω→ C es diferenciable en a ∈ Ω con df(a) 6= 0, son equivalentes:
a) f conserva ángulos orientados en a
b) f es derivable en sentido complejo y f ′(a) = 0 (e.d. df(a) conserva áng. orientados)

Demostración.- Faltaba el caso 2 de “a)⇒ b)”.
Supongamos que L = df(a) no es inyectiva. Como L 6= 0, entonces kerL = una recta = {λw :
λ ∈ R}, para un cierto w, con |w| = 1.
Además, por el mismo razonamiento anterior:

L(u) = ru+ su Si |u| = 1⇒ L(u)
u = r+ suu ⇒

{
L(u)
u : |u| = 1

}
⊂ Circunferencia de centro r y

radio |s|
Ahora, si tomo u con |u| = 1 y u 6= ±w tengo que L(u) 6= 0 y como f conserva ángulos:

c = ĺım
t→0+

f(a+ tu)− f(a)

u|f(a+ tu)− f(a)|

= ĺım
t→0+

1

u

f(a+ tu)− f(a)

t

∣∣∣∣ t

f(a+ tu)− f(a)

∣∣∣∣
=

1

u

L(u)

|L(u)|

Por lo que en tal caso L(u)
u ∈ Recta = {tc : t ∈ R}.

Como pertenece a una recta y a una circunferencia, tenemos

L(u)

u
= ±µ ∀u |u| = 1, u 6= ±w para un cierto µ con |µ| = 1

Como L(w) = 0, tenemos que definiendo

h(u) =


0 si u = ±w
1 si L(u)/u = +µ
−1 si L(u)/u = −µ

tenemos h : S1 → {0, 1,−1} que verifica L(u) = h(u)µu ∀u ∈ S1. Aśı, h(u) = L(u)
µu debe ser

una función continua en S1 por ser cociente de funciones continuas.
Pero eso es una contradicción con el modo en que está definida y este caso no puede darse.

�

8. Semana del 7 al 11 de Noviembre

Teorema 8.1 (Runge) Sea K ⊂ C compacto, A ⊂ C∞ que contiene al menos un punto en
cada componente conexa de C\K, y Ω ⊂ C abierto con K ⊂ Ω. Entonces, si f ∈ H(Ω), existe
una sucesion (Rn) de funciones racionales con todos sus polos en A de modo que Rn → f
uniformemente en K.
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Matemáticas

Corolario 8.2 En las condiciones anteriores, si C\K es conexo entonces existe una sucesión
(pn) de polinomios de modo que pn → f uniformemente en K.

Demostración.- Al ser C \K conexo su única componente conexa es no acotada, aśı que po-
demos tomar A = {∞}. Pero las únicas funciones racionales que sólo tienen polos en ∞ son
los polinomios (ya que si R = P

Q con Q no constante, podemos suponer Z(P ) ∩ Z(Q) = ∅ y
en tal caso Pol(R) ⊃ Z(Q) 6= ∅). �

Este resultado anterior se utiliza para construir una sucesión de funciones holomorfas que
no converge a una función continua:
http://webs.um.es/beca/Docencia/1112.ac/LimitesPuntualesFuncionesAnaliticas.pdf

Ejercicio 8.3 La ecuación general de una circunferencia en Cinfty es Azz+Bz+Cz+D = 0
con A,D ∈ R, B = C y AD −BC < 0

Si A = 0 corresponde a una circunferencia que pasa por el ∞ (es decir, una recta en C)

Si A 6= 0, es una “verdadera circunferencia” de centro −C
A y radio

√
BC−AD
|A| .

Demostración.- Basta partir de la ecuación de una recta en C: αx+ βy+ γ = 0 y sustituir
x = z+z

2 , y = z−z
2 .

O bien a partir de la ecuación de una circunferencia: |z − z0| = ρ → (z − z0)(z − z0) = ρ2 y
operar. Está hecho con detalle en la proposicion 1.3.1 de los apuntes de Vera.

Proposición 8.4 La proyección estereográfica transforma rectas y ćırculos de C∞ en circun-
ferencias de S.
La proyección estereográfica conserva ángulos orientados.

La primera parte está hecha con detalle en el ejercicio 1.5.4 de los apuntes de Vera.
También podeis ver el siguiente video:
http://ventanaaluniverso.wordpress.com/2011/11/12/diario-de-complejo/

La segunda parte la vimos el año pasado en Geometŕıa Diferencial, es consecuencia
de una caracterización de las aplicaciones conformes en términos de la primera forma
fundamental. Se puede consultar en el Ejemplo 3.23 del libro de Pastor.

9. Semana del 21 al 25 de Noviembre

Problema 9.1 1. Pruébese que una transformación de Möbius T deja fijo R ∪ {∞} si, y
sólo si, T puede escribirse como

T (z) =
az + b

cz + d
, con a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0
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2. Dedúzcase de lo anterior que la definición de simetŕıa respecto de un ćırculo dada a través
de la razón doble, es independiente de los tres puntos distintos elegidos en el ćırculo.

3. Pruébese con un argumento de conexión que si T es una transformación de Möbius que
lleva una recta en una circunferencia y un punto de un semiespacio determinado por la
recta va al interior del disco determinado por la circunferencia, entonces la imagen de
ese semiespacio es exactamente el interior de la circunferencia

Resolución.-

1. Escribimos T (z) = az+b
cz+d , ad− bc 6= 0

Si c 6= 0: Podemos escribir T (z) = a′z+b′

z+d′ con a′d′ − b′ 6= 0
T (∞) = a′ ∈ R
T (−d′) =∞→ −d′ ∈ R
• Si a′ 6= 0→ T (−b′/a′) = 0→ −b′/a′ ∈ R→ b′ ∈ R
• Si a′ = 0→ b′ = 0

Si c = 0: Podemos escribir T (z) = a′z + b′

T (0) = b′ ∈ R
T (1) = a′ + b′ ∈ R→ a′ ∈ R

2. Sean z2, z3, z4, w2, w3, w4 ∈ C, supongamos que (z, z2, z3, z4) = (z∗, z2, z3, z4) (∗)
y veamos que (z, w2, w3, w4) = (z∗, w2, w3, w4).
Tenemos que (z, z2, z3, z4) = S(z) con S(z2) = 1, S(z3) = 0, S(z4) =∞
y (z, w2, w3, w4) = R(z) con R(w2) = 1, R(w3) = 0, R(w4) =∞

Por (∗), tenemos S(z) = S(z∗)⇒ R(z) = R ◦ S−1(S(z)) = R ◦ S−1(S(z∗))
Como R ◦S−1(R∪{∞} = R(C)) = R∪{∞}, lo anterior nos dice que R ◦S−1(z) = az+b

cz+d

a, b, c, d ∈ R⇒ R ◦ S−1(z) = R ◦ S−1(z)⇒ R(z) = R ◦ S−1(S(z∗)) = R ◦ S−1(S(z∗)) =
R(z∗)

3. Sea R una recta, C una circunferencia y T tal que T (R) = C. Sea H un semiespacio
determinado por R y D tal que ∂D = C.
Por hipotesis, ∃a ∈ H con T (a) ∈ D. Aśı, T (H) ∩D 6= ∅. Sin embargo, T (H) ∩ ∂D = ∅
(ya que T es biyección y T (R) = C = ∂D) . Entonces el teorema del paso por la aduana
nos dice que T (H) ∩ ExtD = ∅, y por tanto T (H) ⊂ D.
Un razonamiento análogo para T−1 nos da T−1(D) ⊂ H ⇒ D ⊂ T (H)⇒ D = T (H)

10. Semana del 5 al 11 de Diciembre

Observación 10.1 En un espacio métrico compacto (X, d) una sucesión (xn)n converge si y
sólo si (xn)n tiene un único punto de aglomeración.
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Demostración.- Es consecuencia directa de la defición de ĺımite y de que X sea T2 que (xn)n
sólo puede tener un punto de aglomeración. En cuanto al rećıproco, sea (xn) sucesión en X y a
su único punto de aglomeración. Supongamos que xn no converge a a. Entonces, existe ε > 0
y una subsucesión xnk

tal que |xnk
− a| > ε. Por ser X compacto, xnk

tiene una subsucesión
xnkl

convergente a b y debe ser b 6= a. Pero eso es imposible, porque b seŕıa otro punto de
aglomeración de la sucesión de partida.

Observación 10.2 La observación anterior no es cierta si X no es compacto. Basta tomar
X = R y xn = 1/n si n es par y xn = n si n es impar.

11. Semana del 12 al 16 de Diciembre

Soluciones del control.

1. Sea f ∈ H(C) y Tr := {z ∈ C : |z| = r} para r > 0. Entonces:

a) Si |f(z)| = 1 para todo z ∈ T1 y f es no constante, entonces f se anula en D(0, 1)
- Correcta

|f | alcanza el mı́nimo en D(0, 1) ya que si lo alcanzara en T1 seŕıa constante dado
que el máximo se alcanza en T1 por el pricipio del módulo máximo, aśı que tenemos
que que |f | no se anula y tiene un mı́nimo en D(0, 1), invertimos y consideramos
la función 1/f , esta funcion es holomorfa dado que f no se anula y |1/f | tiene
un máximo en D(0, 1) dado que |f | teńıa un mı́nimo, pero si tiene un máximo en
D(0, 1) entonces es constante por el principio del módulo máximo, y esto no puede
ser, aśı que f se anula en D(0, 1)

b) Si f(C) ∩ T 1
2

= ∅, entonces f es constante - Correcta

Es correcto por el teorema de Liouville, ya que podemos tener dos casos:

Si va dentro de D(0, 1/2) tenemos que esta acotada, |f(z)| < 1
2 , y como f ∈

H(C) es entera utilizando el teorema de Liouville tenemos que f es constante.

Si va fuera de D(0, 1/2), |1/f | ≤ 2 y como 1/f es entera ya que f no se anula
tenemos de nuevo por el teorema de Liouville que 1/f es constante y por lo
tanto f es constante

c) Si supz∈Tr
|f(z)| = supz∈TR

|f(z)| para r,R > 0 entonces f(TR) = f(Tr) - Correcta

Si R = r ya hemos terminado, podemos suponer que 0 < r < R:
máx

D(0,r)
|f(z)| = supz∈Tr

|f(z)| = supz∈TR
|f(z)| = máx

D(0,R)
|f(z)| por lo tanto

el máximo se alcanza en el interior de D(0, R) y por lo tanton f es constante y
aśı f(TR) = f(Tr)

d) Si existe z0 ∈ C con |f(z0)| = ı́nfz∈C |f(z)| entonces f es constante - Incorrecta
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Si consideramos f(z) = z, tenemos que 0 ≤ ı́nf |f(z)|, en este caso tendŕıamos
z0 = 0 y f(z) = z no es constante

e) Si existe z0 ∈ C con Re f(z0) = ı́nfz∈CRe f(z) entonces f es constante - Correcta

Consideremos −f , es holomorfa y Re −f alcanza un máximo dado que Re f alcan-
zaba un mı́nimo, aśı que −f es constante, y por lo tanto f es constante

f ) Ninguna de las anteriores - Incorrecta (se deja como ejercicio al lector)

2. Sea (fn)n una sucesión de funciones enteras que converge uniformemente sobre compac-
tos hacia f ∈ CC. Entonces:

a) f es entera - Correcta

Por el teorema de Weierstrass tenemos una función holomorfa definida en todo C
y por lo tanto es una función entera

b) Si f no se anula en C, entonces existe m ∈ N tal que si n ≥ m se tiene que fn no
se anula en C - Incorrecta

Tomamos f(z) = ez (que no se anula), y si consideramos fn(z) =
∑n zj

j! (que se
anula dado que es un polinomio) pero fn converge uniformemente sobre compactos
a f

c) Si f no se anula en C, y R > 0 entonces existe m ∈ N tal que si n ≥ m se tiene que
fn no se anula en D(0, R) - Correcta

Consecuencia directa del teorema de Hurwitz

d) Si cada fn tiene un número finito de ceros en C, entonces f tiene un número finito
de ceros en C - Incorrecta

Sea f ∈ H(C) con infinitos ceros (por ejemplo f(z) = sen(z)), entonces f(z) =
ĺımn→∞

∑n
j=0 ajz

j = ĺımn→∞ Pn(z), donde Pn(z) es un polinomio y por lo tanto
tiene un número finito de ceros.

e) Si el número de ceros en C de cada fn esta acotado por M y f no es identicamente
nula tiene a lo más M ceros en C - Correcta
Supongamos que el número de ceros de f es mayor que M , entonces para algún
R > 0 el número de ceros de f en D(0, R) es mayora que M . Como Z(f) es
discreto podemos suponer que f no se anula en |z| = R por lo tanto por el teorema
de Hurwitz existe n ∈ N tal que fn y f tienen en D(0, R) el mismo número de ceros
(contradicción)

f ) Ninguna de las anteriores - Incorrecta (se deja como ejercicio al lector)
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3. Decir cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) Si T es una transformación de Möbius tal que T (x) = T (x) para todo x ∈ (0, 1)
entonces T (z) = T (z) para cada z ∈ C - Correcta

Como los x ∈ (0, 1) son reales, cumplen T (x) = T (x) = T (x), es decir, T (x) ∈ R.
Aśı, si tomamos tres puntos arbitrarios en (0, 1) sus imágenes están en la recta real.
Por tanto, T lleva la recta real en śı misma. Por el problema 9.1 de este diario,
Tz = az+b

cz+d con a, b, c, d ∈ R. Por tanto,

T (z) =
az + b

cz + d
=
az + b

cz + d
= T (z)

que es lo que buscábamos.

b) Si Ω ⊂ C es abierto simplemente conexo, distinto de C y simétrico respecto del eje
real, existe una biyección holomorfa f de Ω sobre D(0, 1) tal que f({z ∈ Ω : =z >
0}) = {z ∈ D(0, 1) : =z > 0} - Correcta

La demostración se puede ver en la página siguiente.
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c) D(0, 1) es conformemente equivalente a C− {xeix : x ≥ 0} - Correcta

Sea ϕ : R → C dada por ϕ(x) = xeix = x cos(x) + i sin(x). Es claro que ϕ es
continua. Aśı, ϕ([0,+∞)) es un conjunto conexo y no acotado de C. Por ello,
ϕ([0,+∞)) ∪ {∞} es un conexo de C∞. De este modo, C∞ − (C − ϕ([0,+∞))) =
ϕ([0,+∞)) ∪ {∞} es conexo. Por la caracterización de los abiertos simplemente
conexos, se sigue que C− ϕ([0,+∞)) es simplemente conexo. Y por el teorema de
Riemann, tenemos que es conformente equivalente a D(0, 1).

d) Cualesquiera dos coronas no degeneradas son conformemente equivalentes - Inco-
rrecta

Dos coronas son conformemente equivalentes si y sólo si la relación entre sus radios
es la misma. La demostración se puede ver el las páginas siguientes.

e) D(0, 1)− {0} es conformemente equivalente a D(0, 1)− {0, 1/2} - Incorrecta

Supongamos que existiese una biyección holomorfa f : D(0, 1) − {0} → D(0, 1) −
{0, 1/2}. Por ser la imagen un conjunto acotado, f debe tener una singularidad
evitable en 0, podemos extender f y definir una nueva biyección f̃ : D(0, 1) →
D(0, 1)− {0, 1/2} ∪ {p}, donde p = f̃(0). Pero eso es imposible porque el dominio
es conexo mientras que la imagen no.

f ) Ninguna de las anteriores - Incorrecta (se deja como ejercicio al lector)
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