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1.

10.

Sea 2 C C un abierto y F C H(). Se supone que cada punto a € § posee un entorno
abierto V, C Q tal que la familia de las restricciones a Vg, Flv, = {f|v, : f € F} es normal
en H(V,). Pruébese que F es normal en H((2).

. Sean G, C C abiertos y F una familia normal en H(G) tal que f(G) C Q para toda

f € F Se supone que g € H(2) es una funcién que estd acotada sobre cada acotado
M C Q. Pruébese que entonces {go f : f € F} es una familia normal en H(G). Muéstrese
con un ejemplo que el resultado anterior puede ser falso si g no cumple la condicién anterior.

. Pruébese que si F es una familia normal en H(f2), entonces la familia de las derivadas

F' ={f": f € F} también es normal. ;Es cierto el reciproco?;Qué condicién adicional
se puede anadir para que sea cierto? Pruébese ademas que si F una familia compacta
formada por funciones que no se anulan en €, entonces la familia {f'/f : f € F} también
es compacta.

Sea 2 C C un abierto conexo y (f,) una sucesién en H(f2), formada por funciones que
verifican: |f,(z)| > 1 para todo z € Q y todo n € N. Se sabe que existe un punto a € Q
tal que lim,,_, o frn(a) = 1. Pruébese que la sucesién (f,,) convege hacia 1, uniformemente
sobre compactos.

. Sea f € H(Q), donde Q = {2 € C: |Im z| < 1}. Se sabe que |f(z)] < 1 paratodo z€ Q ,y

que | lll'm f(z) = 0 Pruébese que la sucesién f,(z) = f(n + z) converge en H(2).
T|—0o0

. Dado un abierto conexo Q2 C C, se considera la familia de funciones

F={feH@):1f(a)] = B8,|f(2)] < a,Vz €}

donde a € Q y a, f > 0. Dado un compacto K C 2 sea n(f, K) el nimero de ceros de f en
K (repetidos segun multiplicidades). Pruebese que {n(f, K): f € F} es acotado.

. Sea © C C un abierto acotado y a € Q. Se supone que f € H(f2) es una funcién que

cumple: f(a) =a,y f() C Q. Sea (f,) la sucesién en H(?) definida de modo recurrente
por: fi=f, fo=fofi,... fax1 = f o fn. Pruébese que (f/(a)) es una sucesién acotada
y deduzcase de ello que |f/(a)| < 1.

. Pruébese que si f € H(Q) y D(a,R) C € se verifica la desigualdad

|f(a)]? < J(a, R, f)/mR?

siendo

J(a, R, f) = / (@ + iy) Pdady

D(a,R)
Deduzcase de ello que si F C H(Q) es una familia tal que sup{J(a,R, f) : f € F} <

para todo disco compacto D(a, R) C 2, entonces F es una familia normal.

. Sea © C C un abierto conexo y (f,) una sucesiéon en H(Q2). Pruébese que en los dos casos

que siguen (f,,) converge uniformemente sobre compactos hacia una funcién f € H(2).

a) 0 <|fn(2)| <|fnt1(2)| < ...paratodo z € 2y todon € Ny existe un punto a € €2 tal
que la sucesién (fy(a)) es convergente. Sugerencia: Pruébese que h(z) = lim |f,(2)]
n—oo

es finito para todo z € (1 , y define sobre 0 una funcion continua h.

b) La sucesién de sus partes reales u,(z) = Re (fy(z)) es uniformemente convergente
sobre compactos y la sucesién (f,(a)) converge en el punto a € €.

Sea Q = D(0,1). Pruébese que las siguientes familias de funciones son compactas en
H(D(0,1)):
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a) {f € H(D(0,1)) : f(0) =e,[f(2)] > 1, si z € D(0,1)};
b) {f € H(D(0,1)) : f(2) =2+ > .2 5anz", con |a,| <n para todo n > 2}

11. Sea G C C un abierto, a € G y supongamos que f : G\ {a} — C es una funcién analitica
e inyectiva tal que f(G\ {a}) = Q es acotado. Pruébese que lim f(z) € 9Q. Utilicese lo
zZ—ra

anterior para probar que no existe ninguna funcién analftica e inyectiva de G = {z € C :
0<|z| <1} sobre Q={z€C:r<|z|] <R} donde 0 <r < R.

12. Sea Q2 C C un abierto simplemente conexo, 2 # C, y a, b, dos puntos distintos de 2. Se sabe
que f € H(2) es una funcién inyectiva con imagen f(Q) = Q. Pruébese que una condicién
necesaria y suficiente para que f sea la identidad es que f(a) =a, y f(b) =b.

13. Sea f una biyeccién conforme del disco unidad D(0, 1) sobre el cuadrado abierto {z + iy :
lz| < 1,]y| < 1} verificando f(0) = 0. Pruébese que f(™(0) = 0 si n— 1 no es m-ltiplo de 4.

14. Sea Q= {2z € C:|Imz| < §}.
a) Si P={z € C:Rez > 0}, calcilese el valor de
sup{|f'(0)] : f € H(Q), f() C P, £(0) =1}

. Es accesible este supremo?.
b) Calctilese

sup{|f'(0)[ : f € H(Q), f(2) € D(0,1)}.
15. Sea Q = D(0,1), y
F={f€HQ): f(0)=1,Re (f(z)) > 0,Vz € Q}

a) Pruébese que F es un subconjunto compacto de H(2) y que [f'(0)] < 2 para cada
feH().
14z

b) Demuéstrese que si f € F y |f'(0)] = 2, entonces f(z) = T , donde « es una
—az

constante con |a| = 1.
16. Sea Q@ = D(0,1), y
F={feHH(Q): f(0)=1,Re (f(z)) > 0,Vz € Q}

a) Pruébese que F es un subconjunto compacto de H () y que |f'(0)| < 2 para cada
[ en).
14+ az

b) Demuéstrese que si f € F y |f'(0)] = 2, entonces f(z) = 1 , donde « es una
—az

constante con |a| = 1.

17. Sea € un subconjunto abierto y conexo de C. Pruébese que si una funcién arménica en € es
constante en algtin disco contenido en €2, entonces es constante en 2. Muéstrese mediante
un ejemplo que dos funciones armonicas en un abierto conexo {2 pueden coincidir en un
conjunto de puntos que se acumulan en {2 y ser distintas.

18. Demuéstrese que una funcién arménica no constante, definida en un subconjunto abierto
conexo de C es abierta.

19. Pruébese que si u : C — R es armdnica y no constante, entonces es sobreyectiva.

2

20. Sea w una funcién armoénica en C. Pruébese que si u” es armonica, entonces u es constante.
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21. Sea Q C C abierto, conexo y acotado. Sea (u,,) una sucesiéon de funciones continuas en Q
y con la propiedad de la media en Q y que converge uniformemente sobre 0f). Pruébese
que existe una funcién u : @ — R continua en ) y arménica en © tal que (u,,) converge
uniformemente hacia u sobre 2.

22. Sea Q' ={z € C:ry <|z| <rz2}y u una funcién arménica en €.

i) Pruébese que A(r) := sup wu(re) es una funcién convexa de logr en el intervalo
0<6<2n

(7’1, 7‘2).
i) Dedtzcase de i) el teorema de los tres circulos de Hadamard: Si f € H(2) y no se
anula en {2, entonces se tiene

log p —log p1

< logps —logp
log p2 —log p1

log M
< Yoz ps oz p1 g M(p2)

log M (p) log M (p1) +

donde 11 < py < p<pa<ray M(p):= sup |f(pe')]
0<6<2n
23. Sea u, una sucesion de funciones arménicas en el abierto {2 C C que converge, uniforme-
mente sobre compactos de €2, hacia la funcién w.

i) Pruébese que para cada a € Q existe D(a,R) C Qy fn,f € H(D(a,r)), n € N, de
forma que Re (f,) = uy, n € N, Re (f) = u, siendo f,, — f en H(D(a, R)).

ii) Deduzcase de ) que

am am

uniformemente sobre compactos de 2.

24. Sea A={z€C:Imz>0,|z| <1} y u: A — R una funcién continua en A y armdnica en
el interior de A que satisface u(z) = 0 para —1 < x < 1.

i) Pruébese que a lo mas existe una funcién continua v : D(0,1) — R, armonica en
D(0,1) y verificando v|4 = u.

i) Pruébese que existe una tnica funcién continua P : D(0,1) — R, arménica en D(0,1)
y satisfaciendo
f(ew): { P(ei‘g)A si 0<0<nm
—u(e™) si T<O<2rm

y que esta funcién cumple P|4 = w.

1 2 )
25. Pruébese que la funcién u(z) = Im (1—+Z) es arménica en D(0,1) y que lim u(re?) =0
— 7 r—1-
para cada 6 € [0, 27]. ;Contradice este hecho la validez de la férmula integral de Poisson?.
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