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1. Establézcanse los desarrollos (de Mittag-Leffler) que se indican:

a) π cotg πz =
1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
, para z en Ω = C \ Z.

b) π tg πz =
∞∑
n=0

2z

(n+ 1
2)2 − z2

, para z en Ω = C \ {n+ 1
2 : n ∈ Z}.

c)
π

senπz
=

1

z
+

∞∑
n=1

(−1)n2z

z2 − n2
, para z en Ω = C \ Z.

d)
π

cosπz
= 2

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1
2)

(n+ 1
2)2 − z2

, Ω = C \ {n+ 1
2 : n ∈ Z}.

e)
π2

sen2 πz
=

+∞∑
n=−∞

1

(z − n)2
, para z en Ω = C \ Z.

f)

∞∑
n=1

2z

z2 + 4π2n2
=

1

ez − 1
− 1

z
+

1

2
, para z en Ω = C \ {2nπi : n ∈ Z}.

Pruébese que las series anteriores convergen uniformemente sobre compactos de los
abiertos Ω indicados para cada una de ellas.

2. Determinar las funciones meromorfas F más generales cuyas únicas singularidas son:

a) Polos simples en an con Res(F, an) = an, n = 1, 2, ...

b) Polos simples en ±1, ±2, ±3,... con Res(F,±n) = n, n = 1, 2, ...

c) Polos simples en 0,±1, ±2, ±3,... con Res(F,±n) = (−1)n, n = 1, 2, ...

3. Si α 6= 0 y
β

α
6= ±1,±2, ..., pruTbese que

π

α
cotg

πβ

α
=

∞∑
n=0

(
1

nα+ β
− 1

nα+ (α− β)
)

Dedúzcase de la igualdad anterior que

1

1 · 2
+

1

4 · 5
+

1

7 · 8
+ · · · = π

3
√

3

4. Integrando la función g(w) =
senw

w(w − z) cos2w
a lo largo del borde de los cuadrados

Qm de vértices ±mπ,±imπ, pruébese que

sen z

cos2 z
=

+∞∑
n=−∞

(−1)n

(z − (n+ 1
2)π)2

5. Sea a1 < a2 < ... < an < ... una sucesión estrictamente creciente de números reales

no nulos satisfaciendo

∞∑
n=1

1

|an|2
< +∞.
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a) Pruébese que

∞∏
n=1

(1− z

an
)e

z
an converge uniformemente sobre compactos de C.

b) Sea f la función holomorfa definida por el producto infinito considerado en a).

Obtener el desarrollo de Mittag-Lefler de
f ′

f

c) Estudiando
d

dz
[
f ′

f
] restringida a los intervalos (an, an+1) pruébese que

f ′

f
es es-

trictamente decreciente en cada uno de ellos.

d) Utilizando que los an son polos de
f ′

f
y lo establecido en c) pruébese que

f ′

f
cambia de signo en (an, an+1) y concluyase de ah́ı que existe un único a′n ∈
(an, an+1) tal que f ′(a′n) = 0

6. Sea F una función entera cuyos ceros a1, a2, ..., an, ... son todos simples. Se supone
que 0 < |a1| < |a2| < ... < |an| < ... y

∑∞
n=1 |an|−2 < +∞. Sea (ρn) una sucesión de

números positivos tal que |an| < ρn < |an+1| y

Mn = sup{|F
′(z)

F (z)
| : |z| = ρn}

Pruébese que si ĺım
n→∞

Mn

ρn
= 0, entonces se tiene la factorización:

F (z) = F (0)e
z
F ′(0)
F (0)

∞∏
n=1

(1− z

an
)e

z
an

7. Pruébense las siguientes formulas de factorización:

a) cosπz =

∞∏
n=1

(1− 4z2

(2n− 1)2
),

b) senhπz = πz
∞∏
n=1

(1 +
z2

n2
),

c) coshπz =
∞∏
n=0

(1 + (
2z

2n+ 1
)2),

d) senπz = πz

∞∏
n=1

(1− z2

n2
).

Dedúzcase de la última factorización la fórmula de Wallis

π

2
=
∞∏
n=1

(2n)2

(2n)2 − 1
.

8. Utilizando el desarrollo de Mittag-Letler de πtgπz, demuéstrese que

cos
πz

4
− sen

πz

4
=
∞∏
n=1

(1 + (1)n
z

2n− 1
)
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9. Probar que existe ĺımn[(1 + 1
2 + · · ·+ 1

n)− log n].

10. Pruébese la fórmula de los complementos para la función Γ:

Γ(z)Γ(1− z) =
π

senπz

11. Pruébese que la derivada logaŕıtmica de la función Γ viene dada por la expresión

Γ′(z)

Γ(z)
= −γ − 1

z
+
∞∑
n=1

z

n(n+ z)

para z 6= 0,−1,−2, ..., siendo la convergencia de la serie uniforme sobre subconjuntos
compactos de C−{0,−1,−2, ...}. Dedúzcase de lo anterior que log Γ(x) es una función
convexa para (0,+∞).

12. Pruébese el siguiente teorema de Bohr-Mollerup : Śı f : (0,+∞) → (0,+∞) cumple
las siguientes propiedades.

a) log f(x) es convexa.

b) f(x+ 1) = xf(x) para x ∈ (0,+∞)

c) f(1) = 1.

entonces f(x) = Γ(x) para todo x ∈ (0,+∞).

13. Pruébese que el producto infinito

z

∞∏
n=1

(1 +
z√
n

)e
−z√
n
+ 1

2
z2

n

converge uniformemente sobre compactos, y define una función entera f que verifica

f(z)f(−z)Γ(−z2) = eg(z)

donde g(z) es una función entera a determinar.

14. Sea ϕ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
. Pruébese que ϕ′(z)+ϕ′(z+ 1

2) = 4ϕ′(2z). Dedúzcase que Γ(z)Γ(z+

1
2) = Γ(2z)eaz+b obteniendo finalmente la fórmula de duplicación de Legendre

√
πΓ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ(z +

1

2
).

15. Sea ϕ(z) como en el ejercicio anterior. Pruébese:

a) ϕ(z + 1)− ϕ(z) =
1

z
b) ϕ(1− z)− ϕ(z) = π cotπz.
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16. Pruébese que
∞∑
n=1

2z

z2 + 4π2n2
=

1

ez − 1
− 1

z
+

1

2

y dedúzcase de esto que

ze
z
2

∞∏
n=1

(1 +
z2

4π2n2
) = ez − 1.

17. Sea Ω un subconjunto abierto de C y A un subconuto de Ω con A′∩Ω = ∅. Para cada
α ∈ A se supone dada una cantidad finita de números complejos {ωn,α ∈ C : 0 ≤ n ≤
m(α)}. Pruébese que existe f ∈ H(Ω) tal que

f (n)(α) = ωn,α

si α ∈ A y 0 ≤ n ≤ m(α).

18. Sean (an) y (bn) dos sucesiones de números complejos tales que
∞∑
n=1

|an − bn| < +∞.

¿Sobre que conjuntos es convergente el producto infinito

∞∏
n=1

z − an
z − bn

?¿Dónde define el

producto anterior una función holomorfa?
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